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Préambule

Résumé
Ce mémoire synthétise mes travaux réalisés au « Département de Modélisation des Systèmes et Structures », depuis mon

embauche au CEA/Saclay en mai 2002 jusqu’à ce jour. Il s’articule autour de trois mots clés qui ont été extraits de mes
activités et qui titrent ce document : il s’agit de la méthode numérique de simulation basée sur la « méthode de Boltzmann
sur réseaux » (Lattice Boltzmann Method – LBM) qui a été adaptée pour simuler des « modèles à champ de phase » et
des « équations fractionnaires ». La LBM est une méthode qui est spécialement adaptée à la simulation des équations de
Navier-Stokes et plus généralement aux problèmes multi-physiques impliquant des fluides. Elle constitue le fil conducteur
du manuscrit. Après avoir rappelé dans le chapitre 1 quelques éléments de contexte des activités liées aux fluides dans le
Département, le principe de la LBM est rappelé dans le chapitre 2. Ce rappel permet de décrire ma démarche et d’introduire
les méthodes qui sont reprises de la littérature pour les positionner vis-à-vis des principaux cadres théoriques alternatifs. Les
modifications de la LBM sont ensuite présentées dans le chapitre 3 pour simuler la croissance des cristaux en s’appuyant
sur des « modèles à champ de phase » de changement de phase solide-liquide. Ces modèles sont bien adaptés aux problèmes
physiques qui nécessitent le suivi d’une interface entre une phase fluide et une phase solide, ou bien entre deux phases fluides.
Dans le chapitre 4, d’autres modifications de la LBM sont présentées pour simuler des Equations aux Dérivées Partielles
(EDPs) fractionnaires, c’est-à-dire des EDPs qui présentent des dérivées pouvant avoir des ordres non entiers. Les validations
de la méthode sont illustrées par des comparaisons avec des marches aléatoires équivalentes à ces EDPs fractionnaires. Dans
le chapitre 5, quelques simulations d’écoulements diphasiques immiscibles sont présentées sur un exemple de démixtion dans
les verres binaires. Le modèle mathématique qui est simulé est composé des équations de Navier-Stokes couplées avec celle de
Cahn-Hilliard qui est un autre exemple de modèle à champ de phase. Les validations sont réalisées avec le modèle conservatif
de Allen-Cahn qui est étendu dans le chapitre 6 au changement de phase liquide-gaz. Sur cet exemple, ce dernier chapitre
décrit brièvement les travaux qui sont en cours sur la portabilité de performance de la LBM dans un contexte de calcul haute
performance. Enfin, des annexes et une bibliographie viennent clore le document. Dans chaque chapitre, les motivations et
le contexte CEA sont rappelés avant de décrire l’évolution des travaux puis le modèle mathématique continu du problème.
Ensuite, les méthodes LB sont présentées, validées et illustrées avec quelques simulations.
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Chapitre 1

Introduction

Ce mémoire synthétise mes travaux réalisés au « Département de Modélisation des Systèmes et Structures » (DM2S),
depuis mon embauche au CEA/Saclay en mai 2002 jusqu’à ce jour. Après des études supérieures en physique fondamentale
et une thèse en géosciences, mes activités au DM2S m’ont impliqué dans plusieurs projets centrés sur des systèmes d’étude
qui présentent des phénoménologies et des échelles spatiales très différentes. Ces projets m’ont permis de collaborer avec des
scientifiques d’autres départements du CEA ou des organismes tels que ANDRA 1, ORANO ou même dans un projet ANR
avec l’Université d’Avignon et l’IFPEN. Tout au long de mon parcours, des choix ont été faits sur les modèles et les méthodes
numériques, en adéquation avec les finalités de ces projets. Ces choix sont aussi en partie liés à l’environnement de travail au
DM2S et aux collaborations mises en place au travers des projets. Les principaux d’entre eux se traduisent au final par les
mots clés qui titrent ce mémoire et sont expliqués dans la section 1.3. Avant de les présenter, sont rappelés dans la section 1.1
ci-dessous quelques éléments de contexte des activités sur la mécanique des fluides dans le département DM2S du CEA. La
section 1.2 décrit ensuite l’évolution de mes travaux sur la thématique des « problèmes inverses en géosciences », partie qui
n’est pas détaillée dans ce mémoire.

1.1 Éléments de contexte CEA
Dans ce document, les références de la littérature sont classées dans la section « Bibliographie » et apparaissent en cyan

dans le texte. Les références personnelles sont répertoriées dans l’annexe C et apparaissent en rouge précédées d’une lettre
pour différencier le type de document : publications [P], rapports techniques [R], thèse [T], présentation orale [O] et poster
[PT].

Simulations en thermo-hydraulique et mécanique des fluides au DM2S. Dans le « Service de Thermo-Hydraulique et
Mécanique des Fluides » (STMF) du DM2S, les activités autour des équations de Navier-Stokes sont réalisées pour simuler les
écoulements dans les réacteurs nucléaires. Certaines approches considèrent le réacteur dans sa globalité, tandis que d’autres
se focalisent sur une partie seulement, par exemple le cœur du réacteur ou le générateur de vapeur. Dans ce contexte, les
écoulements sont considérés à plusieurs échelles caractéristiques. La limite supérieure est l’échelle « système » (réacteur
complet) où tous les composants sont représentés (cœur, pompe, générateur de vapeur, ...) avec des modèles simplifiés et des
lois de corrélations. À l’autre extrémité, on trouve l’échelle locale avec des approches CFD où les EDPs sont couplées en
3D pour la compréhension des phénoménologies (e.g. transition de phase liquide-vapeur, coalescence, ...). Dans les réacteurs,
les écoulements sont principalement monophasiques et turbulents en fonctionnement normal, mais l’étude du générateur de
vapeur ou bien de certaines situations accidentelles (crise d’ébullition, brèche dans une conduite) nécessitent l’étude des
écoulements diphasiques. Pour simuler les différentes échelles et leurs phénoménologies associées, plusieurs codes de calculs
dédiés sont développés : Cathare pour l’échelle du système ; Flica (cœur) et Genepi (générateur de vapeur) pour l’échelle
des composants ; et TrioCFD pour l’échelle locale. Ces codes discrétisent différentes formulations des équations de Navier-
Stokes avec des méthodes numériques standards (éléments finis, volumes finis, etc ...).

Autres applications. Parallèlement à cet axe principal, les ingénieurs-chercheurs du DM2S sont aussi amenés à modéli-
ser et à simuler avec d’autres codes (e.g. Cast3M), des systèmes et des phénoménologies différents tels que l’enceinte de
confinement au travers de la thématique du « risque hydrogène » [1] ; le procédé de soudage à l’arc qui est modélisé par
un couplage entre l’électro- et la magnéto-statique avec le transfert de chaleur et les fluides incompressibles [2] ; ou encore
à analyser des phénomènes transitoires rapides impliqués dans l’interaction fluides/structures (avec Europlexus) etc ... Par

1. Tous les acronymes des noms des structures, des projets et des méthodes sont indiqués dans la section « Acronymes » à la page 81.
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ailleurs, durant les années 1990/2000, la thématique des « écoulements et du transport dans les milieux poreux » a fait l’objet
de nombreuses études au DM2S compte tenu de ses applications dans le cadre du stockage des déchets radioactifs ou bien
pour les études d’impact sur l’environnement. Ce sont les problématiques sur lesquelles j’ai débuté après ma thèse en 2002.
La phénoménologie de tous ces systèmes implique différentes formes des équations de Navier-Stokes avec ou sans terme
visqueux, homogénéisées ou non, avec ou sans terme non-linaire, couplée à de la solidification etc ... Enfin, les problèmes
physiques faisant intervenir des fluides apparaissent dans d’autres départements du CEA comme pour le creuset froid dédié
au conditionnement des déchets radioactifs (au DE2D) ou bien dans les systèmes micro-fluidiques (au DPC). Dans ce ma-
nuscrit, sont décrites quelques applications relatives à la vitrification et au transport dans les milieux poreux réalisées dans
les différentes équipes auxquelles j’ai contribué au DM2S. Avant de les présenter, sont rappelées ci-dessous mes travaux sur
l’application de la « méthode de l’état adjoint » pour les problèmes inverses en géosciences.

1.2 « Problèmes inverses » en géosciences
Thèse de doctorat. La thématique « problèmes inverses » (ou « estimation des paramètres ») des modèles de géosciences
a débuté lors mon stage de DEA (intitulé « concepts et méthodes de la physique ») en 1998 sur les « aspects théoriques des
problèmes inverses en sismique réflexion ». Cette thématique s’est ensuite poursuivie en thèse de doctorat [T1] sur l’« hydro-
géologie » sous le site du CEA/Cadarache (voir la topographie du bassin versant sur la Fig. 1.1a et la charge piézométrique
issue d’une campagne de mesures sur la Fig. 1.1b) durant laquelle j’ai pratiqué la « méthode de l’état adjoint » [3] (calculs
analytiques variationnels et programmation en Fortran) qui est une méthode mathématique de calage automatique des para-
mètres, couplée à un algorithme d’optimisation [4] sous contraintes (L-BFGS-B [5]). La méthode a été mise en œuvre dans
un code 2D en « éléments finis » (voir un exemple de maillage du site de Cadarache sur la Fig. 1.2) avec un schéma implicite
en temps, qui a été étendu durant la thèse aux écoulements dans les milieux poreux fracturés (échelle du bassin versant). Le
code de calcul a été baptisé CAL3F pour CALibration Flow for Fractured Formation.

(a) Topographie, forages (points en magenta) et conditions aux limites
du bassin versant du CEA/Cadarache (contour noir).

(b) Iso-valeurs de la charge piézométrique (lignes noires) sous le site du
CEA/Cadarache (contour bleu) issues d’une campagne de mesures.

FIGURE 1.1 – (a) Topographie et (b) niveau piézométrique du site du CEA/Cadarache. D’après [T1], 2002.

Méthode adjointe pour le stockage. Le développement de la « méthode de l’état adjoint » est le sujet sur lequel j’ai été
amené à travailler sur mon poste d’ingénieur au CEA en 2002 après ma thèse. L’application visée était l’identification des
paramètres du transport des solutés dans le contexte du stockage des déchets radioactifs (projet MAVL) avec l’ANDRA (D.
COEHLO et Y. WILEVEAU) pour l’expérience de « Diffusion Inerte du Mont-Terri » [R16]. L’Annexe A présente le principe
de la méthode sur ce cas d’application. La thématique « problèmes inverses » était aussi identifiée dans le GdR MOMAS
(MOdélisation MAthématique pour le Stockage) dans lequel j’ai participé. Il a donné lieu à des collaborations avec des
partenaires académiques : CR F. CLÉMENT de l’INRIA/Rocquencourt et PR J. BLUM de l’Université de Nice. Le travail [R16]
s’est poursuivi dans [R15] sur la « paramétrisation automatique » c’est-à-dire la mise en œuvre d’une méthode permettant
d’identifier à la fois les valeurs des paramètres (diffusion et porosité) mais également leur structure spatiale en reprenant la
méthode du « Raffinement et déraffinement de paramétrisation » [6]. La synthèse de ces travaux avec ceux réalisés sur la
partie thermique (par Dr C. MÜGLER et M. FILIPPI) a conduit à une présentation en conférence internationale en 2005 [O5]
et suivie d’une publication dans un Journal à Comité de Lecture [P10] en 2007. Enfin, j’ai été impliqué dans les simulations
« directes » 3D avec Cast3M [7] des expériences de diffusion réalisées en laboratoire souterrain du site du Mont-Terri ([R13]
et [R21]).
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Encadrement de stages M2. Sur cette thématique, j’ai été le principal encadrant de deux stages de niveau M2 en mathéma-
tiques appliquées. Le premier est celui de D. BOUMBA SITOU (2006) qui a fait de l’adjoint sur le modèle de transport adapté
au dispositif expérimental BEETI (voir chapitre 4). Pour ce travail, les outils numériques sur lesquels a débuté l’étudiant étaient
ceux que j’ai développés dans [R15]. Le second est celui de ROMAIN RISCHETTE (2007) qui a testé dans CAL3F [T1], une
méthode de « Back and Forth Nudging » [8] pour identifier la condition initiale du système aquifère du CEA/Cadarache. Ce
dernier a présenté ses résultats lors d’une séance posters du GdR MOMAS en 2007 [PT4] et a ensuite poursuivi en thèse. J’ai
également été impliqué dans le co-encadrement du stage de N. KHVOENKOVA (encadrant principal F. CLÉMENT, INRIA) qui
s’est concentrée, dans l’outil développé dans [R15], sur l’analyse de sensibilité de la variable d’état aux paramètres par « dé-
composition en valeurs singulières » de la matrice de sensibilité [R14]. Enfin, dans le projet ANR TRAM, la méthode adjointe
a été appliquée par B. MARYSHEV lors de son post-doctorat sur l’identification paramétrique d’une équation fractionnaire en
lien avec des mesures expérimentales. On en reparle dans le chapitre 4.
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(a) Découpage du domaine tenant compte de la position des
forages (en haut) et maillage en éléments finis (en bas).

(b) Comparaisons simulations/observations du niveau piézométrique.

FIGURE 1.2 – Simulations des écoulements à l’échelle pluri-kilométriques (d’après [T1], 2002).

1.3 Lignes directrices de ce document
De mon parcours, j’ai choisi d’extraire et de mettre en avant trois mots clés qui titrent ce mémoire. Il s’agit de la méthode

numérique de simulation basée sur la « méthode de Boltzmann sur réseaux » (Lattice Boltzmann Method – LBM) qui a été
adaptée pour simuler des « modèles à champ de phase » et des « équations fractionnaires ». Dans la suite de cette section on
explique les contextes et les motivations de ces choix qui privilégient l’originalité des applications LBM telles que les modèles
à champ de phase pour la croissance cristalline et les équations fractionnaires pour le transport anormal.

Méthode de Boltzmann sur réseaux (LBM). Les méthodes numériques traditionnelles sont déjà mises en œuvre dans les
codes de calcul de mécanique des fluides du DM2S. Par exemple les éléments finis et volumes finis dans les codes Cast3M
[7] ou encore les volumes-éléments finis et Volumes-Différences Finies (VDF) dans le code TrioCFD [9]. La méthode de
Boltzmann sur réseaux est une méthode numérique alternative à la simulation des équations de Navier-Stokes. Elle consiste
à discrétiser l’équation cinétique de Boltzmann (et non pas celles de Navier-Stokes) sur un maillage cartésien régulier et à
calculer la densité et la quantité de mouvement grâce aux moments d’ordre zéro et du premier ordre de sa fonction de distri-
bution. Le principe de la méthode sera rappelé dans le chapitre 2. Plusieurs livres [10, 11, 12, 13] et publications de synthèse
[14, 15, 16] existent sur le sujet. De plus, la communauté reste très active puisqu’à ce jour deux conférences internationales
annuelles sont dédiées à la méthode : l’« International conference on Discrete Simulation of Fluid Dynamics » (DSFD) et
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l’« International Conference for Mesocopic Methods in Engineering and Science » (ICMMES). La méthode LB connaît un
grand succès dans les Journaux à Comité de Lecture et plusieurs codes en OpenSource et industriels (Palabos, OpenLB,
ProLB, waLBerla, etc ...) l’utilisent pour simuler la dynamique des fluides. Cependant elle reste à ce jour très peu étudiée au
DM2S malgré les travaux de Dr S. DELLACHERIE [17] et de Dr A. GENTY (références dans la section 4.5) au STMF. Ce
mémoire est dédié à cette méthode et en constitue le fil conducteur.

Applications aux modèles à champ de phase. Entre 2010 et 2016, mon implication dans le projet SIVIT (SImulation de
la VITrification) du CEA en partenariat avec ORANO m’a conduit à simuler quelques phénoménologies rencontrées lors de
l’élaboration des verres de conditionnement des déchets de haute activité. Dans ce projet, j’ai travaillé avec deux collègues
du CEA/Marcoule/DE2D qui ont étudié leur élaboration et leurs propriétés en s’appuyant à la fois sur de la caractérisation
expérimentale et une analyse thermodynamique rigoureuses. Avec Dr E. RÉGNIER je me suis intéressé à la simulation de la
croissance des cristaux et avec Dr S. SCHULLER j’ai étudié la simulation de la démixtion dans les verres. Pour la croissance
cristalline, il s’agit de problèmes avec changement de phase solide-liquide nécessitant le suivi d’une interface qui est caracté-
risée par une tension interfaciale très anisotrope. Pour la démixtion, il s’agit d’un problème de séparation de phase entre deux
constituants en phase liquide. Il s’agit donc de deux problèmes faisant intervenir une phase fluide, modélisée par les équations
de Navier-Stokes, et séparée d’une phase solide ou d’une phase fluide par une interface. Parmi les approches existantes de
type « interface abrupte » ou « interface diffuse », le choix a été fait de développer les « modèles à champ de phase » (e.g. voir
les références [18, 19, 20] pour la solidification et [21] pour les bi-fluides) qui tombent dans la seconde catégorie d’approches.
La théorie du champ de phase est déjà appliquée par d’autres équipes du CEA pour étudier l’impact des rayonnements sur les
matériaux du nucléaires [22] et simuler le corium dans des situations accidentelles de fusion du cœur [23]. Des travaux sont en
cours au DM2S pour simuler la propagation de fissures dans le combustible en couplant la méthode avec une approche AMR
(voir [24] pour une application AMR et « level-set »). Dans le projet SIVIT, mes activités se sont structurées autour de ces
modèles dont le principal intérêt est leur cohérence thermodynamique, domaine sur lequel nous avons trouvé un langage com-
mun avec les deux collègues du DE2D. Les méthodes LB pour simuler la croissance cristalline et la démixtion sont présentés
aux chapitres 3 et 5 respectivement.

Application aux équations fractionnaires. Depuis ma thèse de doctorat, une partie de mes activités s’est concentrée sur
l’étude des « écoulements et des transferts en milieux poreux ». Cette thématique a fait l’objet de nombreuses études au
CEA/Den compte tenu de ses applications pour le stockage des déchets radioactifs géré par l’ANDRA, ou bien pour des
études d’impact sur l’environnement. Au travers des projets MAVL et COSTO sur le stockage, puis MRIMP et MRISQ
relatifs à l’environnement, j’ai été impliqué sur des systèmes « poreux » qui présentent différentes échelles d’espace et de
temps : l’échelle du « bassin versant » [T1] ; l’échelle de la « colonne » [R8] et d’autres expériences à l’échelle du mètre [R16] ;
et enfin l’échelle du « pore » [R7]. L’échelle « colonne » m’a donné l’occasion de participer à un projet expérimental depuis
sa conception en 2004 par Dr C. LATRILLE (CEA/Den) et Dr D. CHAMBELLAN (CEA/DRT), jusqu’à son aboutissement
dans le projet ANR TRAM de 2011 à 2013 piloté par M.-C. NÉEL (PR, Université d’Avignon). Cette échelle expérimentale
a permis la confrontation aux mesures de plusieurs modèles de transport, du plus classique (advection-diffusion classique –
ADE ; Modèle Immobile-Mobile – MIM) aux plus originaux : ADE et MIM fractionnaires. « Fractionnaire » signifie que
l’ordre des dérivées partielles est non entier en espace et/ou en temps. L’évolution de ce « projet colonne » et les principaux
résultats obtenus par l’application de la « méthode de l’état adjoint » sur un « MIM fractionnaire » seront présentés dans le
chapitre 4, qui se concentrera ensuite sur les méthodes LB pour simuler une équation « fractionnaire en espace ».

1.4 Guide de lecture
Le mémoire est structuré comme suit. Dans le chapitre 2, on rappelle la méthode de Boltzmann sur réseaux « standard »,

dédiée à la simulation des écoulements de Navier-Stokes monophasiques dans la limite incompressible et couplée à l’équation
de la chaleur. Puis dans les chapitres 3 et 4, on présente les méthodes qui ont été établies pour simuler respectivement la
croissance des cristaux et le transport « anormal » en milieux poreux avec des équations fractionnaires en espace. Le chapitre
5 est consacré aux écoulements diphasiques immiscibles pour simuler la démixtion dans les verres. Enfin, le chapitre 6 présente
le travail en cours sur la portabilité de performance de la LBM appliquée au changement de phase liquide-vapeur. Des annexes
et une bibliographie viendront clore ce document. La méthode LB apparaît dans chaque chapitre tandis que les « modèles à
champ de phase » concernent les chapitres 3 pour la croissance cristalline, et les chapitres 5 et 6 pour les applications bi-fluides.
Les équations fractionnaires en espace et en temps sont abordées dans le chapitre 4. Dans chaque chapitre sont rappelés les
motivations, le contexte CEA et l’évolution des travaux. La section suivante présente le modèle mathématique continu qui est
simulé. Enfin, les méthodes LB sont présentées, validées et illustrées avec quelques simulations. Les zones grisées sont des
rappels des modèles mathématiques et/ou des méthodes LB qui sont connus dans la littérature.
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Chapitre 2

Rappels de la LBM et démarche mise en œuvre

2.1 Introduction
Lorsqu’on applique une méthode numérique classique (éléments finis, volumes finis, différences finies) pour discrétiser

les EDPs, les grandeurs physiques d’intérêt (i.e. densité, vitesse, pression, ...) ainsi que leurs paramètres (viscosité, diffusion,
...) interviennent naturellement dans le système matriciel issu de la discrétisation (i.e. le produit matrice-vecteur et le second
membre). Ensuite, selon la taille du maillage, la solution du système matriciel est obtenue à l’aide de méthodes directes (e.g.
LU) ou itératives (e.g. BiCGStab). Après avoir pratiqué cette méthodologie traditionnelle pour des problèmes diffusifs avec
la méthode des éléments finis dans [T1], puis les différences finies dans [R16], mon choix s’est porté sur la méthode de
Boltzmann sur réseaux (Lattice Boltzmann Method – LBM) qui est particulièrement bien adaptée pour simuler les équations
de Navier-Stokes et tout un tas de problèmes physiques qui impliquent des fluides.

La première raison de ce choix est que la méthode est suffisamment générale pour simuler d’autres EDPs non linéaires
et couplées. La seconde raison est qu’elle est simple à programmer, même pour des problèmes multi-physiques complexes,
ce qui permet au physicien de se concentrer davantage sur les modèles et ses liens avec l’expérimental plutôt que sur les
développements informatiques. La simplicité de programmation se retrouve également dans d’autres méthodes comme les
« marches aléatoires ». Celles-ci sont bien adaptées pour simuler l’équation d’advection-diffusion ou bien l’équation cinétique
de Boltzmann qui est appliquée en neutronique ou pour les gaz raréfiés. Cependant elles restent limitées à ces phénomènes de
transport et leur extension à la simulation des équations de Navier-Stokes ou bien celles de type « champ de phase » pour la
solidification n’est pas évidente. Néanmoins, le cadre théorique de ces méthodes est bien établi et elles sont utilisées dans le
chapitre 4 comme outil de validation des développements réalisés pour simuler des EDPs fractionnaires en espace.

En appliquant la LBM, la méthodologie traditionnelle est abandonnée car le problème physique est simulé par l’« équation
de Boltzmann sur réseau » (Lattice Boltzmann Equation – LBE) qui est une équation déjà discrétisée. Elle fait évoluer « la
fonction de distribution » qui dépend de la position, du temps et de plusieurs directions de déplacements du nœud courant
à ses voisins. Le calcul de ses « moments » permet de retrouver les grandeurs physiques (densité, quantité de mouvement,
...) ce qui fait qu’elle apparaît comme un intermédiaire de calcul. Les grandeurs physiques interviennent à leur tour dans la
« fonction de distribution à l’équilibre » qui contient la physique du problème. Comme la LBE n’agit pas directement sur
les grandeurs physiques d’intérêt, ses liens avec les EDPs continues ne sont pas immédiats, mais les « développements de
Chapman-Enskog » permettent d’établir formellement l’équivalence.

Une fois que cette méthodologie alternative est acquise, l’algorithme peut se résumer en deux étapes principales qui
témoignent de sa simplicité de programmation : une étape de relaxation de la fonction de distribution vers la fonction à
l’équilibre, appelée « étape de collision », suivie d’une « étape de déplacement » de cette fonction de distribution. La difficulté
est reportée sur la façon de concevoir la fonction de distribution à l’équilibre qui est la mieux adaptée pour simuler les EDPs
du problème physique. L’étape de collision est locale (i.e. qu’elle est réalisée au nœud courant) et l’étape de déplacement
n’implique que les premiers voisins pour les réseaux standards. Ces avantages, associés au côté explicite de la méthode, la
rendent très facilement parallélisable et extensible en 3D et donc bien adaptée au calcul haute performance (High Performance
Computing – HPC). On en reparle au chapitre 6.

Dans ce chapitre, on rappelle tout d’abord le principe de la méthode LB standard pour simuler les équations de Navier-
Stokes et celle du transport (section 2.2). Ces rappels sont réalisés pour présenter plus facilement les modifications qui ont été
apportées pour simuler la croissance cristalline dans le chapitre 3, puis le transport anormal dans le chapitre 4. On présente
ensuite dans la section 2.3 la démarche mise en œuvre en donnant des précisions sur les méthodes qui ont été reprises de
la littérature et en les repositionnant vis-à-vis des principaux cadres théoriques alternatifs qui existent. On introduit aussi
les codes 2D et 3D qui ont été développés en Fortran90 pour tester des modèles physiques et des méthodes LB pour les
applications des chapitres suivants. Enfin la section 2.4 présente une illustration de la LBM pour simuler le modèle de Navier-
Stokes/Darcy-Brinkman-Forchheimer couplé avec la température. Les validations sont réalisées avec le code TrioCFD.
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2.2 Rappels de la « Lattice Boltzmann Method » (LBM)
La méthode de Boltzmann sur réseaux permet de simuler les équations de Navier-Stokes (NS) faiblement compressible

(bas Mach) avec une loi d’état de type gaz parfait. De nombreux livres récents ou publications de synthèse sont consacrés à
la théorie [10, 14, 16] et aux applications en diphasiques [11, 15]. Cette section rappelle une version simplifiée de la LBM
qui utilise la collision dîte BGK pour simuler les équations de Navier-Stokes (section 2.2.1) puis l’équation du transport par
advection-diffusion (section 2.2.2).

2.2.1 LBM pour le Navier-Stokes monophasique
Équation de Boltzmann sur réseaux (LBE). La LBE (Lattice Boltzmann Equation) est une équation d’évolution en espace
et en temps qui est issue de la discrétisation de l’équation cinétique de Boltzmann sur un maillage cartésien régulier [25, 26].
Dans la théorie cinétique, la fonction de distribution f est une fonction de la position x, du temps t mais également de la
vitesse microscopique c des particules : f (x; c; t). La LBE agit sur une fonction de distribution de particules fi(x; t) où
l’indice i indique que la fonction est déjà discrétisée dans l’espace des vitesses. Le réseau est un ensemble de quatre cellules
(mailles) adjacentes en 2D ou huit cellules en 3D sur lequel sont indiquées les vitesses de propagation discrètes. La LBE
s’écrit :

fi(x+ ci∆t; t +∆t) = fi(x; t)� 1
τu

�
fi(x; t)� f eq

i (x; t)
�

(2.1)

où les ci sont les vecteurs de vitesse de déplacement avec ci = ei∆x=∆t où les ei sont les vecteurs de déplacement, ∆x est le
pas d’espace du maillage régulier et ∆t est le pas de temps. Le coefficient τu est le taux de relaxation (unique) de la fonction
fi vers une fonction à l’équilibre f eq

i et il est relié à la viscosité cinématique ν du fluide (voir ci-dessous). Cet opérateur de
collision est appelé BGK (pour Bhatnager-Gross-Krook [27]). Les premiers modèles LBM [28, 29] sont basés sur une matrice
de collision plus complexe, algébriquement équivalente à la collision MRT. On reparle de la collision MRT dans la section
2.3.3 et dans le chapitre 4. L’indice i varie de 0 à Npop où Npop dépend du nombre de directions propagation du réseau choisi.
Les réseaux utilisés dans ce mémoire sont présentés dans la section 2.3. Dans l’équation (2.1), le terme entre crochets est le
terme de collision. Après une étape de collision et une autre de déplacement de fi, la densité ρ(x; t) et la vitesse u(x; t) sont
calculés par les moments d’ordre 0 et 1 de fi aux nœuds de chaque cellule :

ρ(x; t) = ∑
i

fi(x; t); et u(x; t) =
1

ρ(x; t) ∑
i

fi(x; t)ci: (2.2)

Fonction de distribution à l’équilibre pour le Navier-Stokes. Dans l’Eq. (2.1), la fonction de distribution à l’équilibre f eq
i

est une approximation de la maxwellienne issue de la théorie cinétique des gaz, en supposant que la température est constante
et que la vitesse macroscopique u(x; t) est petite devant celle du son : u=c � 1 (approximation à faible nombre de Mach) et
en ne conservant lors du développement de l’exponentielle que les termes d’ordre 2 de la vitesse u. La fonction de distribution
à l’équilibre qui permet de reproduire les écoulements régis par les équations de Navier-Stokes s’écrit ([30]) :

f eq
i (x; t) = wiρ(x; t)�

�
1+

1
c2

s
(ci �u(x; t))+

1
2c4

s
(ci �u(x; t))2� 1

2c2
s

u(x; t) �u(x; t)
�
: (2.3)

Dans l’Eq. (2.3), les wi sont des poids dont les valeurs dépendent des directions de déplacement des fi et de la structure
du réseau utilisé. Pour le réseau D2Q9 (voir Fig. 2.3a), wi = 4=9 pour i = 0, wi = 1=9 pour i = 1; :::; 4 et wi = 1=36 pour
i = 5; :::; 8. La constante c2

s est la vitesse du son et prend comme valeur c2
s = c2=3 avec c = ∆x=∆t.

Liens avec les équations continues. En utilisant la méthode de mise à l’échelle de Chapman-Enskog (e.g. [14]) ou la
méthode des développements de Taylor [31], il est possible de montrer que la résolution de l’équation (2.1) avec la fonction de
distribution à l’équilibre (2.3) et les définitions de la densité et de la vitesse (Eqs. (2.2)) conduit à la simulation des équations
de Navier-Stokes suivantes :

∂tρ+∂β(ρuβ) = 0; (2.4)

∂t(ρuα)+∂β(ρuαuβ) =�∂α(c2
s ρ)+ν∂β

�
∂β(ρuα)+∂α(ρuβ)

�
(2.5)

où la convention de sommation d’Einstein est utilisée. Le coefficient de viscosité cinématique est relié au temps de relaxation
τu par la relation :

ν =
1
3

�
τu� 1

2

�
∆x2

∆t
; (2.6)
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et la pression est donnée par le produit de la densité par le coefficient c2
s : p = c2

s ρ.

2.2.2 LBM pour une équation de transport
On considère l’équation d’Advection-Diffusion (Advection-Diffusion Equation – ADE) suivante :

∂tC+∇∇∇ �uC =∇∇∇ � (D(x; t)∇∇∇C)+Sc (2.7)

où C �C(x; t) est la concentration, Sc � Sc(x; t) est le terme source, D(x; t) est le coefficient de diffusion scalaire qui peut
dépendre de la position x et du temps t. Pour simuler cette équation, on introduit une nouvelle LBE qui agit sur une nouvelle
fonction de distribution gi :

gi(x+ ei∆x; t +∆t) = gi(x; t)� 1
τc(x; t)

�
gi(x; t)�geq

i (x; t)
�
+wiSc∆t (2.8)

où τc est le taux de collision qui est relié au coefficient de diffusion par D(x; t) = (1=3)(τc(x; t)�1=2)∆x2=∆t. La fonction de
distribution à l’équilibre s’écrit geq

i :

geq
i (x; t) = wiC(x; t)

�
1+

1
e2 u(x; t) � ei

∆t
∆x

�
: (2.9)

Finalement la concentration est mise à jour après l’étape de collision et de déplacement en calculant le moment d’ordre 0 de
gi : C(x; t) = ∑i gi(x; t). Dans l’Eq. (2.9), les deux termes contenus dans les crochets correspondent aux deux premiers termes
de la fonction à l’équilibre Eq. (2.3) où ci a été explicitée par ci = ei∆x=∆t, c2

s = c2=3 et où on a posé e2 = 1=3. La formulation
en vitesse de déplacement ci ou en direction de déplacement ei est équivalente mais on utilisera cette dernière dans le chapitre
3. Dans le membre de gauche de l’Eq. (2.8) la fonction gi est exprimée en x+ ei∆x.

2.3 Démarche et réalisations
Étant rattaché à un service de Mécanique des Fluides, j’ai commencé à m’intéresser à la LBM en 2007/2008 au laboratoire

LSET avec le soutien des projets MRISQ et COSTO. Dans cette section, l’évolution des travaux sur la LBM est rappelée sur les
premières simulations en monophasique puis sur les autres applications (section 2.3.1). Une illustration en monophasique est
présentée dans la section 2.4 de ce chapitre tandis que les autres applications seront appronfondies dans les chapitres suivants.
La section 2.3.2 donne quelques précisions sur les codes de calcul qui ont été développés en Fortran90 pour simuler les
applications des chapitres suivants. Enfin, la section 2.3.3 synthétise les principales méthodes LB qui ont été reprises de la
littérature et les positionne vis-vis des cadres théoriques alternatifs qui existent, en particulier sur les différents opérateurs de
collisions et la prise en compte de l’incompressibilité.

2.3.1 Évolution des travaux et démarche
Premières simulations en monophasique. Après avoir programmé (de zéro) la méthode standard de la littérature, des
premières validations ont été effectuées sur plusieurs cas tests classiques dans le domaine monophasique laminaire : les
écoulements de Couette, de Poiseuille puis ceux générés dans une « cavité avec paroi défilante ». La Fig. 2.1a présente les
champs des vitesses de ce cas test et la Fig. 2.1b montre des comparaisons du code LBM avec les résultats de Ghia et al. [32].
Les conditions aux limites LBM de la paroi défilante sont reprises de [33]. L’ensemble de ce travail a été rédigé dans une
première note technique. Dans une seconde note technique, les développements ont été étendus au couplage avec l’équation
de la chaleur avec une hypothèse de Boussinesq ; puis les termes de Darcy et de Forchheimer ont été rajoutés dans le terme
force de la quantité de mouvement. Les développements ont été validés sur deux cas tests de la « convection naturelle », avec
et sans termes de Darcy-Forchheimer. Ces deux notes techniques ont été regroupées dans un seul rapport [R9] qui marque
le début de mes développements numériques avec cette méthode. Sur ce modèle, un benchmark a aussi été réalisé dans [R2]
entre la LBM et le code TrioCFD développé au STMF. Ce benchmark est rappelé dans la section 2.4.

Autres applications. Depuis, mes activités se sont structurées autour de cette méthode en variant les phénoménologies d’ap-
plications qui sont synthétisées sur la figure 2.2. Tout d’abord, elle a été évaluée (développements numériques et validations)
pour les écoulements monophasiques non-newtoniens (avec des lois exponentielles et de Bingham) et sur un modèle de soli-
dification de type « Enthalpie-porosité » en 2010 (non publié, présentation orale [O4]). Dans d’autres domaines que celui de
la mécanique des fluides numériques, la méthode a été adaptée et appliquée en 2011 au Modèle Immobile-Mobile (MIM) en
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lien avec le dispositif expérimental BEETI [R8] (voir chapitre 4) ; en 2012 au transport diffusif à l’échelle du pore à l’intérieur
d’une géométrie solide complexe 3D [R7] ; de 2012 à 2016 à la croissance des cristaux (voir chapitre 3) ; et en 2018 aux
équations aux dérivées partielles fractionnaires en espace adaptées au « transport anormal » (voir chapitre 4). La méthode a
aussi été appliquée aux écoulements diphasiques immiscibles (voir chapitre 5) et elle est actuellement adaptée à la « portabilité
de performance » des codes de calculs LBM pour les architectures HPC (voir chapitre 6).

(a) Champs des vitesses ux et uy normalisés à u0. Le maillage
contient 257�257 nœuds.
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FIGURE 2.1 – Validation des développements LBM sur la « cavité avec paroi défilante ». (a) Champs des vitesses et (b)
comparaisons avec les valeurs de la littérature. D’après [R9], 2009.

Démarche de modélisation et simulation. La figure 2.2 présente également ma démarche de modélisation et de simulation.
Tout d’abord, les problèmes physiques simulés sont reliés à des systèmes physiques du CEA. Sur ces systèmes, mon intérêt
d’approfondir une phénoménologie particulière est motivé par des données qui ont été mesurées par des expérimentateurs
qui connaissent parfaitement leur système d’étude. Sur certains phénomènes qu’ils me décrivent, je choisis un modèle ma-
thématique composé d’une ou de plusieurs EDPs couplées que j’exprime sous forme discrète en appliquant des méthodes
LB. Celles-ci sont soit reprises de la littérature (chapitre 5) ou bien elles sont développées et adaptées spécifiquement à ces
modèles (chapitres 3 et 4). Ensuite je réalise successivement la programmation, puis les validations et enfin les simulations en
relation avec les observations. Les modèles mathématiques sont ensuite enrichis pour décrire des phénomènes plus complexes
après itération avec les expérimentateurs. Cette démarche structure le plan des chapitres 3, 4 et 5 de ce document. Les déve-
loppements informatiques sont intégrés dans des codes de calculs écrits en Fortran90, et quelques précisions sont données
sur ces codes dans la section 2.3.2 ci-dessous.

Encadrement de stages et thèses. Sur cette thématique LBM, en plus de la thèse d’AMINA YOUNSI (voir chapitre 3), j’ai
été le principal encadrant de quatre stages de niveau M2 : celui de JEAN-FRANÇOIS PAISANT (2011) sur la simulation d’un
modèle de Navier-Stokes/Cahn-Hilliard adapté aux écoulements à deux phases immiscibles ; ceux de E. BARRÉ (2011) sur
l’évaluation de la collision TRT et X. LU (2012) sur un fluide de Bingham ; et enfin celui de VICTOR HELLAUDAIS ([R3]) sur
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FIGURE 2.2 – Démarche personnelle et applications de la LBM dans ce manuscrit.

un modèle de croissance cristalline en 2014. Un sujet de thèse est proposé sur la démixtion d’un système vitreux ternaire (voir
section 5.6.1) pour un début en octobre 2019. Enfin, le stage de WERNER VERDIER a débuté en avril 2019 sur un modèle
Navier-Stokes/Allen-Cahn conservatif pour du changement de phase liquide-gaz (voir chapitre 6).

2.3.2 Codes de simulation en Fortran90
Tous les résultats 3D des chapitres qui suivent ont été obtenus grâce à un unique code LBM que je développe depuis

2011 : SILABE3D (SImulations by LAttice Boltzmann Equations). Le code permet de simuler plusieurs équations aux déri-
vées partielles couplées (Navier-Stokes, thermique, concentration et champ de phase). Il est écrit en Fortran90 et parallélisé
avec MPI pour la partie décomposition de domaines. Au plus bas niveau, on trouve plusieurs bibliothèques qui regroupent les
briques de base pour résoudre une équation aux dérivées partielles. Parmi elles, certaines sont spécifiques aux étapes LBM
classiques, telles que l’initialisation des vecteurs du réseau, les déplacements de la fonction de distribution et plusieurs fonc-
tions de distribution à l’équilibre. D’autres sont relatives aux différences finies adaptées au réseau (dérivées directionnelles)
et utilisées par exemple pour le calcul de la normale à l’interface (croissance cristalline et modèle conservatif de Allen-Cahn)
et le gradient du potentiel chimique (Cahn-Hilliard). Enfin, des bibliothèques d’utilitaires ont été développées pour l’initiali-
sation de diverses conditions initiales (condition initiale sphérique, mélange homogène, perturbation initiale pour l’instabilité
de Rayleigh-Taylor, ...) et la gestion des entrées-sorties. Les instructions relatives à la résolution de chaque équation sont
regroupées dans un même fichier source. Puis une « sur-couche » vient piloter la résolution des différentes équations avec les
termes de couplage et les options choisis dans les fichiers d’entrée. Enfin, sont également présents des fichiers qui contiennent
les subroutines sur l’environnement et les communications MPI. Les données d’entrées du problème et les options de calcul
sont lues dans plusieurs fichiers d’entrée en ASCII. Les résultats des simulations sont sauvegardés dans plusieurs fichiers puis
post-traîtés avec Gnuplot et Paraview.

Tous les résultats LBM en 3D des notes techniques et publications qui sont synthétisés dans ce mémoire sont issus de ce
code. Ponctuellement, une maquette 2D (toujours en Fortran90) qui a été développé dans [R9] est utilisée pour les résultats
de la section 2.4 et a été étendu au transport fractionnaire du chapitre 4. Les réseaux qui sont définis sont le D2Q5 et le D2Q9
pour le 2D (Figs 2.3a) et le D3Q7, D3Q15 et D3Q19 pour le 3D (Figs 2.3b). Les équations de Navier-Stokes nécessitent a
minima l’utilisation des réseaux D2Q9 et D3Q15. Pour le transport par advection-diffusion, les réseaux D2Q5 et D3Q7 peuvent
être utilisés. Pour la croissance cristalline, on montrera dans le chapitre 3 que pour éviter des effets d’anisotropie numérique
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FIGURE 2.3 – Réseaux définis dans les codes de calcul. (a) Réseaux 2D. (b) Réseaux 3D.

non désirés, il est nécessaire d’utiliser les réseaux D3Q15 ou D3Q19 et éviter le D3Q7. Ces codes sont essentiellement
conçus pour tester des méthodes LB et des modèles. Néanmoins, compte tenu de l’évolution des architectures de calcul et des
logiciels associés, une nouvelle direction de travail est en cours sur la « portabilité de performance » des méthodes LB et le
développement d’un nouveau code associé. Cette thématique est présentée dans le chapitre 6. Enfin, comme déjà mentionné, la
LBM est principalement utilisée pour simuler tout un tas de problèmes physiques impliquant des fluides. Ici, on se positionne
dans le cas où on souhaite « enrichir » son code dédié à la mécanique des fluides en le couplant avec d’autres phénoménologies
tout en utilisant la LBM comme méthode de résolution.

2.3.3 Positionnement des approches LB vis-à-vis des variantes de la littérature
Quelques précisions sont apportées sur les approches LB qui sont reprises de la littérature en les repositionnant vis-à-vis

des alternatives existantes. En effet, plusieurs cadres théoriques ont déjà été proposés pour améliorer la stabilité du schéma
(par exemple en modifiant l’opérateur de collision), ou bien pour tenir compte de problèmes couplés fluide/thermique avec
une fonction de distribution fi unique. Plusieurs méthodes ont aussi été proposées pour tenir compte de l’incompressibilité
des fluides et pour simuler des écoulements diphasiques.

Opérateurs de collision et stabilité. Dans l’équation (2.1), l’opérateur de collision est de type BGK. Cet opérateur relaxe
la fonction de distribution fi vers son équilibre local f eq

i proportionnellement à un taux de relaxation τu unique qui est relié à
la viscosité cinématique du fluide (Eq. (2.6)). Dans le cas du transport ADE (Eq. (2.7)) la collision est aussi de type BGK et le
taux de relaxation τc est relié au coefficient de diffusion par une relation similaire. D’autres opérateurs de collision permettent
de mieux contrôler la stabilité de l’algorithme : le « Two-Relaxation-Times » (TRT) [34] et le « Multiple-Relaxation-Times »
(MRT) [35, 36]. Comme leurs noms l’indiquent, ces opérateurs introduisent au cours de l’étape de collision des taux de relaxa-
tion supplémentaires. Certains de ces coefficients sont reliés à des grandeurs physiques (e.g. tenseur de diffusion anisotrope
pour le transport [37]) et d’autres permettent de contrôler la stabilité de l’algorithme. Le chapitre 4 présentera un cas d’appli-
cation de la collision MRT pour (i) améliorer la stabilité du schéma pour des nombres de Péclet plus élevés et (ii) tenir compte
de coefficients de diffusion anisotropes. Tous les autres chapitres utiliseront la collision BGK. Enfin d’autres alternatives sont
proposées pour améliorer la stabilité : l’« Entropic Lattice Boltzmann Method » [38, 39] qui modifie la fonction à l’équilibre
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f eq
i pour tenir compte du théorème H de Boltzmann et de la « Regularized Lattice Boltzmann Method » [40] qui utilise uni-

quement la fonction d’équilibre et la fonction non-équilibre pour réaliser la collision. Une comparaison récente de ces quatre
opérateurs de collision est réalisée dans [41].

Incompressibilité. Dans la section 2.2, la fonction de distribution à l’équilibre standard f eq
i (Eq. (2.3)) permet de simuler

la version compressible des équations de Navier-Stokes et, dans ce schéma, la pression est reliée à la densité par la relation
p = ρc2

s où le coefficient c2
s est un paramètre fixé. Plusieurs schémas alternatifs ont été proposés pour simuler des fluides

incompressibles et en particulier pour pouvoir reproduire la solution de Poiseuille lorsqu’un fort gradient de pression est
appliqué sur les conditions aux limites. La méthode proposée dans [42] nécessite de résoudre une équation de Poisson sup-
plémentaire sur la pression tandis que dans [43] une étape supplémentaire de prédiction-correction est nécessaire. Dans ce
manuscrit on préfère appliquer la méthode de compressibilité artificielle [44], méthode pour laquelle la condition solénoïdale
∇∇∇ �u = 0 est approchée par (1=χ)∂p=∂t +∇∇∇ �u = 0 où χ est le coefficient de compressibilité artificielle. La méthode de com-
pressibilité artificielle a été mise en œuvre dans le formalisme LB dans [45] avec χ = ρ0c2

s où ρ0 est la densité constante. Les
détails de cette approche (fonction de distribution à l’équilibre et mise à jour de la pression et de la vitesse) sont donnés dans
le chapitre 5.

Une nouvelle LBE pour chaque EDP supplémentaire. Lorsqu’on cherche à simuler un mono-fluide couplé avec la tempé-
rature, certains auteurs (e.g. [46]) cherchent à simuler les équations couplées Navier-Stokes et énergie en utilisant une fonction
de distribution unique et en augmentant l’espace des vitesses (par exemple D2Q13 en 2D). Cette approche est cohérente avec
la théorie cinétique des gaz [47], les moments de la fonction de distribution permettent de retrouver la masse, la quantité de
mouvement et l’énergie. Néanmoins, des difficultés surviennent lorsqu’on cherche à appliquer des conditions aux limites sur
l’énergie qui sont différentes de celles appliquées sur les fluides. Dans l’ensemble de ce manuscrit, on choisit d’introduire une
LBE supplémentaire pour chaque nouvelle EDP : la LBE Eq. (2.1) sera utilisée pour simuler les équations de Navier-Stokes,
une autre sera introduite pour la température (l’énergie), une autre pour la concentration et une dernière pour le champ de
phase. Chaque LBE du système est résolu successivement l’une après l’autre. Chacune d’elles décrit l’évolution d’une nou-
velle fonction (gi par exemple) qui relaxe vers une fonction de distribution à l’équilibre (geq

i ) qui lui est propre. Les couplages
sont traités au travers des termes sources dans ces équations et du terme force dans la quantité de mouvement. Même si elle
introduit une fonction supplémentaire, les avantages de cette méthode sont de pouvoir contrôler les nombres adimensionnels
(Nusselt, Péclet, ...) grâce aux taux de collision de ces LBE et de pouvoir appliquer des conditions aux limites sur chaque
fonction fi et gi séparément.

Approches « bottom-up » et « top-down ». Dans la section 2.2, n’est décrite que la partie monophasique laminaire. Lors-
qu’on cherche à simuler des écoulements plus complexes comme les écoulements diphasiques, plusieurs alternatives existent
en termes de modèles mais aussi en termes de philosophie d’approches. Dans la première (« bottom-up »), les acteurs font
des hypothèses sur les interactions locales des particules et en déduisent les conséquences sur les équations macroscopiques
effectivement simulées. Dans cette vision, des hypothèses sur le modèle physique sont intégrées et se mélangent à la méthode
numérique elle-même. L’exemple le plus connu est le « modèle de Shan-Chen » [48, 49] pour les écoulements diphasiques.
Néanmoins, l’une des difficultés liées à cette approche est que la méthode n’assure pas d’obtenir un modèle macroscopique
qui est cohérent du point de vue de la thermodynamique. De plus, l’absence de paramètre pour contrôler la tension interfaciale
indépendamment d’autres paramètres a conduit à faire évoluer la méthode. Plusieurs améliorations ont vu le jour et cette
classe d’approche est qualifiée de « méthodes pseudo-potentielles » pour les écoulements diphasiques. Pour une synthèse des
méthodes pseudo-potentielles, on pourra se référer au livre [11, chapitres 2 et 3] ou à la référence [15, section 3].

Dans la seconde façon de procéder, on suppose que le modèle mathématique (défini par une EDP ou un système d’EDPs)
est connu et qu’il a été établi indépendamment de la LBE (« top-down »). On suppose que la LBE (Eq. (2.1)) est valable, et il
s’agit de concevoir la fonction de distribution à l’équilibre f eq

i (x; t) du terme de collision de telle sorte qu’elle simule au mieux
l’EDP du problème. On considère la LBM comme une méthode numérique alternative aux méthodes standards. C’est dans
cette approche que se situe l’ensemble de la démarche générale de ce manuscrit, en particulier lorsqu’on cherche à concevoir
une méthode LB pour simuler une équation à champ de phase pour la croissance des cristaux (chapitre 3) ou bien une ADE
fractionnaire en espace (chapitre 4).

2.4 Validation avec le code TrioCFD du CEA/Den
Une illustration des méthodes LB de la section 2.2 est décrite sur un modèle de Navier-Stokes/Darcy-Forchheimer couplé

avec l’équation de la température. Les comparaisons ont été réalisées avec le code TrioCFD [9] sur le cas test de la convection
naturelle [50] avec et sans présence d’un milieu poreux dans le cadre du projet SITHY. Dans cette section, le modèle mathé-
matique est présenté dans la section 2.4.1 et les résultats des comparaisons sont présentés dans la section 2.4.2. Les méthodes
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LB et la prise en compte des termes forces sont intégralement reprises de la référence [51]. Elles sont présentées dans [R9]
mais ne sont pas détaillées ici.

2.4.1 Modèle de Navier-Stokes/Darcy-Brinkman-Forchheimer
Modèle mathématique. Le modèle est repris de [51] et s’écrit :

∇∇∇ �u = 0; (2.10a)
∂u
∂t

+u �∇∇∇
� u

ω

�
=� 1

ρ0
∇∇∇(ωp)+νe∇∇∇

2u+F (2.10b)

∂T
∂t

+u �∇∇∇T =∇∇∇ � (κ∇∇∇T ) (2.10c)

où l’équation (2.10a) est l’équation de conservation de la masse pour un fluide incompressible de vitesse u. L’équation (2.10b)
est l’équation de conservation de la quantité de mouvement dans laquelle ω est la porosité, ρ0 est la densité du fluide, p
la pression et νe est la viscosité effective. Le qualificatif « effectif » signifie que c’est une viscosité qui tient compte de la
présence des grains solides, qui est donc représentative du milieu poreux. L’équation décrivant l’évolution de la température
T à l’intérieur du domaine est celle d’advection-diffusion où on a posé κ = λ=Cp. Dans la suite on considérera Cp = 1. Le
terme force F est défini par :

F =

�
�ων

k
u� ωFωp

k
juju

�
+ωG; avec G =�gβ(T �T0): (2.11)

Enfin G est le terme de Boussinesq qui fait intervenir la gravité g = (0; g), le coefficient de dilatation thermique β et la
différence entre la température T et une température de référence T0.

Termes forces de Darcy et de Forchheimer. Dans l’Eq. (2.11), le premier terme dans le crochet est proportionnel à la vitesse
et s’appelle le terme de Darcy : f1 = �ωνu=k. Dans ce terme ω (sans dimension) est la porosité, ν la viscosité cinématique
([L2]=[T ]) du fluide et k la perméabilité ([L2]). Le second terme est proportionnel au carré de la vitesse et s’appelle le terme
de Forchheimer : f2 = ωFω juju=

p
k où Fω est un facteur qui dépend de la structure du milieu poreux. Ce modèle de Darcy-

Forchheimer peut être retrouvé théoriquement avec les méthodes d’homogénéisation [52]. Le modèle tient compte du milieu
poreux au travers de coefficients « effectifs » représentatifs du milieu poreux : la porosité ω, la perméabilité k, la viscosité
effective νe et le coefficient Fω du terme de Forchheimer. Tous ces paramètres varient en fonction du système étudié et doivent
être connus ou bien calés sur des expériences. Lorsque ω = 1 et que les forces f1 et f2 sont nulles, on retrouve le modèle
classique de Navier-Stokes couplé avec la thermique sous l’hypothèse de Boussinesq.

Lois phénoménologiques pour la perméabilité. La perméabilité k est une grandeur qui est difficile à mesurer. Plusieurs
travaux expérimentaux cherchent à relier cette grandeur à la porosité ω qui est plus facilement accessible. Ces expériences sont
conduites dans des conditions très particulières, souvent en colonne, en utilisant un milieu poreux bien connu composé de billes
de verre ou de sable de propriétés physico-chimiques bien définies. Parmi ces propriétés, un paramètre souvent utilisé pour les
corrélation est le diamètre dp des billes de verre ou de sable. Dans TrioCFD, les deux relations les plus communément utilisées
sont déjà programmées. Il s’agit de la loi de Kozeny-Carman : k = ω3d2

p=180(1�ω)2 et celle d’Ergun k = ω3d2
p=150(1�ω)2

avec Fω = 1:75=
p

150ω3. Seule la constante au dénominateur est différente entre ces deux lois.

2.4.2 Cas test de la « convection naturelle »
Méthodes numériques. Dans TrioCFD, plusieurs fiches de validation existent sur le problème de convection naturelle dont
une sur la cavité de Vahl-Davis en 2D. Le jeu de données discrétise les équations NS incompressibles avec la méthode des
Volumes-Différences Finies (VDF) avec schéma explicite en temps. Les termes de Darcy et de Forchheimer sont pris en
compte dans le terme source en rajoutant les options appropriées. Ces options tiennent compte de la valeur de la porosité et
de les lois phénoménologiques de perméabilité de Kozeny-Carman et d’Ergun. Pour le code LBM, les méthodes sont reprises
de [51] et mises en œuvre dans [R9]. La collision est le BGK et la fonction à l’équilibre est modifiée pour tenir compte de la
porosité. Enfin les termes forces F sont également reprises de cette référence.

Nombre adimensionnels. La physique du problème de convection naturelle est régie par deux nombres adimensionnels qui
sont le nombre de Rayleigh (Ra) défini par : Ra = gβ(TΓ1 �TΓ3)H

3=νκ et le nombre de Prandtl (Pr) défini par le rapport de
la viscosité cinématique et la diffusivité thermique : Pr = ν=κ. Pour un domaine carré de dimension H, TΓ1 est la température
du bord vertical gauche et TΓ2 est celle du bord vertical droit. Lorsqu’on tient compte de la présence d’un milieu poreux,
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(a) Convection naturelle « standard ».
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(b) Convection naturelle avec termes de Darcy et de Forchheimer.

FIGURE 2.4 – Comparaison LBM (ligne rouge) et TrioCFD (carrés bleus) sur la convection naturelle (a) sans et (b) avec termes
de Darcy et de Forchheimer. À gauche : profils de température adimensionnés par T 0 = (T �Tg)=(Tg�Td). À droite : profils
de vitesse Vy adimensionnés par Vy = uyH=ν. D’après [R2], 2016.

deux nombres adimensionnels supplémentaires sont utilisés. Le premier est le nombre de Darcy (Da) : Da = k=L2 où L est
une longueur caractéristique du milieu. Le second nombre caractérise le rapport entre la viscosité cinématique effective et la
viscosité cinématique : Je = νe=ν. Les paramètres des jeux de données de chaque code seront choisis de telle manière à ce
que ces nombres adimensionnels soient identiques.

TABLE 2.1 – Paramètres physiques pour chaque code.

Code LBM Code TrioCFD
Lx = Lx 1
Nx = Ny 257�257
ν 4.3359375�10�4

κ 4.3359375�10�4

β 1.008657�10�4

H3 1
g 9.81
TΓ1 �TΓ3 19
ρ0 1

Lx = Ly 10�2

Nx = Ny 101�101
ν 1.85�10�5

κ 1.85�10�5

β 0.1836
H3 10�6

g 9.81
TΓ1 �TΓ3 19
ρ0 1

Valeurs des paramètres. Dans chacun des deux codes,
LBM et TrioCFD, les paramètres des équations sont choi-
sis de telle sorte que les nombres adimensionnels soient
identiques. On choisit : Ra = 105 et Pr = 1. Les valeurs
des paramètres sont indiquées dans le tableau 2.1. Pour ces
valeurs, seules celles situées dans la partie inférieure sont
identiques i.e. la gravité g = 9:81, la différence de tempé-
rature TΓ1 �TΓ3 = 19 et la densité ρ0 = 1.

Comparaisons sans f1 et f2. Les simulations sont réa-
lisées sans les termes de Darcy et de Forchheimer. Pour
les comparaisons, les résultats des deux codes sont post-
traîtés puisque les valeurs des paramètres et les dimen-
sions des domaines sont différentes. Pour les profils de température, on présente le champ T 0, adimensionné par la relation
T 0 = (T �TΓ1)=(TΓ1 �TΓ3) et les profils de vitesse, on présente le champ Vy qui est adimensionné par la relation : Vy = uyH=ν.
Pour le code LBM on prend H = 1 et ν = 4:3359375�10�4 et pour TrioCFD, on prend H = 0:01 et ν = 1:85�10�5. Pour
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(a) Convection naturelle pour trois nombres de Rayleigh.

(b) Convection naturelle en milieu poreux.

FIGURE 2.5 – Simulation LBM de convection naturelle standard avec Ra = 105 et Pr = 1. (a) Champs de température pour la
convection naturelle et (b) champs de température avec les termes de Darcy et de Forchheimer. D’après [R9], 2009.

pouvoir comparer les profils, les résultats de TrioCFD font l’objet d’une transformation d’échelle à l’aide de Paraview (�100
dans chaque direction). Les profils sont recueillis à mi-hauteur (y = 0:5) le long de x. Les profils de la température T 0 et de
la vitesse Vy sont indiqués sur la Fig. 2.4a. Les champs de température sont présentés sur la Fig. 2.5a pour trois valeurs du
nombre de Rayleigh (Ra = 103; 104; 105).

Comparaisons avec f1 et f2. On tient compte dans les simulations TrioCFD (VDF) et LBM de tous les termes contenus dans
F i.e. Darcy, Boussinesq et Forchheimer. Dans le code de référence, le coefficient Fε est choisi de telle sorte que ω = 1 i.e. que
Fε = 0:142887. On repart du cas test précédent de convection naturelle standard en tenant compte en plus des termes de Darcy
et de Forchheimer. La perméabilité est choisie constante et telle que le nombre de Darcy soit égal à 10�2 dans chaque code.
Pour TrioCFD la perméabilité est prise égale à k = 10�6 (puisque L2 = 0:012 = 10�4). Dans le code LBM elle est choisie égale
à k = 10�2 (puisque L2 = 1). Comme précédemment la perméabilité est choisie constante dans les simulations mais d’autres
options sont possibles. Les comparaisons sont indiquées sur les figures 2.4b et deux champs de température sont présentés sur
la Fig. 2.5b pour Ra = 105 et Da = 10�2 (à gauche) et Ra = 107 et Da = 10�4 (à droite).

2.5 Pour aller plus loin
Les écoulements dans les cœurs des réacteurs sont principalement monophasiques, turbulents et couplés avec la conserva-

tion de l’énergie. Pour simuler des problèmes qui font intervenir des nombres de Rayleigh plus importants (de l’ordre de 109

par exemple), il est nécessaire de tenir compte d’un modèle « bas Mach » qui découple la pression en une pression thermody-
namique et une pression hydrodynamique [53]. De plus, un terme supplémentaire doit être pris en compte dans le tenseur des
contraintes visqueuses : �2=3∇∇∇ �uI. On pourra se référer à [54] pour une application du modèle « bas Mach » dans le contexte
des réacteurs avec TrioCFD. En LBM, les modèles « bas Mach » ont été investigués dans [55].

Pour la turbulence, des modèles « Large Eddy Simulations » (LES) sont mis en œuvre en LBM dans [56, 57, 58, 59], LES-
Wale dans [60] et « Reynolds Averaged Navier-Stokes » (RANS) avec les modèle « k� ε » dans [61, 62]. Jusqu’à présent ces
directions de travail n’ont pas été approfondies car, comme rappelé dans la section 1.1, de nombreux codes de calculs existent
déjà au DM2S/STMF et sont dédiés aux écoulements turbulents avec des modèles et des lois de parois spécifiques. Néanmoins,
compte tenu de nouveaux moyens de calcul (notamment les GPUs) et du travail actuel sur la « performance de portabilité du
LBM dans un contexte HPC » (voir chapitre 6), des tests pourraient être réalisés avec LBM/GPU pour approfondir par la
simulation le passage entre le milieu libre et le cœur.
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Chapitre 3

LBM pour la croissance cristalline

3.1 Introduction
La compréhension fondamentale d’un phénomène physique implique son analyse détaillée et se traduit par l’établissement

d’un modèle mathématique (EDPs). Celui-ci doit respecter quelques principes généraux (e.g. minimisation d’une énergie) et
s’exprime au travers des lois de conservation. Une fois établi, leurs simulations prédictives sur des systèmes industriels ou
naturels requièrent souvent une simplification (en raison de leurs complexités) en faisant appel à des relations de corrélation.
Celles-ci traduisent notre méconnaissance et relient les grandeurs physiques entre elles en introduisant des paramètres em-
piriques. Les simulations de ce chapitre ont pour but de mieux comprendre les phénomènes de cristallisation en simulant un
modèle physique établi rigoureusement et qui couple plusieurs EDPs entre elles. Dans le chapitre 4, on présentera une autre
façon d’aborder la modélisation en s’affranchissant d’une analyse détaillée de la phénoménologie sous-jacente et en faisant
porter une partie de notre méconnaissance sur un paramètre, celui des dérivées fractionnaires.

De nombreux problèmes physiques ou de méthodes mathématiques peuvent être formulés comme des problèmes de mi-
nimisation. Par exemple la trajectoire suivie par une particule est celle qui minimise son action et la résolution pratique des
problèmes inverses passe par la minimisation d’une fonctionnelle coût qui calcule l’écart quadratique entre les grandeurs ob-
servées et simulées (voir annexe A). Ce chapitre synthétise les travaux qui ont été réalisés sur la simulation numérique de
modèles qui minimisent une fonctionnelle d’énergie libre d’un système : les modèles à champ de phase. Ces derniers sont
établis à partir de la théorie du même nom et interviennent dans une multitude de problèmes physiques qui impliquent des
phases solides et/ou liquides séparées par une interface. Ici, ils sont appliqués pour simuler la transition de phase solide/liquide
qui est à la base des phénomènes de cristallisation. Dans le chapitre 5 on présentera un autre exemple de minimisation d’une
énergie libre qui conduit à la minimisation de l’aire interfaciale entre deux fluides immiscibles.

Comparée à d’autres approches (« level-set », « front-tracking », etc ...), le principal avantage de la théorie du champ de
phase est sa cohérence thermodynamique. Ces deux ingrédients de la théorie (« thermodynamique » et « minimisation d’une
fonctionnelle ») ont motivé mon intérêt à poursuivre l’étude de ces modèles en simulant la croissance cristalline. La cristalli-
sation est un phénomène important dans l’industrie nucléaire car elle apparaît dans l’auto-creuset du procédé de vitrification
des déchets de haute activité qui utilise la technique du creuset froid (section 3.2.1). Des travaux sont aussi réalisés sur la
formulation des verres dédiés au conditionnement des déchets afin de « minimiser » son apparition. Les cristaux peuvent in-
fluencer le comportement à long terme du verre en modifiant ses propriétés physiques et sa tenue mécanique. De ce fait, de
nombreuses études expérimentales ont été menées au CEA/Marcoule pour identifier les espèces chimiques qui cristallisent en
fonction des formulations de verres et des conditions de températures (section 3.2.2).

Les modèles à champ de phase de croissance cristalline sont déjà simulés dans la littérature par différentes méthodes numé-
riques (éléments finis, volumes finis, différences finies, ...). Chaque méthode possède ses propres avantages et inconvénients,
mais l’utilisation des mêmes méthodes dans un même code informatique apporte une cohérence sur les développements qui
y sont réalisés et réduit les « recettes numériques » pour corriger les défauts de la méthode. Ainsi, en prévision du couplage
avec la dynamique des fluides, une nouvelle méthode LB a été développée pour simuler la croissance cristalline. Après avoir
« tâtonné » sur le modèle d’« enthalpie-porosité » puis sur un des tous premiers modèles à champ de phase (voir section 3.2.3),
les méthodes LB ont été adaptées et enrichies en considérant tour à tour une substance pure puis un mélange binaire. C’est
ce dernier modèle, le plus général, qui est présenté dans la section 3.3 où on rappellera aussi le modèle à « interface raide »
équivalent et la fonctionnelle d’énergie libre sur la base de laquelle le modèle est établi.

La section 3.4 synthétise les méthodes LB qui ont été établies pour simuler ce modèle tout en approfondissant les effets
numériques liés au choix des réseaux. Enfin la section 3.5 présente des simulations issues de ces méthodes. La section 3.5.1
présente une simulation sur la croissance simultanée de plusieurs cristaux qui s’influencent mutuellement au cours de leur
croissance. La particularité de cette simulation est que chaque cristal peut avoir un nombre de branches différent de ses
voisins. La section 3.5.2 présente ensuite des simulations de sensibilité sur la fonction d’anisotropie qui est responsable de
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(a) Dispositif expérimental du laboratoire
LDPV au CEA/Marcoule.

(b) Formation d’un « auto-creuset » (en orange foncé) sur les parois du dis-
positif.

FIGURE 3.1 – Procédé du creuset froid pour la vitrification.

la forme caractéristique des cristaux. Ces simulations sont inspirées d’observations expérimentales qui proviennent de la
caractérisation des verres par MEB (Microscopie Electronique à Balayage) et qui montrent une grande variété de formes
dendritiques (équiaxe, facette, ...).

3.2 Contexte CEA et évolution des travaux
Dans cette section, le procédé de vitrification par la technique du creuset froid du CEA/Marcoule est rappelé dans la

section 3.2.1. Puis dans la section 3.2.2, on rappelle les phénomènes de cristallisation qui apparaissent dans la vitrification.
Ensuite la démarche, l’évolution des travaux et les réalisations sont présentées dans la section 3.2.3.

3.2.1 Procédé de vitrification par creuset froid
Parmi les procédés de l’aval du cycle du combustible qui existent au CEA/Marcoule, l’un d’eux, le creuset froid (Fig.

3.1a) installé au Laboratoire de Développement des Procédés de Vitrification (LDPV), est dédié à la vitrification des déchets
radioactifs de haute et moyenne activités à vie longue.

Principe de fonctionnement du procédé. Le fonctionnement de ce dispositif repose sur l’application d’un champ magné-
tique qui induit des courants qui, par effet Joule, font fondre le précurseur vitreux (appelé fritte de verre) et les déchets aux
alentours de 1200°C. Le verre est donc chauffé par induction directe, tandis que les parois et la sole du creuset sont mainte-
nues à basse température (T < 400°C) grâce à un système de circulation d’eau. De ce fait, il existe dans la fonte verrière, à
proximité des parois et de la sole, un fort gradient de température (de l’ordre de 1000°C.cm�1) qui se traduit par la formation
d’une couche de verre figée appelée « auto-creuset » (zone orange foncé sur la Fig. 3.1b). De cette situation découlent deux
avantages : (i) la minimisation de la corrosion des parois par la fonte verrière, maximisant ainsi la durée de vie des creusets et
diminuant le volume de déchets secondaires ; (ii) la possibilité d’accéder à un domaine de température supérieur (typiquement
1150 à 1300°C) à celui accessible avec le traditionnel pot chaud (autour de 1100°C), offrant ainsi de nouvelles possibilités en
terme de formulation verrière.

Simulation du procédé. Pour la conception et le dimensionnement d’un tel dispositif, de nombreuses simulations ont été
réalisées depuis les années 1980 sur le magnétisme et l’induction d’une part (e.g. [63]) et sur la thermo-hydraulique d’autre
part. Plusieurs travaux de thèse ont ainsi été menés sur la modélisation et la simulation de l’électromagnétisme dans les creusets
froids (e.g. [64]) ; sur le couplage thermo-magnéto-hydrodynamique dans le bain de verre [65] ; sur le bullage et le brassage
mécanique [66], et sur la vidange d’une fonte verrière [67]. La sédimentation des platinoïdes qui perturbent le comportement
rhéologique du bain de verre a également été étudiée dans [68].
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3.2.2 La croissance cristalline dans la vitrification
Comme ORANO (anciennement AREVA NC) s’est équipé de ce dispositif à la Hague en 2010, la modélisation du creuset

froid a été prise en charge dans un nouveau projet SIVIT (SImulation de la VITrification [69], [R18]) en partenariat entre CEA
et ORANO. Ce projet a permis d’intégrer dans la modélisation des phénoménologies relatives à d’autres disciplines telles que
la science des matériaux et la chimie. L’une d’elles concerne la cristallisation qui se produit dans les verres.

FIGURE 3.2 – Cristaux de molybdate de calcium (CaMoO4)
et de silicates de terres rares susceptibles de croître dans
l’auto-creuset (d’après [70]).

Études de la cristallisation dans les verres. Certains élé-
ments chimiques présents dans la composition des verres nu-
cléaires sont susceptibles de cristalliser, soit dans le four de vitri-
fication, soit lors du refroidissement du verre coulé en conteneur.
Les phénomènes de cristallisation dans les verres nucléaires
sont étudiés depuis les années 2000 au CEA/Marcoule, e.g.
[71, 70, 72] pour ce qui est des verres élaborés à partir des com-
bustibles usés de type UOx (Oxyde d’Uranium). Dans ces tra-
vaux, la morphologie et les cinétiques de croissance des cristaux
(principalement de types silicates de terres rares et molybdates
de calcium pour les verres UOx actuels) ont été caractérisées
via, entre autres, des observations au Microscope Electronique
à Balayage (MEB) et de la diffraction des rayons X. Afin d’aug-
menter le taux de charge dans les verres et diminuer le nombre
de colis à stocker, d’autres compositions de verres ont été étu-
diées mais pouvant induire la cristallisation de certaines phases
riches en terres rares ou en molybdène et susceptibles de modi-
fier les propriétés de confinement du verre [73]. Une méthode
d’analyse d’image MEB a aussi permis des comparaisons de la
cristallisation en condition de traitement isotherme et sous gradient thermique [70]. Les analyses mettent en évidence la cris-
tallisation de plusieurs composés tels que des apatites qui ont une morphologie d’aiguilles hexagonales creuses ou pleines et
des molybdates de calcium (CaMoO4) qui ont une forme dendritique équiaxe (voir Fig. 3.2).

Cristallisation dans l’auto-creuset. Soumise à des températures comprises entre 400 et 1200°C pendant plusieurs se-
maines, la zone d’auto-creuset est une zone du four particulièrement favorable aux phénomènes de cristallisation par nucléation-
croissance. Dans les verres de types UOx, on y trouvera ainsi potentiellement les molybdates de calcium (CaMoO4) ou les
terres rares (de type Ca2Nd8(SiO4)6O2) qui cristallisent dans des gammes de températures comprises entre 600 et 900°C
[70, 72] (voir Fig. 3.2). L’agitation du bain de verre peut quant à elle être un facteur favorable (apport de matière en continu)
ou au contraire défavorable (dissolution des cristaux entrainés dans le bain de verre) pour les phénomènes de cristallisation.
Ainsi, tout le long de l’auto-creuset, des cristallisations apparaissent dans le verre, modifiant ainsi la micro-structure du verre
et éventuellement ses propriétés physiques (conductivité thermique, viscosité, etc . . .). La présence ou l’absence des cristaux
dans les différentes strates de l’auto-creuset va dépendre (i) des éléments présents dans le flux de déchets et la fritte de verre,
(ii) de la température dans les différentes strates de l’auto-creuset et (iii) de la durée de la campagne.

Objectifs dans SIVIT. Dans le projet SIVIT, les objectifs de la modélisation de la croissance cristalline étaient les suivants
[74] : (I) « Décrire et prédire l’évolution de l’auto-creuset en terme de microstructure (nature, nombre, taille, répartition des
phases cristallisées), de composition chimique et épaisseur » et (II) « Décrire l’impact de l’auto-creuset (phases cristallisées)
sur le procédé ». Il s’agit en particulier de prévoir l’évolution des différentes strates de l’auto-creuset en fonction du temps, de
la température, de la composition, etc ... La problématique fait donc d’ores et déjà apparaître deux échelles caractéristiques :
celle de la microstructure qui précise la nature, la morphologie, la répartition et la taille des phases cristallisées, et celle du
procédé pour laquelle on désire connaitre l’impact de la présence de ces cristaux sur les propriétés macroscopiques du bain
de verre. Pour chacune des deux échelles, des caractérisations et des expériences ont été (et sont encore) mises en œuvre
au DE2D au CEA/Marcoule. Les modèles de la première échelle se concentrent à l’échelle des cristaux (de la dizaine à la
centaine de microns) et permettent de différencier leur nature et d’étudier leur dynamique de croissance et leur morphologie.
Pour les modèles de la seconde échelle, la présence (ou l’absence) des cristaux intervient comme une modification (ou non)
des propriétés thermodynamiques et rhéologiques moyennées sur un volume élémentaire de l’auto-creuset.

3.2.3 Démarche et réalisations
Le travail qui a été réalisé a initié la modélisation à l’échelle des cristaux et considère la solidification d’une substance

pure et d’un mélange binaire avec ou sans influence des écoulements.
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m= 0:02 m= 0:05 m= 0:08

(a) Influence du paramètre de mobilité m.

k = 4 k = 6 k = 8

(b) Influence du mode d’anisotropie k de l’interface.

FIGURE 3.3 – Influence de (a) la mobilité m de l’interface et (b) du mode k, du modèle décrit dans [84] et simulé par LBM.
Les interfaces du champ de phase sont présentées aux temps 1, 3, 6 et 10 (�103∆t). Le maillage est composé de 501�501
nœuds, l’épaisseur de l’interface de l’interface vaut ε = 0:003 et le coefficient d’anisotropie γ = 0:05 (d’après [R6], 2012).

Modèle « enthalpie-porosité » pour la solidification. La cristallisation est un changement de phase liquide-solide et un
premier modèle de solidification d’une phase fluide a été simulé : le modèle d’« enthalpie-porosité » [75]. Dans ce modèle, les
phases liquide et solide sont prises en compte par l’intermédiaire de la dérivée temporelle d’une fraction liquide qui apparaît
dans l’équation de la chaleur. À chaque pas de temps, l’enthalpie est mise à jour grâce au calcul de la température. La fraction
de liquide est alors déduite par interpolation linéaire entre les enthalpies liquide et solide. La zone dans laquelle la fraction
liquide ne vaut ni « zéro » (solide) ni « un » (liquide) est considérée comme une zone « pâteuse » qui est assimilée à une
« porosité ». Ce modèle est déjà simulé par LBM dans [76] et a été testé dans le cadre de SIVIT avec une méthode LB
([O4]). Les développements numériques ont été validés par des solutions analytiques de problèmes de conduction [77]. Des
publications étendent ce modèle d’« enthalpie-porosité » à la solidification anisotrope qui est caractéristique de la forme des
cristaux [78, 79]. Cependant, afin d’assurer la cohérence thermodynamique du modèle de croissance cristalline, le choix a été
fait de poursuivre dans une autre direction de travail : les « modèles à champ de phase ».

Premières simulations LBM de modèles à champ de phase. La théorie du champ de phase pour la solidification [80,
81, 18, 19, 20] permet d’établir des modèles qui sont issus d’une fonctionnelle thermodynamique à minimiser (énergie libre)
ou à maximiser (entropie). De plus, des liens sont formellement établis avec les approches à « interface raide » grâce aux
développements asymptotiques [82, 83]. L’approche « champ de phase » permet aussi d’unifier les modèles avec d’autres
applications telles que la démixtion (voir chapitre 5). La LBM, normalement dédiée à la simulation des équations de Navier-
Stokes monophasiques et diphasiques, a été adaptée à la simulation de plusieurs modèles à champ de phase pour la croissance
cristalline. Deux modèles ont été testés sur un cas simplifié de substance pure. Le premier est celui de [84], simulé dans [85],
qui est bien adapté pour simuler la solidification d’une substance pure dans un liquide surfondu. Ce modèle est composé
de deux EDPs non linéaires couplées : une pour la température et une autre pour le champ de phase. Ce travail a permis
d’initier des développements en 2D d’une méthode de simulation basée sur la LBM dans [R6] avec un réseau D2Q5 et une
approximation BGK du terme de collision. Plusieurs simulations de sensibilité aux paramètres du modèle ont été réalisés, en
particulier sur la mobilité de l’interface (Fig. 3.3a) et le mode d’anisotropie (Fig. 3.3b).
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(a) Croissance d’un cristal équiaxe. Mo-
dèle [87] simulé par LBM sans effet
d’écoulement (d’après [R5], 2013).

(b) Croissance d’un cristal fixe dans un écoulement dirigé de la gauche vers la droite. Modèle [88] simulé
par LBM. À gauche, vitesse imposée u1. À droite, vitesse imposée u2 = 4u1. D’après [P5], 2014.

FIGURE 3.4 – Simulations de croissance cristalline d’une substance pure (a) sans et (b) avec écoulements.

Modèles issus des « développements asymptotiques raccordés » d’une interface fine. Le second modèle testé, lui aussi
dédié aux substances pures, est celui de Karma-Rappel [86, 87]. Théoriquement, ce modèle tient compte d’une variation de
la température dans la zone diffuse ce qui permet de corriger le coefficient cinétique avec un terme supplémentaire et permet
de rendre accessible à la simulation des longueurs capillaires plus petites et des sous-refroidissements plus importants. Pour
le modèle du paragraphe précédent, l’équivalence avec le modèle sharp interface est obtenue lorsque l’épaisseur de l’interface
tend vers 0 mais la température est supposée constante dans la zone diffuse. Une méthode LBM originale a été développée
dans [R5] pour simuler en 3D ce modèle, puis il a étendu au couplage avec l’hydrodynamique dans [P5] sur la base du modèle
[88]. Sur la Fig. 3.4a, le cristal, qui n’est pas soumis à l’effet des écoulements, présente des branches qui sont identiques alors
que sur la figure 3.4b, le cristal qui est fixé à l’intérieur d’un écoulement montre qu’une de ses branches croît plus vite que
les autres. Sa croissance est d’autant plus rapide que la vitesse imposée est grande (vitesse initiale u1 à gauche et u2 = 4u1
à droite). Les résultats sont en accord avec ceux présentés dans [88] en 2D et [89] en 3D. L’explication est donnée par des
gradients de température qui sont plus importants en amont qu’en aval. La chaleur latente peut être évacuée plus rapidement
en amont et la branche croît plus vite. L’application des modèles à champ de phase dans le contexte des verres a fait l’objet
d’une intervention dans l’école d’été « SumGlass 2013 » [O3] suivie d’une publication [P5] mettant en avant la collaboration
avec le DE2D.

FIGURE 3.5 – Champs de concentration (C), température (T),
supersaturation (U) et champ de phase (P) pour θ0 =�0:3 et
Le= 5. D’après A. YOUNSI et al. [P13], 2014.

Thèse « mélanges binaires et influence des écoulements ».
Les deux rapports techniques ([R5] et [R6]) ont conduit à
la thèse d’AMINA YOUNSI que j’ai co-dirigée (Directeur de
thèse officiel DR CNRS MATHIS PLAPP, Ecole Polytech-
nique). Elle a tout d’abord étendu dans une note technique
[90] la LBM aux modèles de croissance cristalline pour les
mélanges binaires isothermes sur la base du modèle [91]. Ce
travail a été suivi d’un proceeding avec comité de lecture
[P13] où le couplage avec l’équation de la température est réa-
lisé en faisant l’hypothèse d’une diffusion identique dans le li-
quide et le solide (modèle symétrique). La figure 3.5 présente
les champs simulés par le modèle symétrique pour un faible
nombre de Lewis (Le = 5). La difficulté pour la méthode LB
pour simuler le modèle complet [92] (voir section 3.3) réside
dans l’annulation du coefficient de diffusion dans l’équation
de la supersaturation (Eq. (3.6b)) et de la prise en compte du
« courant anti-trapping » qui en découle (Eq. (3.6g)). Les mé-
thodes pour résoudre ces difficultés ont fait l’objet d’une note
technique [R4] et l’ensemble des travaux [R5], [P13] et [R4],
ont été synthétisés dans la publication [P3]. Elle s’est ensuite concentrée sur l’étude de l’influence des écoulements sur la mor-
phologie des cristaux et a proposé un modèle original de changement de densité au cours de la solidification. AMINA YOUNSI
a aussi été récompensée par le prix du meilleur poster [PT2] dans la conférence internationale « Phase-Field Methods » à
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PennState University en 2014 et a soutenu sa thèse en octobre 2015 [93].

Effets de la fonction d’anisotropie. Compte tenu de la diversité des formes dendritiques observées dans les verres, l’étude
de la fonction d’anisotropie as(n) a été approfondie. Cette fonction est responsable de la forme caractéristique des cristaux
et la majorité des travaux utilisent une fonction qui favorise une croissance équiaxe (branches du cristal dirigées selon les
axes principaux). D’autres formes de cette fonction existent dans la littérature [94] et ont été simulées [95]. L’origine de cette
fonction et ses effets ont été investiguées en 3D par méthodes LB pour un mono-cristal et pour plusieurs cristaux ayant chacun
leur propre fonction d’anisotropie. Ce travail a conduit à la publication [P4] et il est synthétisé dans les sections 3.4 et 3.5.

3.3 Modèle à champ de phase
On considère un modèle à champ de phase pour la solidification d’un cristal dans un liquide surfondu. La densité est

supposée constante et égale dans le liquide et le solide. Le fluide est considéré au repos et son écoulement n’est pas pris en
compte dans le modèle. Les détails du développement du modèle peuvent être trouvés dans [92], ici on résume les points
importants.

3.3.1 Modèle sharp interface
Le problème « sharp interface » formulé en termes de composition locale du mélange c et la température T s’écrit :

∂tc = D∇∇∇
2c (liquide); (3.1a)

∂tT = κ∇∇∇
2T (liquide et solide); (3.1b)

cl(1� k)Vn =�D∂ncl (interface); (3.1c)
LVn =Cpκ(∂nT js�∂nT jl) (interface); (3.1d)

Ti = Tm +mcl �ΓK �Vn=µk (interface): (3.1e)

Les deux premières équations (3.1a) et (3.1b) décrivent le transport diffusif du soluté et de la chaleur selon les lois de
Fick et de Fourier où D est le coefficient de diffusion du soluté et κ est la diffusivité thermique. La chaleur spécifique Cp
et la diffusivité thermique κ, sont supposées les mêmes dans les deux phases (modèle symétrique). Par contre, le transport
de soluté n’est supposé se produire que dans la partie liquide (« one-sided model »). Les deux équations suivantes (3.1c) et
(3.1d) expriment la conservation de la masse et de la chaleur à la frontière libre (conditions de Stefan), où Vn est la vitesse
normale de l’interface, k = cs=cl est le coefficient de partition qui relie les compositions du solide et du liquide en contact
à l’interface, L est la chaleur latente, et le symbole ∂n est la dérivée spatiale dans la direction normale à l’interface. Dans le
diagramme des phases pour un mélange binaire dilué, le cristal a une concentration plus petite que dans le liquide, de telle
sorte que le soluté doit être redistribué durant le mouvement de l’interface. La chaleur latente est également libérée au cours
de la cristallisation et génère des flux de chaleur. La dernière équation (3.1e) est la condition de Gibbs-Thomson qui relie la
température de l’interface à la composition dans le liquide cl , la courbure K et la vitesse de l’interface. Tm est la température de
fusion du solvant pur, m est la pente du liquidus dans le diagramme de phase, Γ = γTm=L est la constante de Gibbs-Thomson,
γ est l’énergie libre de surface liquide-solide, et µk est la mobilité de l’interface. Pour simplifier, c’est la version isotrope de la
condition de Gibbs-Thomson qui est écrite.

Pour la suite on introduit les champs adimensionnées :

θ =
T �Tm�mc∞

L=Cp
; et U =

c� c∞

(1� k)c∞

; (3.2)

où c∞ est la composition initiale de la fonte. Avec ces définitions, les équations ci-dessus deviennent :

∂tU = D∇∇∇
2U; (3.3a)

∂tθ = κ∇∇∇
2
θ (3.3b)

[1+(1� k)Ui]Vn = �D∂nU (3.3c)
Vn = κ(∂nθjs�∂nθjl); (3.3d)

θi +Mc∞Ui = �d0K �βVn: (3.3e)
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Les quantités évaluées à l’interface ont un indice i, et M =�m(1� k)Cp=L est la pente du liquidus adimensionnée. Enfin,

d0 =
ΓCp

L
=

γTmCp

L2 ; et β =
Cp

Lµk
(3.4)

sont respectivement la longueur capillaire et le coefficient cinétique de l’interface.

3.3.2 Modèle à champ de phase équivalent
Dans la formulation « champ de phase » de ce problème [92], la position de l’interface est implicitement décrite par la

fonction champ de phase φ. Cette fonction prend la valeur φ = 1 dans le solide et φ =�1 dans le liquide.

Fonctionnelle d’énergie libre. Le modèle à champ de phase, équivalent au problème sharp interface de la section précé-
dente, est établi dans [92] en supposant que la fonctionnelle d’énergie libreF est de la forme :

F [φ; c; T ] =

ˆ ��
f (φ; TM)+ fT (φ)∆T +

RTM

V0
(c lnc� c)+ εc+g(φ)

∆ε

2
c
�
+

σ

2

��∇∇∇φ
��2�dV (3.5)

Dans le second membre de l’Eq. (3.5), le terme entre parenthèses est la densité d’énergie libre d’un mélange binaire
composé de molécules A et B et c est la fraction molaire de B. Il s’écrit comme la somme de i) l’énergie libre d’un matériau
pur f (φ; T ), ii) de l’entropie de mélange RT (c lnc� c)=V0 où R est la constante des gaz parfaits et V0 est le volume molaire,
et iii) un terme de changement de densité d’énergie dû à l’ajout de la concentration ε(φ)c = εc+ g(φ)∆εc=2 où g(φ) est une
fonction monotone de φ, ε = (εs + εl)=2, et ∆ε = εs � εl . L’énergie libre du matériau pur a été développé au premier ordre
en ∆T = T � TM où TM est la température de fusion. Le terme f (φ; TM) = H(�φ2=2+ φ4=4) est choisi de la forme d’un
double-puits de potentiel où H est la hauteur de ce double-puits.

Modèle à champ de phase. Après analyse des propriétés à l’équilibre pour obtenir les profils de concentration c0 et du
champ de phase et de φ0 à l’équilibre, et des changements de variables appropriés, le modèle établi est composé de trois EDPs
couplées :

τ(n)
∂φ

∂t
=W 2

0 ∇∇∇ � (a2
s (n)∇∇∇φ)+W 2

0 ∇∇∇ �NNN +(φ�φ
3)�λ(Mc∞U +θ)(1�φ

2)2; (3.6a)�
1+ k

2
� 1� k

2
φ

�
∂U
∂t

=∇∇∇ � (Dq(φ)∇∇∇U � jat)+ [1+(1� k)U ]
1
2

∂φ

∂t
; (3.6b)

∂θ

∂t
= κ∇∇∇

2
θ+

1
2

∂φ

∂t
: (3.6c)

L’épaisseur de l’interface diffuse est notée W0 et le coefficient λ décrit la force de couplage entre le champ de phase et les
champs transportés. Le temps de relaxation du champ de phase est noté τ(n) et dépend du vecteur unité normal à l’interface
n = �∇∇∇φ=

��∇∇∇φ
��. On choisit τ(n) = τ0a2

s (n) où τ0 est une constante et as(n) est la fonction anisotropie. Pour une croissance
équiaxe, la forme standard est définie par :

as(n) = 1�3εs +4εs ∑
α=x;y;z

n4
α; (3.6d)

qui décrit une croissance anisotrope en 3D de force εs et où nα (avec α = x; y; z) est la composante cartésienne α de n. La
fonction NNN �NNN (x; t) est un vecteur défini par :

NNN (x; t) =
��∇∇∇φ
��2as(n)

�
∂as(n)
∂(∂xφ)

;
∂as(n)
∂(∂yφ)

;
∂as(n)
∂(∂zφ)

�T

: (3.6e)

Les expressions formelles des dérivées ∂as(n)=∂(∂αφ) sont précisées dans [P3].
Dans l’équation (3.6b), le champ U est exprimé en termes de φ et c comme

U =
1

1� k

"
c=c∞

1
2 [1+ k� (1� k)φ]

�1

#
: (3.6f)

Cette définition étend U au domaine entier (solide, liquide, et interfaces) ; dans le liquide, l’expression est équivalente à l’Eq.
(3.2). À l’équilibre, U est constante au travers l’interface diffuse. En fait, U est un potentiel de diffusion adimensionné (voir
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[96] pour les détails). La fonction q(φ) = (1�φ)=2 est une fonction qui interpole la diffusivité du soluté entre D dans le liquide
et 0 dans le solide. jat est un courant phénoménologique (« anti-trapping current ») introduit dans [97] pour contre-balancer
un piégeage de soluté (voir aussi [83]). Ce courant est défini par :

jat(x; t) =� 1
2
p

2
W0 [1+(1� k)U ]� ∂φ

∂t
∇∇∇φ��∇∇∇φ
�� : (3.6g)

Il est proportionnel à la vitesse (∂tφ) et à l’épaisseur W0 de l’interface, et est orienté du solide vers le liquide (�∇∇∇φ=
��∇∇∇φ
��). Alors

que les autres termes du modèle peuvent être déduits de manière variationnelle d’une fonctionnelle d’énergie libre appropriée,
le « courant anti-trapping » a été introduit pour des raisons phénoménologiques et justifié en faisant des développements
asymptotiques. Ces derniers ont montré l’équivalence entre le modèle à champ de phase au problème à interface raide [91].
Récemment, une justification alternative a été proposée [98, 99].

Les développements asymptotiques de ce modèle conduisent à une relation entre les paramètres du champ de phase et
ceux de l’interface raide par :

d0 = a1
W0

λ
; (3.7a)

β = a1

�
τ0

W0λ
�a2

W0

D

�
D
κ
+Mc∞[1+(1� k)U ]

��
; (3.7b)

où a1 et a2 sont deux coefficients qui, pour le modèle utilisé ici, valent a1 = 5
p

2=8 et a2 � 0:6267. Ces relations permettent
de choisir des paramètres du champ de phase pour des valeurs données de la longueur capillaire (énergie de surface) et de la
mobilité de l’interface (coefficient cinétique interfaciale). L’épaisseur de l’interface W0 est un paramètre qui peut être choisi
librement dans cette formulation ; l’analyse asymptotique reste valide tant que W0 reste beaucoup plus petite que n’importe
quelle échelle de longueur présente dans la solution à interface raide du problème considéré (par exemple rayon de la pointe
de la dendrite dans le cas de la croissance dendritique).

3.4 LBM pour les modèles à champ de phase de croissance cristalline
Les méthodes LB de toutes les équations (3.6a)–(3.6g) sont présentées dans [P3] qui synthétise les travaux [R4], [R5]

et [P13]. On présente dans la section 3.4.1 les détails relatifs aux équations de la température (Eq. (3.6c)) et du champ de
phase (Eq. (3.6a)), ainsi que quelques pistes pour l’équation de la supersaturation (Eq. (3.6b)). Pour cette dernière équation,
les détails LBM sont indiqués dans la section 3.3 de [P3]. On se référera aux Annexes A et B de cette même référence pour
les développements de Chapman-Enskog et les fonctions à l’équilibre des équations (3.6a) et (3.6b). Les sections qui suivent
sont une synthèse des méthodes et des simulations des deux références [P3] et [P4].

3.4.1 Méthodes LB pour le modèle à champ de phase
Équation de la température. L’équation de la température Eq. (3.6c) est une équation de type diffusion avec un terme
source. Pour cette équation, la LBE-BGK est appliquée :

fi(x+ eiδx; t +δt) = fi(x; t)� 1
ηθ

�
fi(x; t)� f eq

i (x; t)
�
+wiQθ(x; t)δt; (3.8)

où fi(x; t) est une fonction de distribution qui peut être vue comme une fonction intermédiaire pour calculer la température
adimensionnée θ par : θ(x; t) = ∑

Npop
i=0 fi(x; t). Le pas de temps est noté δt et le pas d’espace est noté δx en supposant δx =

δy = δz. Dans l’Eq. (3.8), la fonction de distribution à l’équilibre f eq
i et le terme source Qθ sont définis par :

f eq
i (x; t) = wiθ(x; t); et Qθ(x; t) =

1
2

∂φ

∂t
: (3.9)

La diffusivité thermique κ est reliée au taux de collision ηθ par κ = e2(ηθ�1=2)δx2=δt; où e2 est un coefficient qui dépend
du réseau et provient du moment d’ordre deux de f eq

i . L’indice θ dans Qθ et ηθ indique que les deux quantités sont relatives à
l’équation de la chaleur.

Équation du champ de phase. L’équation du champ de phase ressemble à une ADE avec un facteur supplémentaire τ(n)
devant la dérivée en temps. Pour tenir compte de ce facteur et du terme de divergence ∇∇∇ �NNN , l’équation LB standard doit être
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modifiée de la manière suivante :

a2
s (n)gi(x+ eiδx; t +δt) = gi(x; t)� (1�a2

s (n))gi(x+ eiδx; t)� 1
ηφ(x; t)

�
gi(x; t)�geq

i (x; t)
�
+wiQφ(x; t)

δt
τ0
; (3.10a)

avec la fonction de distribution à l’équilibre geq
i (x; t) définie par :

geq
i (x; t) = wi

�
φ(x; t)� 1

e2 ei �NNN (x; t)
δt
δx

W 2
0

τ0

�
: (3.10b)

Dans l’équation (3.10a), gi est la fonction de distribution pour le champ de phase φ calculé par φ = ∑
Npop
i=0 gi après l’étape

de déplacement. Les moments d’ordre 0, 1 et 2 de la fonction à l’équilibre geq
i sont respectivement égaux à ∑

Npop
i=0 geq

i = φ,

∑
Npop
i=0 geq

i ei = �NNN δtW 2
0 =(τ0δx), et ∑

Npop
i=0 geq

i eiei = e2φI où I est le tenseur identité de rang 2. Le terme source Qφ(x; t) de
l’équation du champ de phase est défini par :

Qφ(x; t) =
�
φ�λ(Mc∞U +θ)(1�φ

2)
�
(1�φ

2): (3.10c)

Dans l’équation (3.6a), le coefficient a2
s (n) joue un rôle similaire à un coefficient de « diffusion » qui dépend de la position

et du temps au travers de la normale n (qui dépend de φ). Le taux de relaxation ηφ(x; t) est une fonction de la position et du
temps et doit être mise à jour à chaque pas de temps par la relation :

ηφ(x; t) =
1
e2 a2

s (n)
W 2

0
τ0

δt
δx2 +

1
2
: (3.10d)

Le schéma de Boltzmann sur réseau pour l’équation du champ de phase diffère de la méthode standard pour une ADE
(voir section 2.2.2) sur deux points. La première différence est la présence dans l’Eq. (3.10a) (i) d’un facteur a2

s (n) devant
gi(x+ eiδx; t + δt) dans le côté gauche de l’Eq. (3.10a) et (ii) d’un terme additionnel (1� a2

s (n))gi(x+ eiδx; t) dans le côté
droit. Ce dernier terme est un terme non local en espace, i.e., qu’il est impliqué dans l’étape de collision au temps t et nécessite
la connaissance de gi aux nœuds voisins x+ eiδx. Ces deux termes permettent de tenir compte du facteur a2

s (n) devant la
dérivée en temps ∂φ=∂t dans l’Eq. (3.6a). On peut le voir en faisant les développements de Taylor de gi(x+ eiδx; t + δt) et
gi(x+ eiδx; t) (voir [P3]). La méthode est inspirée de [100].

La seconde différence est la définition de la fonction à l’équilibre geq
i (Eq. (3.10b)). L’absence du champ de phase φ(x; t)

dans le terme ∇∇∇ �NNN de l’Eq. (3.6a), explique que φ soit à l’intérieur de la parenthèse dans la fonction d’équilibre (Eq. (3.10b)),
alors que pour l’ADE la concentration C est en facteur dans l’équation (2.9). De plus, on note le changement de signe devant
le produit scalaire ce qui correspond au changement de signe du terme advectif dans l’ADE au terme +∇∇∇ �NNN pour l’équation
du champ de phase. Enfin, la présence du facteur W 2

0 =τ0 dans les équations (3.10b) et (3.10d) peut être comprise en divisant
dans l’Eq. (3.6a) chaque terme par τ0 et en comparant cette équation avec l’équation des moments de geq

i (voir l’équation Eq.
(A.6) dans l’annexe A de la référence [P3]).

Quelques pistes pour l’équation de la supersaturation. Deux difficultés apparaissent pour l’équation de la supersaturation
(Eq. (3.6b)). La première est que le coefficient de diffusion s’annule dans la partie solide par l’intermédiaire de la fonction
q(φ) = (1�φ)=2 et la seconde est la prise en compte du facteur ((1+k)�(1�k)φ)=2� ζ(φ) devant la dérivée en temps. Pour
cette dernière, la méthode non locale appliquée pour l’équation du champ de phase a conduit à des instabilités de l’algorithme
pour certaines valeurs du coefficient de partition k. Pour surmonter ces deux difficultés, l’équation de la supersaturation a été
reformulée de la façon suivante :

∂U
∂t

=∇∇∇ �
�

D∇∇∇

�
q(φ)
ζ(φ)

U(x; t)
��

�∇∇∇ �Jtot(x; t)+S(x; t)+
QU (x; t)

ζ(φ)
; (3.11a)

avec :

Jtot(x; t) = D
�
∇∇∇

�
q(φ)
ζ(φ)

�
+q(φ)F(φ)

�
U +

jat
ζ(φ)

; (3.11b)

S(x; t) =U∇∇∇ � (Dq(φ)F(φ))+ jat �F(φ); (3.11c)

QU (x; t) = [1+(1� k)U ]
1
2

∂φ

∂t
; (3.11d)
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où F(φ) =∇∇∇(1=ζ(φ)). Les équations (3.11a)–(3.11d) sont issues d’applications successives des relations ∇∇∇(ab) = a∇∇∇b+b∇∇∇a
et ∇∇∇ � (ac) = a∇∇∇ � c+ c �∇∇∇a où a et b sont deux fonctions scalaires et c est une fonction vectorielle. On note que l’inverse de
ζ(φ) peut être calculée car cette fonction ne s’annule pas pour k > 0. En effet ζ(φ) = k si φ =+1, ζ(φ) = 1 si φ =�1 et varie
linéairement entre ces deux valeurs pour �1 < φ <+1.

Cette équation a été simulée par LBM dans [93]. Pour cela, une nouvelle fonction de distribution hi a été introduite et
une nouvelle fonction à l’équilibre a été établie de telle sorte que ∑

Npop
i=0 heq

i =U , ∑
Npop
i=0 heq

i ei = Jtotδt=δx, and ∑
Npop
i=0 heq

i eiei =

e2(q(φ)=ζ(φ))UI. Les détails sont donnés dans la section 3.3 de la référence [P3] et les développements de Chapman-Enskog
sont présentés dans l’Annexe B de cette référence. Le terme source de cette formulation nécessite le calcul de gradients et
divergence supplémentaires qui sont calculés par la méthode des dérivées directionnelles (voir section suivante).

Précisions sur l’algorithme. L’étape de collision de l’équation du champ de phase s’écrit :

g?
i (x; t) =

1
a2

s (n)

�
gi(x; t)� (1�a2

s (n))gi(x+ eiδx; t)� 1
ηφ(x; t)

�
gi(x; t)�geq

i (x; t)
�
+wiQ(x; t)

δt
τ0

�
; (3.12a)

où le symbole ? signifie que la fonction de distribution est considérée après la collision. Sur les nœuds des limites, la collision
standard est appliquée (a2

s (n) = 1). L’étape de déplacement est : gi(x+ eiδx; t +δt) = g?
i (x; t):

La mise à jour des conditions aux limites est réalisée par la méthode du « Bounce Back » i.e. gi(x; t) = gi0(x; t) où i0 est la
direction opposée à i. Le calcul du gradient ∇∇∇φ qui est nécessaire pour le calcul du vecteur normal n est réalisé par méthode
des différences finies centrées qui sera comparée à la méthode des dérivées directionnelles dans la section suivante. Enfin, le
calcul du vecteur NNN (x; t) à chaque pas de temps nécessite le calcul des dérivées ∂as(n)=∂(∂αφ) pour α = x; y; z, qui s’écrit :

∂as(n)
∂(∂αφ)

=� 16εs��∇∇∇φ
��6 � (∂αφ)

h
(∂βφ)4� (∂αφ)2(∂βφ)2� (∂αφ)2(∂γφ)

2 +(∂γφ)
4
i
: (3.13)

La première composante de NNN est obtenue pour α� x, β� y et γ� z ; la seconde est obtenue pour α� y, β� x et γ� x et
enfin la troisième pour α� z, β� x et γ� y. L’algorithme est séquentiel : une fois que le champ de phase φ est connu au pas de
temps courant, il est utilisé pour calculer le terme source 0:5∂φ=∂t des équations de la supersaturation U et de la température
θ en utilisant un schéma d’Euler.

3.4.2 Validations
Comparaisons avec un autre code. Cet algorithme a été validé avec un autre code numérique en comparant la vitesse de
croissance Vp de la pointe d’une dendrite pour deux sous-refroidissements : ∆1 = 0:30 et ∆2 = 0:55. Pour les comparaisons,
le code de référence (2D) [101] est basé sur la méthode des différences finies (FD) pour l’équation du champ de phase et
une méthode de Monte Carlo (FDMC) pour la température. Pour les méthodes LB, les réseaux utilisés sont le D2Q9 pour
l’Eq. (3.6a) et D2Q5 pour l’Eq. (3.6c). Le domaine est carré, discrétisé par des mailles de taille δx. La graine initiale est un
disque diffus de rayon Rs = 10δx fixé à l’origine du domaine de calcul. Le problème est symétrique par rapport aux axes x
et y. L’épaisseur de l’interface W0 et le temps caractéristique τ0 sont fixés à W0 = τ0 = 1. Le pas d’espace est choisi tel que
δx=W0 = 0:4 [87], le pas de temps est δt = 0:008 et les longueurs du système dépendent du sous-refroidissement ∆ =�θ0. Un
sous-refroidissement plus faible nécessite un maillage plus important à cause d’une longueur diffuse plus grande. Le temps
nécessaire pour atteindre la vitesse stationnaire est aussi plus important. Pour ∆1 = 0:30 et ∆2 = 0:55, les maillages utilisés
comportent respectivement 10002 et 5002 nœuds. La longueur capillaire d0 et le coefficient cinétique β sont respectivement
donnés par l’Eq. (3.7a) et l’Eq. (3.7b) avec a1 � 0:8839 et a2 � 0:6267. Dans le benchmark, le paramètre λ est fixé tel que
β = 0, i.e. λ? = κτ0=a2W 2

0 . Avec W0 = τ0 = 1, le coefficient λ? est égal à λ? = 1:59566κ. Pour une diffusivité thermique égale
à κ = 4, les coefficients sont λ? = 6:3826 et d0 = 0:1385. Les comparaisons sont présentées sur la Fig. 3.6a pour εs = 0:05.
Dans les comparaisons les lignes représentent les résultats pour le code de référence (FDMC) et les points rouges représentent
les résultats pour les schémas LB. La vitesse de la pointe Vp est adimensionnée en utilisant le facteur d0=κ (Vp = Ṽpd0=κ), la
position x est aussi adimensionnée en utilisant le pas d’espace (x = x̃=δx) et le temps T est le temps t divisé par τ0 (T = t=τ0).
Ce benchmark valide les schémas LB présentés dans la section précédente. Les erreurs relatives et la superposition des contours
φ = 0 sont commentées dans la référence [P3]. La Fig. 3.6b montre la validation des méthodes LB pour un mélange binaire.

Effets des réseaux sur un cas isotrope. Pour étudier les effets du réseau, les simulations sont réalisées sur un cas de
solidification isotrope, i.e. avec εs = 0 dans l’Eq. (3.6d), en considérant une substance pure. Le modèle est composé de l’Eq.
(3.6a) en posant M = 0 et de l’Eq. (3.6c). La méthode Boltzmann est comparée avec un schéma en différences finies. Comme
dans [102], le laplacien discret de l’équation du champ de phase est obtenu en utilisant un schéma à 6 (FD6) et 18 (FD18)
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FIGURE 3.6 – Validations des méthodes LB pour (a) une substance pure et (b) un mélange binaire (d’après [P3]).

plus proches voisins. Pour la simulation, le maillage est composé de 3013 nœuds, le pas d’espace est égal à δx = 0:01 et le
pas de temps vaut 1:5� 10�5. L’épaisseur de l’interface est égale à W0 = 0:01, le facteur d’échelle en temps est τ0 = 10�4.
Enfin λ = 10 et κ = 0:7. Le rayon de la sphère vaut Rs = 8 unités de réseau (lattice unit – l.u.) Les iso-valeurs φ = 0 du champ
de phase sont présentées sur la Fig. 3.7 à t = 104δt pour trois réseaux D3Q7, D3Q15 et D3Q19. Sur cette figure, la condition
initiale et les résultats issus de FD6 et FD18 sont superposés pour comparaison. Les coupes sont faîtes pour deux plans : le
vecteur normal vaut n = (0; 0; 1) pour la première (Fig. 3.7a), et n = (1; 0;�1) pour la seconde (Fig. 3.7b). Sur chaque figure,
l’enveloppe des solutions obtenues par LB-D3Q15, LB-D3Q19 et FD18 sont des cercles qui se superposent, contrairement à
ceux obtenus par LB-D3Q7 et FD6. On pourra se référer à [P3] pour une estimation des erreurs liées à la grille, quantifiées sur
les profils recueillis le long de deux directions. Sur les profils, les résultats obtenus avec le réseau D3Q15 sont légèrement plus
précis car il est bien adapté à une croissance sphérique. En effet, ce réseau tient compte des diagonale du cube et permet le
déplacement de la fonction de distribution dans toutes les directions diagonales contrairement au réseau D3Q19. Pour toutes
les simulations qui suivent on utilise les deux réseaux D3Q15 ou D3Q19.
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FIGURE 3.7 – Iso-valeurs φ = 0 du champ de phase les schémas LB et FD à t = 104δt. Les résultats pour LB-D3Q15, LB-
D3Q19 et FD18 représentent des cercles qui se superposent contrairement à ceux obtenus avec LB-D3Q7. La condition initiale
en cyan est présentée à titre indicatif. (d’après [P3]).

Méthode de calcul des dérivées. Pour le calcul de la fonction d’anisotropie as(n) (Eq. (3.6d)), il est nécessaire de calculer
le gradient φ pour calculer la normale à l’interface n. Il est aussi nécessaire de calculer les dérivées de as(n) par rapport
à ∂xφ, ∂yφ et ∂zφ qui sont impliquées dans le vecteur NNN (x; t). Deux méthodes de calcul des dérivées ont été comparées.
Dans la première, le gradient est calculé en utilisant la formule classique des différences finies centrées (FD), i.e. en 2D :
∂xφ' (φ j+1;k�φ j�1;k)=2δx et ∂yφ' (φ j;k+1�φ j;k�1)=2δx, où j et k sont les indices des coordonnées x et y. Dans la seconde
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(b) φ = 0 avec Dérivées directionnelles.

FIGURE 3.8 – Champ de phase φ = 0 en utilisant (a) la méthode des différences finies centrées ou (b) la méthode des dérivées
directionnelles pour le calcul des gradients de φ sur un réseau D2Q9. Sans dérivées directionnelles, le champ de phase φ = 0
(rouge) à t = 105δt ne se superpose pas avec sa rotation de 60° (bleu). La rotation se superpose parfaitement en appliquant la
méthode des dérivées directionnelles (d’après [P4]).

approche, on applique la méthode des Dérivées Directionnelles (DD) qui a déjà démontré sa performance pour les problèmes
hydrodynamiques [103, 104, 105]. La dérivée directionnelle est la dérivée le long de chaque direction de déplacement sur
le réseau. Le développement de Taylor d’une fonction scalaire différentiable du second ordre en x+ eiδx et x� eiδx donne
l’approximation suivante :

ei �∇∇∇φ
��
x =

1
2δx

[φ(x+ eiδx)�φ(x� eiδx)] et ∇∇∇φ
��
x =

1
e2

Npop

∑
i=0

wiei
�
ei �∇∇∇φ

��
x
�
: (3.14)

Le nombre de dérivées directionnelles est égal au nombre de directions de déplacement ei sur le réseau i.e. Npop. Les trois
composantes du gradient ∂xφ, ∂yφ et ∂zφ sont obtenues en calculant chaque dérivée directionnelle avec la première relation
de l’Eq. (3.14) puis en calculant le moment du premier ordre avec la seconde relation. Pour le calcul du gradient, le nombre
et les directions des dérivées sont cohérents avec le nombre et les directions de déplacement des fonctions de distribution.
La méthode des dérivées directionnelles est cohérente avec le réseau utilisé pour les simulations, c’est le principal avantage
de la méthode. En effet, sur les réseaux D2Q9 et D3Q15, les fonctions de distribution fi et gi peuvent se déplacer dans les
directions diagonales et avec cette méthode, chaque dérivée le long des directions de propagation est utilisée pour calculer le
gradient. Ainsi les dérivées contiennent les contributions des directions diagonales des réseaux D2Q9 et D3Q15. Ces relations
peuvent aussi être utilisées pour d’autres réseaux tels que D3Q19 et D3Q27. L’Eq. (3.14) est une formule de différences
finies centrées pour l’approximation des dérivées directionnelles. D’autres approximations peuvent être utilisées telles que les
schémas décentrés du premier ou second ordre [105].
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(a) Fonction d’anisotropie as calculée par méthode de différences finies. (b) Fonction d’anisotropie as calculée par méthode des dérivées direction-
nelles.

FIGURE 3.9 – Fonction d’anisotropie as à t = 105δt. (a) Avec la méthode des différences finies, les valeurs de as sont différentes
à l’intérieur des cadres A et B, tandis que (b) avec la méthode des dérivées directionnelles, elles sont identiques (d’après [P4]).

Comparaison des méthodes. La méthode des différences finies (FD) et celle des Dérivées Directionnelles (DD) sont
comparées en simulant les Eqs. (3.6a)–(3.6e) en 2D. Le maillage est composé de 800�800 nœuds. Les paramètres sont
δx = δy = 0:01, δt = 1:5� 10�5, τ0 = 1:5625� 10�4, W0 = 0:0125, κ = 1, le sous-refroidissement est égal à ∆ = 0:30,
λ = 10, εs = 0:05. La graine est initialisée au centre du domaine en xc = (400; 400), et le rayon vaut Rs = 10 l.u. Les com-
paraisons sont présentées sur la Fig. 3.8 qui présente la solution φ = 0 à t = 105δt (en rouge) et la même solution avec une
rotation de 60° (en bleu). Avec la méthode FD, le champ de phase φ = 0 ne se superpose pas parfaitement avec sa rotation de
60° (Fig. 3.8a). Le champ de phase n’est plus isotrope et la solution numérique présente des effets d’anisotropie du réseau.
Avec la méthode DD, les effets d’anisotropie du réseau sont réduits et le champ de phase φ = 0 est bien isotrope (Fig. 3.8b).
L’origine de ces différences peut être comprise en traçant la fonction as en fonction de la position (Fig. 3.9). À t = 105δt,
avec la méthode FD, le motif du champ à l’intérieur du cadre B, est différent de celui qui se trouve à l’intérieur du cadre A
(Fig. 3.9a). Par contre, avec la méthode DD les motifs sont identiques dans chaque cadre A et B (Fig. 3.9b). En considérant
les diagonales du réseau dans le calcul du gradient, as est plus précis et symétrique par rotation. Dans les simulations de la
section suivante 3.5 la méthode des dérivées directionnelles est appliquée pour le calcul des gradients.

3.5 Simulations
Dans le modèle composé des équations (3.6a)–(3.6c), la forme caractéristique des cristaux est contrôlée par la fonction

d’anisotropie as(n) qui est définie pour une croissance dendritique équiaxe par la relation (3.6d). Dans cette section, deux
simulations permettent d’illustrer les méthodes LB présentées dans la section précédente sur l’influence de cette fonction
as(n). La première considère en 2D la croissance simultanée de plusieurs cristaux qui peuvent avoir un nombre de branches
différents (section 3.5.1). La seconde réalise des comparaisons en 3D entre plusieurs formes de la fonction as(n) (section
3.5.2).

3.5.1 Croissance simultanée de plusieurs cristaux
On s’intéresse ici à la croissance simultanée de plusieurs cristaux qui peuvent avoir différents nombres de branches et

différentes inclinaisons possibles. La difficulté ne réside pas dans la croissance simultanée de plusieurs cristaux puisque leur
nombre est naturellement pris en compte dans le modèle à champ de phase par l’intermédiaire de la condition initiale. Par
exemple, si on cherche à faire croître trois cristaux, on initialise trois graines qui vont grossir au fur et à mesure de la simulation.
Néanmoins ces cristaux auront le même nombre de branches. On cherche ici à faire croître plusieurs cristaux, chacun d’eux
possédant sa propre fonction d’anisotropie as(n).

Algorithme. Cette fonction d’anisotropie doit dépendre d’un nouvel indice a(I)s (n) où I � I(x; t) est un champ d’indices
entiers dont les valeurs correspondent au numéro du cristal. Ce nouveau champ est une fonction de la position et du temps et
varie de 1 à NI où NI est le nombre de cristaux. L’indice I vaut 1 pour le premier cristal ; 2 pour le second, 3 pour le troisième,
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etc ... Sa valeur est nulle partout ailleurs. Par exemple en 2D, si on choisit NI = 3 cristaux, chacun d’eux composés de 4, 5 et
6 branches respectivement, il faut calculer l’évolution du champ I(x; t). Après l’initialisation des champs φ et I, on repère à
chaque pas de temps les nœuds qui entourent chaque cristal à l’aide d’un critère sur la norme du gradient de φ :

��∇∇∇φ
��> ε, où

ε est une petite valeur numérique contrôlée par l’utilisateur. Ce critère permet d’identifier l’ensemble des nœuds du maillage
ayant une valeur nulle du champ indiciel I(x; t) et situés à proximité de la zone diffuse de chaque cristal. On cherche ensuite à
différencier les nœuds appartenant à chaque zone diffuse en leur attribuant un indice propre relatif au numéro de cristal. Dans
la phase d’initialisation, pour chaque nœud d’une zone diffuse donnée, on utilise un critère de proximité par rapport au centre
des graines pour lui attribuer un numéro de cristal. Ensuite, au cours des itérations en temps, chaque nœud d’indice 0 de la
nouvelle zone diffuse prend la valeur du nœud le plus proche ayant un indice différent de zéro.

FIGURE 3.10 – Iso-valeurs du champ φ en plusieurs temps
(lignes noires) superposées au champ de température au temps
final (d’après [P4]).

Simulation. La figure 3.10 présente les résultats de l’al-
gorithme pour trois cristaux, et montre le champ de phase
φ = 0 en plusieurs temps (lignes noires) superposés au
champ de température au temps final. Le premier cristal
(en bas à gauche) possède quatre branches et il est incliné
de 45° par rapport à l’axe des abscisses. Le second (en bas
à droite) possède cinq branches et le troisième (en haut)
en possède six. On constate que pour des temps courts, la
taille de chaque branche de chacun des cristaux est iden-
tique. En revanche, pour des temps plus élevés, certaines
branches de chaque cristal sont plus petites à cause de l’in-
fluence des autres cristaux. Plus précisément, la croissance
de ces branches est limitée par le champ de température qui
est plus élevée dans la zone centrale d’interaction des cris-
taux. Dans cette zone, la chaleur latente relâchée durant la
solidification s’évacue moins vite dans le système, ce qui
diminue la vitesse de croissance des branches concernées.

Observation expérimentale. Ce mécanisme pourrait ex-
pliquer certaines observations dans les verres. En effet, la
figure 3.11a présente un cristal d’apatite à six branches observé dans un verre 8Nd-8Ca chauffé à 970°C pendant 15h [106].
Sur ce cristal, on constate des branches plus courtes qui pourraient s’expliquer par l’interaction avec les autres cristaux au
cours de leur formation. La figure 3.11b présente le champ de concentration obtenu en relançant la simulation avec le modèle
complet à trois équations. On constate que le modèle permet de reproduire à la fois le nombre de branches de la dendrite, le
raccourcissement de certaines d’entre elles et la variation de composition à l’intérieur du cristal qui correspond à une zone
plus foncée sur l’observation et en bleu clair sur la simulation. Les détails du mécanisme restent à approfondir, par exemple
en étant plus quantitatif sur la vitesse de croissance des branches et en reproduisant le trou qui se forme au centre de la
dendrite. Néanmoins, le modèle est prometteur car il permet de proposer différents scénarios phénoménologiques des formes
dendritiques observées dans les verres.

3.5.2 Effets de la fonction d’anisotropie
La fonction d’anisotropie as(n) est responsable des formes caractéristiques des cristaux. Dans les schémas LB, cette

fonction as(n) apparaît (i) dans l’équation du champ de phase (Eq. (3.10a)), (ii) dans la fonction vectorielle NNN (x; t) de la
fonction à l’équilibre (Eq. (3.10b)) et (iii) dans le taux de relaxation ηφ (Eq. (3.10d)).

Généralisation de la fonction d’anisotropie. On présente quelques simulations pour lesquelles la fonction d’anisotropie
privilégie une croissance des branches de direction différente à celle h100i en 3D (ou h10i en 2D), c’est-à-dire une croissance
des branches n’est pas dirigée le long des axes principaux du système de coordonnées. Une généralisation de la fonction as(n)
définie par l’Eq. (3.6d) est donnée par [94] :

as(n) = 1+ εs

 
∑

α=x;y;z
n4

α�
3
5

!
+ γ

 
3 ∑

α=x;y;z
n4

α +66n2
xn2

yn2
z �

17
7

!
; (3.15)

où εs contrôle l’intensité de l’anisotropie dans les directions h100i et γ contrôle son intensité dans les directions h110i. Le
premier terme du côté droit est l’harmonique cubique K0;0 = 1, le second est K4;1 ∝ [5Q(n)� 3] et le dernier correspond à
l’harmonique cubique K6;1 ∝ [462S(n)+21Q(n)�17] avec S(n) = n2

xn2
yn2

z . On pourra se référer à [107, 108] pour la définition
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(a) Cristal d’apatite à six branches observé dans un verre 8Nd-
8Ca chauffé à 970° pendant 15h (d’après [106]).

(b) Champ de concentration de trois cristaux en interaction si-
mulé par le modèle complet Eqs. (3.6a)–(3.6c) (d’après [R3]).

FIGURE 3.11 – (a) Observation d’un cristal à six branches. (b) Simulation LBM d’interaction de trois cristaux.

d’autres harmoniques cubiques d’ordre plus élevé, définies en terme de fonctions Q(n) et S(n). Plusieurs expériences et
simulations qui impliquent la fonction d’anisotropie (Eq. (3.15)) ont été réalisées pour étudier la transition entre des dendrites
orientées h100i à d’autres orientées h110i [95, 109].

Représentation graphique de as(n). Pour visualiser l’influence de chaque terme de l’équation (3.15), une représentation
graphique de chacun d’eux est tracée sur une surface sphérique. Pour cela, à l’intérieur d’un domaine cubique composé de
2003 nœuds, le champ de phase φ(x; 0) est initialisé au centre xs = (100; 100; 100)T sous la forme d’une sphère de rayon
Rs = 50 l.u. Les composantes nx, ny et nz sont ensuite calculées avec sa définition n = �∇∇∇φ=

��∇∇∇φ
��. Enfin, chaque terme de

l’Eq. (3.15) est calculé et post-traîté sur une surface sphérique de rayon Rs et centrée en xs. Les résultats sont présentés sur la
Fig. 3.12 pour différentes valeurs de εs et γ. Sur ces figures, les zones rouges et bleues correspondent respectivement aux zones
où la croissance est maximale et minimale. Comme attendu, la fonction Q(n) favorise la croissance dans la direction h100i
(Fig. 3.12a) ; S(n) la favorise dans la direction h111i (Fig. 3.12b), et as(n) définie par Eq. (3.15) avec εs = 0 et γ = �0:02
favorise la croissance dans la direction h110i (Fig. 3.12e).

Simulations 3D de sensibilité à as(n). Des simulations LBM 3D sont réalisées en utilisant trois fonctions d’anisotropie.
La première est celle définie par l’Eq. (3.6d) avec εs = 0:05 qui favorise la croissance dans la direction h100i (voir Fig.
3.12a). La seconde fonction est définie par l’Eq. (3.15) qui favorise le développement du cristal dans la direction h110i si
εs = 0 et γ = �0:02 (voir Fig. 3.12e). La dernière est définie par as(n) = 66γn2

xn2
yn2

z ; avec γ = 0:02. Cette fonction favorise
la croissance dans la direction h111i (voir Fig. 3.12b). Pour chaque simulation, le domaine de calcul est composé de 3513

nœuds et le sous-refroidissement est fixé à ∆ = 0:30. Le pas d’espace est δx = 0:01 et le pas de temps vaut δt = 1:5�10�5. La
graine est initialisée au centre du domaine xc = (175; 175; 175)T . L’épaisseur de l’interface est égale à W0 = 0:0125, le temps
cinétique est égal à τ0 = 1:5625� 10�4, le coefficient de couplage vaut λ = 10, et la diffusivité thermique est fixée à κ = 1.
Les enveloppes des cristaux φ = 0 sont présentées sur la figure 3.13 pour des directions h100i (Fig. 3.13a), h110i (Fig. 3.13b)
et h111i (Fig. 3.13c). Pour la seconde dendrite, le cristal présente douze branches : quatre contenues dans le plan XY , quatre
autres au-dessus de ce plan et quatre dernières au-dessous. Enfin, la troisième dendrite présente quatre branches au-dessus de
ce même plan et quatre autres au-dessous.

3.6 Pour aller plus loin
Couplage avec les fluides. Les couplages de la croissance cristalline avec l’hydrodynamique ont des applications impor-
tantes sur la sédimentation des dendrites et leur rotation. Plusieurs travaux étudient l’influence des écoulements sur la forme
dendritique, lorsque les cristaux sont considérés fixes dans l’écoulement ([88, 110], avec de la convection naturelle ou forcée
[111], en 3D [89]) et lorsque le cristal est supposé mobile dans l’écoulement et qu’il peut tourner sur lui-même [112, 113, 114].
Sur la base des couplages solidification/hydrodynamique déjà initiés dans [P5] et dans la thèse d’AMINA YOUNSI sur l’effet
du changement de densité au cours de la solidification, les effets sur la croissance dendritique pourraient être approfondis pour
les mélanges binaires et pour l’interaction avec les fluides diphasiques immiscibles. La simulation fluides binaires immiscibles
est présentée dans le chapitre 5.
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(a) Q(n) = n4
x +n4

y +n4
z (b) S(n) = n2

xn2
yn2

z (c) 3Q(n)+66S(n)

(d) as(n) avec εs = 0:02, γ =�0:02 (e) as(n) avec εs = 0, γ =�0:02 (f) as(n) avec εs = 0:05, γ = 0:02

FIGURE 3.12 – Représentation graphique de chaque terme de l’Eq. (3.15). Les directions de croissance privilégiées corres-
pondent aux zones en rouge sur les graphiques (d’après [P4]).

« Phase-field crystal ». Une autre classe de modèles à champ de phase, ceux dîts «cristallins» («Phase-Field Crystal» – PFC)
[115, 116] permettent d’obtenir, en plus de la position de l’interface entre solide/liquide, la structure périodique de la phase
solide. De nombreuses propriétés structurales sont contenues dans cette nouvelle classe de modèles qui nécessitent néanmoins
une modification des équations aux dérivées partielles pour tenir compte de la périodicité du réseau cristallin. On pourra se
référer à la publication de synthèse [117]. Une illustration récente de simulation PFC peut être trouvée dans [118] où le modèle
à champ de phase cristallin fait apparaître une dérivée d’ordre six (divergence d’un gradient d’un bi-laplacien). La simulation
du bi-laplacien sera présentée dans le chapitre 5 pour l’équation de Cahn-Hilliard, mais les méthodes LB doivent être adaptées
pour simuler le modèle PFC. Ce travail pourra s’inspirer de [119] qui simulent les équations de Burgers, Korteweg-de Vries et
Kuramoto-Sivashinsky (KS) par LBM. En particulier, l’équation KS fait intervenir une dérivée d’ordre quatrième et l’analyse
au sixième ordre à été réalisé dans [120].

(a) Direction de croissance h100i (b) Direction de croissance h110i (c) Direction de croissance h111i

FIGURE 3.13 – Enveloppes φ = 0 pour as(n) défini par (a) Eq. (3.6d) avec εs = 0:05 à t = 5�103δt ; (b) Eq. (3.15) avec εs = 0
et γ =�0:02 à t = 2:5�104δt ; (c) Eq. (3.15) avec εs = 0 et γ = 0:02 à t = 1:5�104δt (d’après [P4]).
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Chapitre 4

Transport « anormal » en milieu poreux et
LBM pour une ADE « fractionnaire »

4.1 Introduction
Pour les études d’impact sur l’environnement, et plus généralement pour l’étude des transferts de solutés dans les milieux

poreux, de nombreux modèles de transport ont été proposés depuis plusieurs décennies. Les approches théoriques et les mo-
dèles qui en découlent, se différencient selon l’échelle spatiale du système considéré, par exemple l’échelle du bassin versant
ou bien, à l’extrême opposé, celle du pore. Lorsqu’on cherche à améliorer la prédictibilité des modèles, on est souvent amené
à découpler les effets multiphysiques et à les valider séparément. Pour cela, les systèmes naturels posent des difficultés car ils
sont souvent insuffisamment instrumentés pour étudier les effets physiques séparément. D’autres difficultés sont aussi liées à
leur hétérogénéité naturelle et à la méconnaissance des conditions initiales et des conditions aux limites ce qui explique les
efforts faits en modélisation sur les méthodes inverses. Pour toutes ces raisons, sans une connaissance approfondie (caracté-
risation, instrumentation et expérimentation) du site naturel, des doutes subsistent sur la prédiction des simulations issues des
codes de calcul et des modèles associés.

À la suite de l’expérience que j’ai acquise en thèse sur la simulation des systèmes naturels hétérogènes (CEA/Cadarache
[T1]), je me suis intéressé à un système expérimental permettant de mesurer des données dans des conditions contrôlées.
L’intérêt d’un tel système expérimental est de pouvoir agir sur les conditions opératoires des expériences ce qui permet de
minimiser les incertitudes sur les paramètres d’entrées des codes de calculs. Plus précisément, elles permettent d’avoir des
mesures sur la base desquelles les modèles peuvent être comparés rigoureusement tout en ayant la maitrise du milieu poreux
et de sa saturation, du type de traceur (réactifs ou non), du temps d’injection, etc ... Ensuite, ces modèles peuvent être enrichis
petit à petit pour reproduire une phénoménologie plus complexe mais toujours en relation avec l’expérience. Le contact direct
avec l’expérimentateur permet aussi de lever les doutes sur certaines valeurs du modèle lorsque celui-ci ne « colle » pas aux
données. La limite de cette démarche est que les conclusions tirées de ces expériences ne sont valables que dans les conditions
opératoires étudiées, et elles ne peuvent pas être extrapolées pour un site naturel qui possède ses propres caractéristiques.

Ce chapitre réalise la synthèse de travaux réalisés sur les modèles de transport en milieu poreux et se scinde en deux parties
distinctes. Tout d’abord dans les sections 4.2 et 4.3, il synthétise les résultats issus du « va-et-vient » entre la modélisation du
transport et des expériences réalisées sur un système simplifié : une colonne de sable de Fontainebleau calibré. L’expérimen-
tation en colonne est très répandue dans les laboratoires, mais le principal atout du dispositif du CEA/DPC est qu’il permet
d’avoir un grand nombre de données grâce à un système de mesures non intrusif et totalement automatisé (voir section 4.2.1).
Les données mesurées dans les conditions insaturées présentent des trainées sur les courbes de concentration (« transport anor-
mal »), et pour les reproduire, des modèles plus originaux ont été investigués. Il s’agit des EDPs fractionnaires, c’est-à-dire
des EDPs qui présentent des dérivées pouvant avoir des ordres non entiers. Ces EDPs fractionnaires sont intimement liées aux
approches particulaires de type « marches aléatoires » qui seront rappelées avec les modèles classiques dans la section 4.2.2.

Ce travail exploratoire a été réalisé dans le projet ANR TRAM en comparant des modèles fractionnaires en temps avec
des données. La LBM a été utilisée pour comparer avec les mesures les modèles classiques tels que l’Equation d’Advection-
Diffusion et le Modèle eau Immobile et eau Mobile (section 4.2.3). Cependant les équations avec « effet de mémoire à longue
portée » (i.e. fractionnaire en temps) ont été simulées en différences finies. Pour ces équations, des méthodes LB spécifiques
devaient être établies et ce travail n’était pas la priorité dans le projet ANR. La simulation de l’ensemble des données, en
particulier celles mesurées dans la partie inférieure de la colonne, a nécessité de complexifier le modèle fractionnaire en temps
en approfondissant l’hétérogénéité spatiale de ses paramètres. La dépendance spatiale des paramètres augmente considérable-
ment le nombre de paramètres d’entrée du code de calcul et l’approche inverse par « état adjoint » a été adaptée et étendue
pour tenir compte de cette variabilité. Le problème adjoint continu pour un modèle fractionnaire en temps et les résultats de
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son application sur des paramètres uniformes puis non uniformes seront synthétisés dans la section 4.3.
Sur la colonne, les données sont mesurées à plusieurs hauteurs et se présentent comme des courbes d’évolution de la

concentration au cours du temps. Ces types de données justifiaient d’initier la modélisation en considérant un modèle frac-
tionnaire en temps. Cependant, certaines expériences de RMN réalisées par l’IFPEN durant le projet ANR ont suggéré de
s’intéresser à des équations fractionnaires en espace. Ces expériences s’ajoutent à plusieurs observations qui proviennent
d’autres références de la littérature, et justifient la simulation numérique de telles équations. Pour cela, un effort a été fait
récemment pour simuler ce type d’EDPs en utilisant la LBM (section 4.4). La synthèse de la méthode LB qui a été établie
pour simuler une ADE fractionnaire en espace constitue la seconde partie de ce chapitre. Dans la section 4.4.2, des détails sont
donnés sur les points importants de la méthode et la section 4.4.3 présente quelques validations avec des marches aléatoires.
Des solutions analytiques existent pour ces équations mais on choisit de mettre en évidence l’équivalence de deux méthodes
numériques très différentes pour simuler un même comportement « anormal » du traceur.

4.2 Contexte CEA et évolution des travaux
Dans cette section on présente tout d’abord le dispositif expérimental BEETI du CEA (section 4.2.1), puis on rappelle

les modèles de transport en milieux poreux qui permettent de décrire les dissymétries qui apparaissent sur les courbes de
concentration (section 4.2.2). Enfin la section 4.2.3 décrit l’évolution des travaux de laquelle sera extraite la partie relative à
la « modélisation inverse du MIM fractionnaire en temps » qui sera synthétisée dans la section 4.3.

4.2.1 Dispositif expérimental BEETI du DPC
Dans une démarche visant à simuler des modèles de transport en relation avec des données expérimentales, je me suis

intéressé au dispositif BEETI (pour Banc Expérimental pour l’Etude des Transferts Insaturés – voir Fig. 4.1a) qui a été mis
en place au Département de Physico-Chimie (DPC) du CEA entre 2005 et 2007. Ce dispositif devait permettre d’étudier ulté-
rieurement les phénomènes de transport dans un milieu poreux lorsque le soluté interagit avec le solide (rétention chimique)
et dans des conditions non saturées en eau, c’est-à-dire que la porosité est remplie par un mélange d’eau et d’air. La présence
d’une phase gazeuse dans la porosité modifie les lois classiquement utilisées dans le domaine. Par exemple, pour les écoule-
ments, la « loi de Darcy » qui relie la vitesse q au produit de la conductivité hydraulique par l’opposé du gradient de charge
hydraulique est remplacée par l’équation de Richards [121]. Cette équation fait intervenir des lois phénoménologiques entre la
conductivité hydraulique et la saturation avec la teneur en eau du milieu θ (e.g. la loi de van Genuchten–Mualem [122, 123],
qui est modifiée dans [124] pour des propriétés proches de la saturation). Cette équation a déjà été simulée par LBM-TRT
dans [125]. Sur BEETI, des études de rétention chimique ont été réalisées récemment en milieu saturé dans [126] et d’autres
études sont actuellement en cours au DPC sur la partie insaturée.

(a) Schéma conceptuel du dispositif expérimental BEETI. (b) Émetteur et détecteur dichromatique à rayons
X entourant la colonne placée sous le système
d’étalonnage.

FIGURE 4.1 – Dispositif expérimental BEETI du CEA/DPC. D’après C. LATRILLE, 2008.
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Le principal atout de ce dispositif réside dans la façon de mesurer les propriétés du milieu poreux telles que la porosité,
les fractions volumiques des phases mises en jeu, et les concentrations. Le principe de mesure est basé sur l’émission et la
détection de deux énergies X (principe identique à l’atténuation des rayons gamma [127, 128]) qui permettent de caractériser
simultanément deux phases contenues dans le système (colonne remplie du milieu poreux et des traceurs). Il est composé d’un
bloc émetteur et d’un bloc détecteur, appelés « système dichromatique », positionnés de part et d’autre de la colonne (voir
Fig. 4.1b). Chacun d’eux est disposé sur un support mécanique permettant le déplacement vertical de ces deux blocs le long
de la colonne. L’ensemble du dispositif (dichromatique, système hydraulique, injection de traceurs, déplacement du couple
émetteur-détecteur et mesure des taux de comptage) est totalement piloté par ordinateur. Le dispositif permet donc de mesurer
localement les propriétés du milieu (porosité et/ou teneur en eau) et les concentrations en plusieurs hauteurs de la colonne
alors que la majorité des dispositifs en colonne ne permettent que de mesurer les courbes à la sortie. Dr C. LATRILLE était
chargée de la mise en place du dispositif expérimental et de la réalisation des expérimentations. Au CEA le dispositif a été
soutenu par le projet STOEN et la modélisation par MRISQ.

4.2.2 Modèles de transport en milieu poreux
Après l’acquisition des premières mesures en 2007/2008, ce dispositif a été l’occasion d’appliquer plusieurs modèles de

transport dans des conditions hydrauliques saturées et non saturées en eau. Ces modèles sont composés d’EDPs classiques et
de leurs versions particulaires (marches aléatoires) qui sont rappelés ci-dessous.

4.2.2.1 Modèles classiques

Équation d’Advection-Dispersion (ADE) en milieu saturé. Dans un milieu saturé et homogène, les courbes de concen-
tration d’un traceur non-réactif mesurées en sortie de colonne sont généralement symétriques lorsqu’on soumet le système à
une perturbation de durée finie (condition à la limite de type créneau par exemple). Cette propriété est facilement décrite et
reproduite en résolvant l’équation d’advection-dispersion (ADE) suivante :

ω(x)
∂C
∂t

(x; t) =�∇∇∇ � (q(x; t)C(x; t)�De∇∇∇C); (4.1)

où x est la position, t le temps, C(x; t) est la concentration, ω(x) est la porosité du milieu, q(x; t) est la vitesse de Darcy et
De est le tenseur de dispersion effective. Le qualificatif « effectif » signifie que le paramètre de dispersion fait intervenir la
diffusion moléculaire et des propriétés géométriques du milieu poreux telles que la dispersivité et la tortuosité [129]. Dans le
cas d’un problème de diffusion pure ou de diffusion avec rétention chimique, ces paramètres effectifs peuvent être retrouvés
par une méthode d’homogénéisation, par exemple la « prise en moyenne volumique » [52]. Une des solutions fondamentales
en une dimension d’espace lorsque le système est soumis à un Dirac, est une gaussienne dont l’écart type varie avec la racine
carrée du temps. Cette équation est obtenue à partir des lois de conservation (bilan de masse) pour laquelle l’expression du
flux de concentration est prise en faisant une analogie à la loi de Fick. Le comportement de la solution de cette équation est
qualifié de gaussien et le transport décrit est qualifié de fickien.

Modèle « eau Immobile et eau Mobile » (MIM). Cependant, lorsque le milieu est insaturé, les résultats des expériences
indiquent que le transport est sujet à des variations de vitesses plus importantes ainsi qu’à un mélange du soluté plus lent
que dans un milieu saturé [130]. La dispersivité devient aussi une fonction de la teneur en eau [130, 131]. En plus, la courbe
de percée (courbe de concentration en fonction du temps mesurée en sortie de colonne) présente une traînée qui détruit sa
symétrie. À cause d’elle, le comportement du traceur est généralement qualifié de « non-gaussien » (on parle également de
transport « anormal » [132] ou « non-Fickien » [133]). L’ADE classique Eq. (4.1) s’avère impuissante à reproduire la totalité
de la courbe de percée et des trainées qui sont observées sur les expériences. Une des toutes premières alternatives à l’ADE
qui a été proposée est le « Modèle eau-Immobile et eau-Mobile » (MIM) [134, 135, 136] :

θm
∂Cm

∂t
= �∇∇∇ � (qCm�De∇∇∇Cm)�Λ(Cm�Cim); (4.2a)

θim
∂Cim

∂t
= Λ(Cm�Cim); (4.2b)

où Cm et Cim sont respectivement les concentrations mobiles et immobiles ; θm et θim sont les teneurs en eau mobile et
immobile et le tenseur du second ordre De représente le tenseur de dispersion effective. Le coefficient Λ, homogène à l’inverse
d’un temps, représente le taux de transfert entre les deux phases mobile et immobile. Le principal avantage du modèle MIM est
qu’il permet de reproduire le comportement dit « anormal » ou « non-Fickien » des courbes de concentrations en découplant
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la teneur en eau totale du système θ en une teneur en eau mobile et une autre immobile : θ = θm + θim. Cette dernière ne
participe pas aux écoulements (pas de vitesse associée) mais elle est responsable de la rétention d’une partie de la concentration
totale, i.e. la concentration immobile Cim. Le modèle est purement empirique et ses paramètres supplémentaires (à caler)
permettent de mieux reproduire les trainées observées sur les courbes de percée. Les modèles de type « double-milieu »
comme le système d’équations (4.2a)-(4.2b) apparaissent également dans plusieurs applications en milieu saturé et peuvent
être déduits de considérations théoriques, basées sur les prises en moyenne volumique associées à des problèmes de fermeture.
Par exemple [137] dans lequel le système est composé d’un mélange de sable de Fontainebleau et d’argile (illite du Puy).

4.2.2.2 Marches aléatoires (RW)

Une autre façon de décrire le comportement « non-fickien » du traceur est d’appliquer les EDPs « fractionnaires » ([138]
par exemple) dans lesquelles l’ordre des dérivées en espace et/ou en temps ne sont plus entiers. Les dérivées partielles frac-
tionnaires ont un lien avec les approches particulaires de type « marches aléatoires » (Random Walk – RW). Celles-ci sont
modifiées pour introduire une distribution qui n’est plus uniforme en temps (Marches Aléatoires à Temps Continus – CTRW)
pour le fractionnaire en temps. Elles peuvent aussi être modifiées avec une distribution en espace qui n’obéit plus à une dis-
tribution gaussienne pour le fractionnaire en espace. Deux exemples d’EDPs fractionnaires sont présentées dans la suite :
la première est fractionnaire en temps (section 4.3) et la seconde en espace (section 4.4). Les différentes marches aléatoires
équivalentes à ces EDPs fractionnaires sont rappelées ci-dessous.

Marches aléatoires classiques. Les marches aléatoires tirent leurs origines du mouvement brownien [139] et elles per-
mettent de reproduire le comportement diffusif d’une solution à partir d’une description particulaire. Les positions xi de
chaque particule i sont calculées et on en déduit leur distribution de position, c’est-à-dire en comptant le nombre de particules
dans un élément de volume (ou de surface) et en divisant par cet élément de volume. Les positions successives de chaque
particules au temps t +∆t sont calculées à partir de la position au pas de temps courant t auquel on rajoute un terme qui
représente le saut de la particule par la relation :

xi(t +∆t) = xi(t)+

 
D1=2

xx 0
0 D1=2

yy

!
(2∆t)1=2Gi +u∆t: (4.3)

En 2D, Gi = (gi
1; gi

2) est un vecteur aléatoire de R2 avec des composantes indépendantes gaussiennes, i.e. de fonction de
densité de probabilité F(x) = (σ

p
2π)�1 exp��(x�m)2=(2σ2)

�
où m est la valeur moyenne et σ2 est la variance. Dans l’Eq.

(4.3), ∆t est le pas de temps, Dxx et Dyy sont les coefficients de diffusion et u la vitesse. En pratique, numériquement, on génère
les variables gi

1 et gi
2 pour chaque particule en utilisant deux variables indépendantes r1 et r2 distribuées de manière uniforme

et en appliquant les relations : g1 =
p
�2ln(r1)cos(2πr2) et g2 =

p
�2ln(r1)sin(2πr2). La densité de probabilité P(x; t) d’un

tel algorithme obéit à l’équation ∂tP(x; t)+∇∇∇ �uP(x; t) =∇∇∇ � (D∇∇∇P(x; t)). On pourra consulter les références [140, 141] pour
une revue de ces approches particulaires et aux équivalences avec les EDPs.

Lois de Lévy « alpha-stable ». Une généralisation de la loi gaussienne est donnée par la « loi de Lévy alpha-stable » dont
la relation d’évolution est donnée par :

xi(t +∆t) = xi(t)+
�

(D∆t)1=αx 0
0 (D∆t)1=αy

�
Si +u∆t (4.4)

où Si est un vecteur aléatoire de composantes indépendantes et distribuées comme des variables aléatoires stables : Sx =
�cos(παx=2)S(αx; βx) et Sy =�cos(παy=2)S(αy; βy). La référence [142] rappelle la définition d’une fonction de densité de
probabilité d’une variable aléatoire alpha-stable et présente l’algorithme qui permet de générer une variable aléatoire alpha-
stable S(α; β). Le paramètre α est appelé l’exposant de stabilité et il est tel que 0 < α � 2. Lorsque α < 2, la particule peut
effectuer des sauts plus grands plus souvent que lorsque α = 2. Le paramètre β = 2p� 1 (la notation p sera utilisée dans la
section 4.4) est le paramètre d’asymétrie et il est tel que �1� β� 1 (i.e. 0� p� 1). Lorsque β = 0 (i.e. p = 1=2), la solution
est symétrique et lorsque β < 0 (i.e. p < 1=2), davantage de particules peuvent effectuer des sauts vers la droite. Dans la
section 4.4.2 on présentera l’EDP fractionnaire équivalente à cet algorithme particulaire avec des comparaisons entre la LBM
et ces marches aléatoires.

Marches aléatoires à temps continus (CTRW). Dans les deux marches aléatoires ci-dessus, la partie aléatoire intervient
dans les sauts en espace et non sur le temps qui évolue selon un incrément de temps ∆t fixe. La marche aléatoire à temps
continus consiste à reprendre l’algorithme RW classique et de modifier la durée (ou les durées si on considère un MIM)
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du temps de pause des particules. On parle de « Continuous Times Random Walk Theory » (CTRW) [143]. La théorie a été
appliquée la première fois au mouvement d’électrons dans les semi-conducteurs désordonnés [144, 145], puis dans les milieux
géologiques [146, 147, 148]. Elle peut aussi bien expliquer des transports fickiens que non-fickiens, et offre ainsi la possibilité
de simuler une large gamme de comportements de transport différents. Sous certaines conditions, les modèles ADE et MIM
apparaissent comme étant différents cas limites du modèle CTRW.

4.2.3 Démarche et réalisations
Étalonnage du système dichromatique et thèse sur le transport réactif. Le développement du système dichromatique
était assuré par le CEA/DRT (Dr D. CHAMBELLAN) mais la technique de mesure est relative et nécessite une étape préalable
d’étalonnage qui dépend du problème physique. Il revenait au DM2S et au DPC d’en assurer la mise en œuvre. De ce fait j’ai
été impliqué dans l’interprétation du système de mesures (double lois de Beer-Lambert pour du dichromatique). Pour cela,
j’ai été l’encadrant principal de quatre stages « ingénieur » qui ont été lancés en collaboration avec DPC et DRT : ceux de
N. BAUCLIN (2006), de G. LAPASSET (2007) puis J.-M. BLANQUIES et P. THIEBOT (2008). Cette partie a donné lieu à un
rapport de synthèse [R10] en 2007. Une description synthétique du dispositif est présentée dans le proceeding [P15] (2010).
En parallèle de la mise en place du dispositif BEETI, a débuté la thèse de SÉBASTIEN CADALEN que j’ai encadré au CEA
(Directeur de thèse officiel DR CNRS M. QUINTARD, IMFT). Cette thèse assurait le « soutien théorique » aux expériences.
Son travail de thèse était relatif à la modélisation et simulation du « transport réactif en milieu poreux » à l’aide de simulations
réalisées à l’« échelle du pore » suivi d’une homogénéisation pour obtenir un modèle représentatif de l’« échelle colonne ». La
thèse a été soutenue en 2008 [137] et a donné lieu aux proceedings [P16] et [P18].

Premières simulations en insaturé. Sur la partie « Modèles et simulations », après avoir pris contact avec Dr J. TOUR-
NEBIZE (IRSTEA/Antony) et Dr C. ARDOIS (IRSN/Fontenay-Aux-Roses) qui avaient déjà l’expérience de manipulations
en colonnes insaturées, des collaborations se sont mises en place avec des stagiaires de niveau M1 (F. LEBAS) et M2 (R.
HARICH) pour tester des modèles et faire des simulations sur leurs données. Dans le stage de F. LEBAS [R12] ont été testés
des modèles classiquement appliqués dans la discipline (MIM) avec des outils déjà existants (HYDRUSr). Dans le stage de R.
HARICH, un modèle plus original, basé sur les méthodes « Continuous Time Random Walks » a été testé en MATLABr. Les
travaux de cette dernière [R11], associés à la mise en place expérimentale [R10], ont conduit au post-doctorat de Dr ANDREA
ZOIA (2008–2009) au CEA et pour lequel j’ai été le principal encadrant. Dans sa thèse, ce dernier avait déjà pratiqué la mé-
thode CTRW. Il a adapté une méthode RW non-linéaire pour décrire la dynamique de panache dense de contaminant dans les
milieux poreux, puis il a appliqué son approche sur les premières mesures expérimentales issues du dispositif [P7]. Son travail
s’est poursuivi sur la modélisation des effets de densité observés sur BEETI [P8] avec le code Cast3M.

Projet ANR TRAM (TRansport Anormal en Milieux poreux). Les mesures expérimentales sur lesquelles a travaillé Dr
A. ZOIA ont été obtenues dans des conditions saturées en eau. La modélisation et simulation des mesures obtenues dans des
conditions insaturées se sont réalisées dans le post-doctorat de Dr BORIS MARYSHEV (2011–2013) et pour lequel j’ai été
le principal encadrant CEA. Le post-doctorat de B. MARYSHEV a été soutenu par le projet TRAM de l’Agence Nationale
de la Recherche (ANR-09-SYSC-015) [R19]. Ce projet a été proposé en collaboration avec l’Université d’Avignon (PR
M.-C. NÉEL qui était chef du projet, et MdC M. JOELSON), l’IFPEN (Dr D. BAUER et Dr M. FLEURY). Dans ce projet,
la contribution du CEA reposait sur les expériences colonne en milieu insaturé (DPC) et les simulations associées (DM2S).
L’IFPEN intervenait sur les mesures RMN et les simulations par réseaux de pores. Enfin l’université d’Avignon intervenait sur
les approches basées sur les marches aléatoires et les équations fractionnaires associées. Dans ce projet, j’étais le coordinateur
des activités côté CEA [PT3]. Dans son travail de post-doctorat, BORIS MARYSHEV, qui avait pratiqué numériquement les
équations fractionnaires dans sa thèse (par différences finies), a développé dans [P6] la « méthode de l’état adjoint » pour
l’estimation des paramètres du MIM fractionnaire en considérant tout d’abord des paramètres uniformes en espace. Il a ensuite
étendu la méthode aux paramètres non uniformes le long de la colonne dans [P2]. Une synthèse de ces travaux est présentée
dans la section 4.3.

LBM et transport « anormal ». Au cours du projet ANR, le modèle MIM (Eqs. (4.2a)-(4.2b)) a été simulé par LBM dans
[R8]. Ce travail a été l’occasion de mettre en œuvre la collision MRT (Multiple-Relaxation-Time) pour l’Eq. (4.2a), puis sur
cette base, la LBM a été adaptée récemment à la simulation d’une ADE avec dérivée fractionnaire en espace. Cette partie est
présentée dans la section 4.4.2. Pour le LBM-MIM, les conditions aux limites ont été adaptées aux conditions expérimentales
de la colonne :

(qCm�D∇∇∇Cm) �n = f (t) sur Γ1; (D∇∇∇Cm) �n = 0 sur Γ2; et (qCm�D∇∇∇Cm) �n = 0 sur Γ3 (4.5)
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avec f (t) = qxC0 si t � tflux et f (t) = 0 si t > tflux où tflux est le temps d’injection de la concentration C0. Ces conditions aux
limites sont de type flux total imposé sur la face en entrée Γ1 et variable au cours du temps ; une condition de flux diffusif nul
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nées expérimentales. D’après [R8], 2011.

en sortie Γ2 et une condition de flux total nul
sur les deux derniers bords Γ3. L’évolution
de la concentration immobile (Eq. (4.2b)) est
prise en compte en introduisant une seconde
fonction de distribution pour le calcul de
Cim. Enfin, le terme d’échange Λ(Cm�Cim)
est pris en compte comme un terme source
dans la LBE. Cette méthode a été validée
par des comparaisons avec des solutions ana-
lytiques classiques pour la partie ADE puis
avec Comsol Multiphysicsr sur un MIM
bidimensionnel avec des conditions aux li-
mites variables en temps.

L’ensemble de l’approche a été appli-
quée sur les données expérimentales issues
du dispositif BEETI en milieu insaturé. Des
comparaisons entre le modèle standard ADE
(en rouge) et le MIM (en bleu) sont indi-
quées sur la figure 4.2. Les données expéri-
mentales de ce graphe sont mesurées en en-
trée de colonne à 0 cm, puis à 22 cm et à
40 cm du haut de la colonne. Les paramètres
libres additionnels du MIM permettent de
mieux reproduire les queues des courbes. Cependant l’approche est limitée aux courbes de concentration mesurées dans
la partie haute de la colonne (x � 40 cm) car le profil de teneur en eau n’est pas uniforme et des décalages entre le modèle et
les données apparaissent dans la partie basse (x > 40 cm). On en reparle dans la section 4.3.3.

4.3 Identification paramétrique d’un modèle fractionnaire en temps
Le retour d’expérience des simulations qui ont été réalisées avec les modèles classiques, en particulier celles qui ont

conduit à la figure 4.2, a suggéré l’étude de modèles alternatifs pour pouvoir reproduire simultanément (i.e. au cours d’une
même simulation) la totalité des courbes de concentration et de leurs trainées. La section 4.3.1 présente le plus original
d’entre eux : le MIM fractionnaire en temps. Celui-ci fait intervenir plusieurs paramètres qui ne sont pas tous accessibles à
la mesure et, pour le comparer aux données, il est nécessaire de les caler. Pour cela une méthode d’estimation automatique
des paramètres, basée sur la méthode de l’état adjoint, a été développée sur le MIM fractionnaire (section 4.3.2). Enfin, les
mesures elles-mêmes montrent que des paramètres non uniformes doivent être considérés ce qui augmente leur nombre. Pour
cela, la méthode adjointe a été adaptée pour tenir compte de la variabilité spatiale des paramètres. Enfin, l’ensemble de la
démarche a été reprise récemment pour comparer les modèles MIM classique et MIM fractionnaire sur la base des mêmes
outils et des mêmes données (section 4.3.3). Cette section est une synthèse des références [P6] et [P2] pour des paramètres
considérés uniformes puis non uniformes respectivement.

4.3.1 MIM fractionnaire
Le modèle MIM (Eqs. (4.2a)–(4.2b)) suppose que le fluide circulant dans le milieu est composé de deux phases qui

échangent de la matière selon une cinétique du premier ordre. L’Eq. (4.2b) peut s’écrire de façon équivalente comme ∂tθimCim =

aCm � bCim dont la solution est Cim = (a=θim)Cm � e�b̃t où b̃ = b=θim et le symbole � représente la convolution de La-
place qui est réalisée avec une loi exponentielle. La concentration totale Ctot peut s’écrire en fonction de Cm par Ctot =

(θm=θ)Cm +(a=θ)Cm � e�b̃t et le modèle se simplifie en une seule équation d’inconnue Cm :

∂t

�
θmCm +aCm � e�b̃t

�
=�∂x [qxCm�D∂xCm] : (4.6)

Le modèle « MIM fractionnaire » [149, 150] est une généralisation fractionnaire de l’ADE qui décrit le transport de so-
luté dans un milieu unidimensionnel dans lequel les fluides peuvent s’immobiliser et retenir les solutés durant des temps
de piégeage de moyenne infinie. Le milieu unidimensionnel peut être une rivière [149, 151] (avec sa zone hypothétique)
ou bien une géométrie d’écoulement décrite dans [152]. Dans ce modèle, on suppose que Cim et Cm sont reliés par la
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relation Cim = ΛI1�α

0;+ Cm où I1�α

0;+ Cm = (1=Γ(1�α))Cm � t�α, c’est-à-dire que la convolution en temps a pour noyau une
loi de puissance et non pas une loi exponentielle comme supposé dans le MIM classique. Dans ces relations, Γ est la
fonction Gamma d’Euler, α appartient à l’intervalle ]0; 1[ et I1�α

0;+ est l’opérateur d’intégration fractionnaire définie par
I1�α

0;+ ϕ(t) = (1=Γ(1�α))
´ t

0 (t� t 0)�α
ϕ(t 0)dt 0 [153]. Avec cette hypothèse, le MIM fractionnaire appliqué à une colonne

insaturée s’écrit :

∂t

�
θm(x)Cm +Λ(x)I1�α

0;+ Cm

�
=�∂x [qxCm�D∂xCm] ; (4.7)

avec une condition initiale Cm(x; 0) nulle et des conditions aux limites données par la première équation de (4.5) en x = 0 et la
seconde équation en x = Lx = 80 cm. La concentration totale Ctot qui est mesurée par le dispositif est reliée à la concentration
mobile Cm par la relation :

Ctot(x; t) =
θm

θ
Cm(x; t)+

Λ

θΓ(1�α)

ˆ t

0
(t� t 0)�αCm(x; t 0)dt 0 (4.8)

L’équation (4.7) peut s’exprimer de façon équivalente avec une dérivée fractionnaire en temps d’ordre α en appliquant la
définition ∂t I1�α

0;+ � ∂α
t :

∂t (θm(x)Cm)+∂
α
t (Λ(x)Cm) =�∂x [qxCm�D∂xCm] (4.9)

mais pour la résolution numérique, on choisira l’Eq. (4.7). Le modèle a été discrétisé par la méthode des différences finies
avec un schéma implicite en temps. L’intégrale fractionnaire est discrétisée par la relation issue de [154]. Les développements
ont été réalisés en Fortran puis validés par une solution analytique. Dans la section suivante on présente une méthode
d’estimation automatique des paramètres de ce modèle (problème inverse) pour le comparer aux données expérimentales.

4.3.2 Problème adjoint avec intégrale fractionnaire
L’une des difficultés qui se pose en milieux poreux lorsqu’on cherche à comparer des modèles à des données est la

détermination des paramètres de ces modèles. Dans l’Eq. (4.9) les paramètres inconnus sont θm, α, Λ, et D, sachant que
certains d’entres eux peuvent dépendre des propriétés locales et donc de la position. Dans cette section on présente une
méthode de résolution de problème inverse qui permet d’identifier ces paramètres, étant connues les mesures de concentration
par le dispositif expérimental. La méthode est basée sur l’application de la « méthode de l’état adjoint » dont le principe a
déjà été rappelé sur un cas classique de diffusion dans l’Annexe A. Ici on synthétise sur le cas continu les points importants
de la méthode pour le modèle MIM fractionnaire. La déduction du système adjoint discret et des gradients discrets ont été
vérifiés en calculant ces mêmes gradients par différences finies, puis l’ensemble de l’approche a été validée sur des cas tests
synthétiques.

Formulation continue. La fonctionnelle à minimiser est définie par :

J (D; α; Λ; θm) =
1

C2
0

ˆ t f

0

ˆ Lx

0
f (D; α; Λ; θm)dxdt (4.10)

où on définit f (D; α; Λ; θm) =
�
Ctot(x; t)�Ĉ(x; t)

�2
avec Ĉ(x; t) qui sont les concentrations mesurées expérimentalement et

Ctot(x; t) qui sont les concentrations solutions du problème direct et reliées à Cm(x; t) par la relation (4.8). Les paramètres
à identifier sont D, α, Λ et θm. Comme rappelé dans l’annexe A, la particularité du problème adjoint est d’être rétrograde
en temps c’est-à-dire qu’il est résolu numériquement du temps final t f au temps initial. Dans le cas du modèle fraction-
naire en temps où l’opérateur de dérivation fractionnaire est remplacé par ∂α

t � ∂t I1�α

0;+ , l’opérateur adjoint de ∂t I1�α

0;+ est
(∂t I1�α

0;+ )? = �I1�α
t f ;�

∂t où l’intégrale fractionnaire I1�α
t f ;�

est définie par I1�α
t f ;�

= (1=Γ(1�α))
´ t f

t (t 0� t)�αϕ(t 0)dt 0. En géné-
ral les deux opérateurs de dérivation et d’intégration ne commutent pas sauf si ψ(t f ) = 0 et, pour que cette condition soit
réalisée, les données expérimentales au temps final n’ont pas été prises en compte (contrairement au cas présenté dans l’An-
nexe A). En considérant les quatre paramètres uniformes tout le long de la colonne, si on définit l’opérateur A tel que
ACm � ∂t

h
Cm +ΛI1�α

0;+ Cm

i
�∂x [D∂xCm�qxCm], alors l’opérateur adjoint A ? appliqué à l’état adjoint ψ est :

A
?
ψ = ∂t

h
ψ+ΛI1�α

t f ;�
ψ

i
�∂x [D∂xψ+qxψ] (4.11)

et le problème adjoint s’exprime comme A ?ψ = �∂ f=∂Cm muni de la condition finale ψ(x; t f ) = 0 et des conditions aux
limites D∂xψ+qψ = 0 et ∂xψ = 0 en x = Lx et x = 0 respectivement.
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Formulations discrètes. La déduction du système adjoint sous la forme continue permet d’anticiper les difficultés liées
à l’intégrale fractionnaire et de mieux comprendre où interviennent les données expérimentales. Cependant, en pratique, la
comparaison avec les données expérimentales se réalise avec un code qui traduit sous forme informatique des équations
discrétisées. De plus, la fonctionnelle coût s’exprime comme une somme discrète au lieu d’une intégrale continue. Pour être
cohérent avec les approximations utilisées pour la résolution du problème direct, le système adjoint discret et les gradients
discrets doivent être établis en partant du problème direct discrétisé [155] et non pas en discrétisant le problème adjoint (Eq.
(4.11)) et les gradients continus. Procéder de la sorte conduit à des erreurs de discrétisations qui ont un impact sur la précision
des gradients. En appliquant la méthode de l’état adjoint sur le problème direct discrétisé par différences finies, le système
adjoint et les gradients J sont déduits sous forme discrète dans la référence [P6] (section 4).

Validations et inversion avec paramètres uniformes. La méthodologie ci-dessus a été appliquée par B. MARYSHEV en
considérant tous les paramètres uniformes en espace. La programmation du système adjoint et des gradients a préalablement
été vérifiée en comparant les valeurs des dérivées de J par celles calculées par différences finies comme indiqué dans [156,
Section 2.4]. Avec cette dernière méthode, si on cherche à calculer quatre dérivées de J (une pour chaque paramètre), alors
cinq calculs directs sont nécessaires pour obtenir l’ensemble des dérivées. Se pose aussi le problème du choix du pas de
discrétisation qui varie pour chaque paramètre et à chaque itération de l’algorithme d’optimisation. Avec l’approche adjointe,
seulement deux calculs sont suffisants : le calcul direct et le calcul adjoint. La méthode adjointe est donc très efficace lorsque
le nombre de dérivées à calculer est grand, par exemple si les paramètres deviennent des fonctions de la position. Les dé-
veloppements ont aussi été validés sur des cas tests synthétiques, c’est-à-dire que des données Ĉ sont générées en « mode
direct » par le code avec un jeu de paramètres fixés, puis on cherche à retrouver ces paramètres en mode « inverse » à partir de
ces « données synthétiques ». L’approche a ensuite été appliquée sur des données réelles issues de BEETI et les résultats de
l’inversion sont satisfaisants pour les trois premières courbes mesurées pour x� 40 cm.

4.3.3 Variabilité spatiale et comparaison MIM/MIM fractionnaire
Dépendance des paramètres avec la position. Par contre, lorsque x > 40 cm des décalages en temps et en hauteur appa-
raissent entre les courbes mesurées et simulées. La raison est que le profil de teneur en eau totale n’est pas uniforme le long
de la colonne (voir les carrés rouges sur la Fig. 4.3b) et il semble raisonnable de supposer que celui de la teneur en eau mobile
ne le soit pas non plus. Il est donc nécessaire de considérer que certains paramètres varient avec la position x.
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FIGURE 4.3 – Concentrations et paramétrisation du MIM fractionnaire en temps. D’après B. MARYSHEV et al. [P2], 2017.

La méthode adjointe a été étendue dans [P2] en considérant que la teneur en eau mobile et le coefficient d’échange peuvent
dépendre de la position x : θm(x) et Λ(x). La teneur en eau totale θ mesurée expérimentalement est tout d’abord interpolée
par des splines (courbes noires sur la Fig. 4.3b) en choisissant un certain nombre de points de base de coordonnées xb. Les
paramètres θm sont ensuite identifiés sur ces points xb. Par exemple si on choisit cinq points de base alors il y aura cinq
paramètres θm à identifier et la méthode adjointe fournit cinq dérivées de J associées à chaque θm.

Finalement, plusieurs jeux de données ont fait l’objet d’une inversion. Pour l’un d’eux, mesurés pour une injection de
C0 = 0:1 mol/l pendant tflux = 3h à la vitesse de q= 1:05 cm.h�1, les résultats du calage de toutes les courbes de concentration
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sont présentés sur la figure 4.3a. Les paramètres inversés sont α = 0:892 et D = 3:48�10�3 cm2=h. Les courbes Λ(x) et θm(x)
résultats de l’inversion sont présentées sur la Fig. 4.3b respectivement en noir (encart à gauche) et en rouge. La courbe θim(x)
en vert est déduite par la relation θim(x) = θ(x)�θm(x).
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Comparaisons MIM et MIM fractionnaire. Finale-
ment, sur la base des mêmes hypothèses de variabilité spa-
tiale des paramètres, la méthode de l’état adjoint a été ap-
pliquée au modèle MIM classique [O1]. Le nombre de pa-
ramètres à optimiser est identique pour les deux modèles
MIM classique et MIM fractionnaire. Il s’agit de θm(x),
a(x), b(x) et D pour le MIM classique et θm(x), Λ(x), α, D
pour le MIM fractionnaire. Pour le MIM classique l’inter-
polation de θ(x) et les coordonnées des points de base xb
sont les mêmes pour identifier a(x), b(x) et θ(x). Les ré-
sultats de l’inversion pour le MIM classique sont présentés
sur la figure 4.4 sur laquelle on constate que les trainées
de toutes les courbes sont moins bien reproduites qu’en ap-
pliquant un MIM fractionnaire. Les écarts se traduisent par
une valeur de la fonctionnelle J qui est plus grande pour
le MIM (J = 11:2) que celle obtenue par le MIM fraction-
naire (J = 3:3). L’interprétation physique des paramètres
calibrés doit encore faire l’objet d’une étude approfondie
sur d’autres données issues du dispositif BEETI.

4.4 LBM pour l’ADE fractionnaire en espace
Les expériences de RMN réalisées par l’IFPEN durant le projet ANR [157, 158] ont suggéré de s’intéresser à une ADE

fractionnaire en espace. Elles s’ajoutent à d’autres expériences réalisées sur site [159] ou dans une rivière [160] qui observent
des traceurs aux profils aux « ailes épaisses » qui sont bien modélisées par une loi alpha-stable et non par une gaussienne.
Toutes ces observations justifient la simulation numérique de telles équations et la LBM est bien adaptée pour les simuler en
3D. Dans la section 4.4.1, on rappelle une forme particulière d’une ADE fractionnaire en espace, celle de Riemann-Liouville.
Les détails de l’algorithme LBM pour simuler cette équation sont donnés dans la section 4.4.2. Une ADE fractionnaire de
type Caputo (qui intervertit la dérivée partielle et l’intégrale fractionnaire) a également été simulée par LBM dans [P1]. Les
modifications et les validations associées sont présentées dans la section 3.5 de [P1] mais elles ne sont pas détaillées ici. Enfin
la section 4.4.3 présente quelques validations avec les marches aléatoires.

4.4.1 Modèle mathématique
On considère une équation fractionnaire qui modélise l’étalement d’un soluté de concentration C dans un fluide de vitesse

moyenne u = ∑
d
µ=1 uµbµ et superposée à un champ de vitesses à petite échelle (fluctuations locales) et dont la complexité est

responsable du flux dispersif non Fickien �DFFF αααpppggg(C) :

∂C
∂t

(x; t)+∇∇∇ �u(x; t)C(x; t) =∇∇∇ �D(x)FFF αααpppggg(C)+Sc(x; t): (4.12)

La variable d’espace x appartient à un domaine Ω de Rd , et elle est décrite dans la base orthonormale fbµ; pourµ = 1; :::; dg
de Rd par ses coordonnées notées xµ : les indices grecs indiquent les coordonnées spatiales. Sc est le terme source. Les
coordonnées du vecteur FFF αααpppggg(C) sont composées des dérivées partielles de C par rapport à xµ et représentent les variations
de C quand toutes les autres coordonnées de x sont fixées. Ces dérivées sont d’ordre un dans l’ADE standard, mais dans l’Eq.
(4.12) elles peuvent avoir un ordre fractionnaire αµ�1. Ces ordres αµ peuvent avoir des valeurs différentes et sont regroupés
dans un vecteur ααα = (α1; :::; αd)

T qui appartient à ]1; 2]d . En général les dérivées fractionnaires ne sont pas complètement
déterminées par leur ordre. C’est pourquoi le vecteur FFF αααpppggg(C) dépend aussi des paramètres pµ 2 [0; 1] qui sont regroupés
dans un vecteur ppp = (p1; ::: pd)

T et dont la signification physique est donnée ci-dessous. Les gµ 2 R+ sont simplement des
facteurs auxiliaires également regroupés dans un vecteur ggg = (g1; :::gd)

T , et D est un tenseur de diffusivité.
La dérivée fractionnaire par rapport à xµ peut être vue comme une composition d’un opérateur de dérivation d’ordre entier

(par rapport à cette variable), et d’une intégrale fractionnaire de la forme Iγ

xµ�. Cette dernière est souvent présentée comme
un opérateur intégro-différentiel d’ordre négatif �γ. Les intégrales fractionnaires sont des convolutions dont le noyau est une
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masse de Dirac au point 0 si γ = 0, ou (xµ)
γ�1
� =Γ(γ) si γ > 0 : la notation en indice � désigne la part positive ou négative et Γ

est la fonction Gamma d’Euler définie par Γ(x) =
´

∞

0 tx�1e�tdt [153]. Avec ces notations, le vecteur FFF αααpppggg(C) est défini par
ses composantes F αµ pµgµ

µ (C) dans la base fbµg

FFF αααpppggg(C) =
d

∑
µ=1

F αµ pµgµ
µ (C)bµ; (4.13)

F αµ pµgµ
µ (C) =

∂

∂xµ

h
pµI2�αµ

xµ+ (gµC)+(1� pµ)I
2�αµ
xµ� (gµC)

i
(4.14)

où pµ et 1� pµ pondèrent les deux intégrales fractionnaires I2�αµ
xµ� et pµ quantifie le degré de dissymétrie du panache de

concentration dans la direction µ. Puisque I0
xµ+ et I0

xµ� coïncident avec l’opérateur identité (Id), on voit que l’Eq. (4.12)
est l’ADE standard pour toutes les valeurs de ppp dans le cas limite ααα = 222 = (2; :::; 2). Pour γ > 0 la convolution qui définit
Iγ

xµ+C(x; t) résulte de l’intégration sur l’intervalle ω+(x; µ) = fy2Ω=yν = xν pour ν 6= µ; yµ < xµg jusqu’au point x et parallèle
à bµ. En d’autres mots, les éléments de cet intervalle ont exactement les mêmes coordonnées que x à l’exception de la
coordonnée de rang µ le long de laquelle l’intégration est réalisée. L’autre intégrale Iγ

xµ�C correspond à l’intervalle opposé
ω�(x; µ) = fy 2Ω=yν = xν pour ν 6= µ; yµ > xµg, et la définition complète de Iγ

xµ� est

(Iγ

xµ+C)(x) =
1

Γ(γ)

ˆ xµ

�∞

1ω+(x;µ)(y)C(y)
(xµ� yµ)1�γ

dyµ; et (Iγ

xµ�C)(x) =
1

Γ(γ)

ˆ +∞

xµ

1ω�(x;µ)(y)C(y)
(yµ� xµ)1�γ

dyµ: (4.15)

Dans l’Eq. (4.15), l’indice E de la fonction 1E représente un sous-ensemble de Ω, tel que 1E(x) = 1 pour x 2 E et 1E(x) = 0
for x =2 E. Ici on considère plus particulièrement le domaine Ω = Πd

µ=1[`d ; Ld ], et les deux intégrales ci-dessus correspondent
aux intervalles ]`µ; xµ[ et ]xµ; Lµ[. Par exemple si on suppose que d = 3 et µ = 1, les équations (4.15) s’écrivent :

(Iγ

x1+
C)(x) =

1
Γ(γ)

ˆ x1

`1

C(y1; x2; x3)

(x1� y1)1�γ
dy1; et (Iγ

x1�
C)(x) =

1
Γ(γ)

ˆ L1

x1

C(y1; x2; x3)

(y1� x1)1�γ
dy1: (4.16)

Dans la section 4.4.2 on présente une méthode LB applicable pour un tenseur D et un vecteur ggg qui peuvent dépendre de
x, dépendances qui incluent une variété de configurations considérées par [161, 162] pour ααα 6= 222 et par [140, 34] dans le cas
d’une ADE. Les paramètres ααα et ppp restent néanmoins constants en temps et en espace. La définition (4.13) de FFF αααpppggg(C) prend
la même forme quand D et ggg dépendent de x ou pas. De plus, sa structure est particulièrement bien adaptée pour concevoir un
schéma LB qui simule l’Eq. (4.12), et elle est très souple à programmer. C’est la raison pour laquelle on préfère la formulation
de l’Eq. (4.13) à ses expressions équivalentes à FFF αααpppggg(C) qui exhibent les dérivées fractionnaires de type Riemann-Liouville
[153] et définies par

∂α0

C
∂�xα0

µ
(x) =� ∂

∂xµ
(I1�α0

xµ� C)(x) pour α
0 2]0; 1[;

∂α0

C
∂�xα0

µ
(x) =

∂2

∂x2
µ
(I2�α0

xµ� C)(x) pour α
0 2]1; 2[: (4.17)

Par exemple, l’Eq. (4.12) s’écrit

∂C
∂t

(x; t)+∇∇∇ �u(x; t)C(x; t) =
d

∑
µ=1

Dµµ

"
pµ

∂αµgµC

∂+xαµ
µ

� (1� pµ)
∂αµgµC

∂�xαµ
µ

#
+Sc(x; t) (4.18)

Dans la section suivante on présente une méthode LB pour simuler les équations (4.12)–(4.14).

4.4.2 Schémas LBM
Les méthodes LB pour simuler le modèle fractionnaire en espace reposent sur (i) la définition d’une nouvelle fonction à

l’équilibre qui doit être conçue pour tenir compte des deux intégrales fractionnaires I2�αµ
xµ+ (gµC) et I2�αµ

xµ� (gµC) et sur (ii) la

modification de l’opérateur de collision BGK à l’opérateur MRT pour la prise en compte du tenseur de diffusion D. Enfin (iii)
des précisions sont données sur le calcul des intégrales discrètes.

Fonction à l’équilibre. L’équation de Boltzmann avec la collision BGK s’écrit pour i = 0; :::; N où N est le nombre de
directions de déplacement sur le réseau :

fi(x+ ei∆x; t +∆t) = fi(x; t)� 1
λ

�
fi(x; t)� f eq

i (x; t)
�
+wiSc(x; t)∆t; (4.19)
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où Sc(x; t) est le terme source de l’Eq. (4.12), les f eq
i sont les composantes du vecteur noté

�� fff eq
�

de la fonction de distribution
à l’équilibre. Le coefficient λ est le taux de relaxation qui relaxe fi vers l’équilibre f eq

i . L’opérateur de collision j fff i 7!
λ�1 [j fff i� j fff eqi] doit préserver la masse totale, une exigence équivalente à ∑i fi = ∑i f eq

i . Si on pose ΛΛΛ(x) = λ�1(x)I où I est
la matrice identité de dimension N +1, le système de toutes les équations (4.19) s’écrit�� fff (x+ ei∆x; t +∆t)

�
=
�� fff (x; t)

��ΛΛΛ(x)
��� fff (x; t)

�� �� fff eq(x; t)
��

+
��w�Sc(x; t)∆t (4.20a)

L’annexe B démontre que la LBE approche l’Eq. (4.12) avec ααα quelconque et un tenseur sphérique D = DId (où Id est
l’identité de Rd) quand le taux de relaxation λ est relié au coefficient de diffusion D par D = e2 (λ�1=2)∆x2=∆t avec des
moments d’ordre zéro, un et deux de la fonction à l’équilibre j fff eqi qui satisfont :

h1j fff eqi=C ; heµj fff eqi= ∆t
∆x

Cuµ ; heµeνj fff eqi=
h

pµI2�αµ
xµ+ (gµC)+(1� pµ)I

2�αµ
xµ� (gµC)

i
δµν: (4.21)

La fonction de distribution à l’équilibre

j fff eq(x; t)i= jAAA(x; t)i+ C(x; t)
e2

∆t
∆x

uµ(x; t)
��eµw

�
(4.22a)

satisfait les Eqs (4.21) si chaque composante Ai de jAAA(x; t)i est une fonctionnelle de C donnée par (pour µ = 1; :::; d)

Ai(x; t) =

8<:C(x; t)�w0 ∑
d
µ=1

h
pµI2�αµ

xµ+ (gµC)+(1� pµ)I
2�αµ
xµ� (gµC)

i
si i = 0

wi

h
pµI2�αµ

xµ+ (gµC)+(1� pµ)I
2�αµ
xµ� (gµC)

i
si i = 2(µ�1)+1; 2(µ�1)+2

(4.22b)

Le second terme de l’Eq. (4.22a) est un terme classique des schémas LBM appliqué à l’ADE standard pour tenir compte du
terme advectif ∇∇∇ �(uC) dans l’Eq. (4.12). Le premier terme jAAA(x; t)i, défini par (4.22b), généralise aux dimensions supérieures,
la fonction à l’équilibre proposée par [163] pour le cas 1D.

Dans le cas particulier ααα= 2, la troisième Eq. des relations (4.21) s’écrit heµeνj fff eq(0)i=Cδµν, et jAAA(x; t)i=C jwi retrouve
la fonction à l’équilibre communément appliquée pour l’ADE classique [37]. Puisque seul les termes Ai(x; t) dépendent de ααα,
la simulation de l’équation générale (4.12) dans un code LB sur des réseaux D2Q5 ou D3Q7 nécessite seulement de calculer
les approximations fractionnaires des intégrales Iαµ

xµ�gµC dans la fonction de distribution à l’équilibre selon la relation (4.22b).

Opérateur de collision MRT. Afin de pouvoir simuler des tenseurs de diffusion anisotropes qui peuvent dépendre de x et t,
on considère une règle de collision plus flexible, toujours basée sur la fonction d’équilibre Eqs. (4.22a)-(4.22b) mais qui consi-
dère plus de degrés de liberté. Cette règle de collision permet également de diminuer les instabilités causées par des grandes vi-
tesses, même pour une diffusion isotrope. L’opérateur de collision MRT [164, 36] M�1ΛΛΛ(x)M [j fff (x; t)i� j fff eq(x; t)i] contient
la fonction à l’équilibre définie ci-dessus ainsi que les matrices inversibles M et ΛΛΛ de dimensions (N +1)� (N +1). L’équa-
tion LB (4.20a) est remplacée par :�� fff (x+ ei∆x; t +∆t)

�
=
�� fff (x; t)

��M�1
ΛΛΛ(x)M

��� fff (x; t)
�� �� fff eq(x; t)

��
+
��w�Sc(x; t)∆t; (4.23)

où la matrice M représente un changement de base qui associe à chaque fonction j fff i un ensemble de N + 1 moments in-
dépendants, équivalents aux produits scalaires de j fff i par des éléments indépendants de RN +1 qui incluent j1i, les vecteurs��eµ
�

et les combinaisons des produits de ces vecteurs. Dans la nouvelle base, les d + 1 premières composantes de j fff i sont
la masse totale h1j fff i (qui est une quantité conservée) et les



fff
��eµ
�
, proportionnels aux flux de particules fictives dans les d

dimensions physiques. Ces d + 1 premières lignes sont orthogonales entre elles. La référence [37] suggère de les compléter
avec N �d lignes associées aux moments du second ordre reliés à l’énergie cinétique

��e2
�
= ∑

d
µ=1

��eµeµ
�

et à d’autres com-
binaisons linéaires de

��eµeµ
�

avec µ < d, mutuellement orthogonales et orthogonales aux d + 1 premières lignes. N’importe
quelle combinaison linéaire de ces vecteurs convient si les lignes sont orthogonales entre elles. Cette condition est satisfaite
par plusieurs combinaisons parmi lesquelles on choisit celle suggérée par [35, 37] :

M =

0BBBBBBBB@

1 1 1 1 1 1 1
0 1 �1 0 0 0 0
0 0 0 1 �1 0 0
0 0 0 0 0 1 �1
6 �1 �1 �1 �1 �1 �1
0 2 2 �1 �1 �1 �1
0 0 0 1 1 �1 �1

1CCCCCCCCA
ou M =

0BBBB@
1 1 1 1 1
0 1 �1 0 0
0 0 0 1 �1
4 �1 �1 �1 �1
0 1 1 �1 �1

1CCCCA ; (4.24)

46



pour D3Q7 ou D2Q5 respectivement. La matrice ΛΛΛ(x) associée au réseau D3Q7 est définie par son inverse

ΛΛΛ
�1(x) =

0BBBBBBBB@

λ0(x) 0 0 0 0 0 0
0 λ11(x) λ12(x) λ13(x) 0 0 0
0 λ21(x) λ22(x) λ23(x) 0 0 0
0 λ31(x) λ32(x) λ33(x) 0 0 0
0 0 0 0 λ4(x) 0 0
0 0 0 0 0 λ5(x) 0
0 0 0 0 0 0 λ6(x)

1CCCCCCCCA
(4.25)

où les éléments sont les taux de relaxation. En dimension deux avec le réseau D2Q5, on supprime simplement les éléments
λ3µ et λµ3 et on remplace λ5 et λ6 par λ3. Dans les deux cas, on appelle λλλ la matrice d�d d’éléments λµν.

La référence [37] montre que le moment d’ordre zéro C = h1j fff i déduit des Eqs. (4.23), (4.25), ou (4.24) obéit à l’ADE
anisotrope (i.e. Eq. (4.12) avec ααα = 2) avec une erreur d’ordre ε2 pour un tenseur de diffusion et des paramètres de relaxation
reliés par

D(x) = e2
�

λλλ(x)� 1
2

Id
�

∆x2

∆t
: (4.26)

L’Eq. (4.26) relie les éléments λµν(x) de la matrice ΛΛΛ�1(x) (µ; ν = 1; :::; d) au tenseur de diffusion généralisée, et λ0(x)
(appliqué sur la quantité conservée) n’a pas d’effet. Les éléments diagonaux λµ(x) avec µ = d + 1; :::; N peuvent être vus
comme des degrés de liberté supplémentaires qui influencent la stabilité et la précision de l’algorithme.

Calcul des intégrales discrètes. La mise à jour de la fonction à l’équilibre à chaque pas de temps nécessite le calcul des
intégrales fractionnaires discrètes aussi bien en BGK qu’en MRT. La précision de la discrétisation des intégrales fraction-
naires I2�αµ

xµ� impliquées dans les Ai(x; t) améliore significativement l’efficacité des schémas LB appliqués à l’Eq. (4.12). Les
schémas discrets existent pour les intégrales fractionnaires 1D d’une fonction continue f (x) d’une variable réelle x2 [0; N∆x].
Les approximations d’ordre ∆x peuvent suffire dans des cas 1D comme dans la référence [163]. Puisque les dimensions d su-
périeures nous force à éviter des maillages avec des pas d’espace ∆x trop petits, on abandonne cet algorithme pour interpoler
f (x), et on préfère celui de [154] qui découle de la règle des trapèzes et retourne une erreur d’ordre ∆x2 :

Iγ

n∆x+ f � ∆xγ

Γ(2+ γ)

n

∑
l=1

f (l∆x)c+ln(γ) Iγ

n∆x� f � ∆xγ

Γ(2+ γ)

N

∑
l=n

f (l∆x)c�ln(γ; N): (4.27)

Ces équations utilisent la fonction Gamma d’Euler pour laquelle une fonction intrinsèque Fortran2008 existe, et les coeffi-
cients c+ln(γ) et c�ln(γ; N) sont définis par :

c+ln(γ) =

8><>:
(1+ γ)nγ�nγ+1 +(n�1)γ+1 pour l = 0;
(n� l +1)γ+1�2(n� l)γ+1 +(n� l�1)γ+1 pour 0 < l < n;
1 pour l = n

(4.28a)

et :

c�ln(γ; N) =

8><>:
(1+ γ)(N�n)γ� (N�n)γ+1 +(N�n�1)γ+1 pour l = N;

(l�n+1)γ+1�2(l�n)γ+1 +(l�n�1)γ+1 pour n < l < N
1 pour l = n

(4.28b)

Pour d > 1 et chaque µ, on utilise l’Eq. (4.27) dans (Iγµ
xµ�C)(x) qui est une intégrale de la forme (Iγµ

xµ� f )(xµ) si on pose
f (xµ)�C(x) dans lequel on fixe toutes les coordonnées de x de rang différent de µ. Pour chaque x = (x1; :::; xd) appartenant
au domaine Ω = Πd

µ=1[`µ; Lµ = `µ +Nµ∆x], on pose xµ = `µ +n∆x ce qui donne

(Iγµ
xµ+C)(x) =

∆xγµ

Γ(2+ γµ)

n

∑
l=1

C(yl)c+ln(γµ); (Iγµ
xµ�C)(x) =

∆xγµ

Γ(2+ γµ)

Nµ

∑
l=n

C(yl)c�ln(γµ; Nµ) (4.29)

où la coordonnée discrète yl a la même signification que y dans l’équation continue (4.15). Par exemple dans le cas particulier
d = 3, yl = (`1 + l∆x; x2; x3) si µ = 1, yl = (x1; `2 + l∆x; x3) si µ = 2 et yl = (x1; x2; `3 + l∆x) si µ = 3. Comme les intégrales
fractionnaires sont non locales, la mise à jour de la fonction à l’équilibre à chaque pas de temps nécessite la description
complète du champ de concentration dans Ω.

L’algorithme présenté dans cette section a été programmé en Fortran90 en 2D puis en 3D. La section suivante présente
quelques cas tests qui ont permis de vérifier les schémas LBM et la programmation en dimensions deux et trois.
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4.4.3 Validations avec les méthodes de marches aléatoires
Dans cette section on présente des comparaisons entre le schéma LBM avec la marche aléatoire équivalente à l’EDP

fractionnaire qui a été rappelée dans la section 4.2.2. Les comparaisons se réalisent sur des profils et des iso-valeurs de
concentration recueillis en plusieurs temps qui doivent se superposer pour des valeurs identiques des paramètres. Les publi-
cations qui existent sur le sujet se limitent à la comparaison de la LBM avec des solutions analytiques sans approfondir les
comparaisons avec les marches aléatoires (e.g. [165] pour le fractionnaire en temps et [163, 166] pour le fractionnaire en
espace). Dans la section 3.4 de la référence [P1], des vérifications du schéma LBM sont aussi réalisées avec des solutions
analytiques. Celles-ci sont relatives à des cas bidimensionnels avec des coefficients de diffusion qui varient avec la position et
des conditions aux limites qui varient avec la position et le temps. Cependant, on se limite ici à la présentation des validations
qui comparent la LBM avec les marches aléatoires car elles illustrent l’équivalence de deux méthodes très différentes pour
simuler le comportement « anormal » d’un traceur.

Validation 1 : effet des paramètres αµ quand βµ = 0. Lorsque les paramètres ααα et βββ sont tels que ααα = (1:5; 1:99)T et
βββ = 0, les trajectoires des marches aléatoires sont symétriques. C’est équivalent à des intégrales I2�αµ

xµ� de poids égaux dans
l’Eq. (4.13). Ici avec u = 0, on voit sur la Fig. 4.5a que la position du maximum de C reste immobile à la même position
x1 = x2 = 1. Si on compte les trajectoires des particules qui quittent le domaine Ω, on constate que la plupart d’entre elles en
sorte au travers des limites positionnées en x1 = `1 et x1 = L1. Ceci s’explique par des déplacements plus grands qui sont plus
probables dans la direction x1 car α1 < α2. Au temps t satisfaisant Dµµgµt < 1, le graphe de gauche de la Fig. 4.5a montre
les profils C(x1; xs

2; t) dans la direction x1 où la super-diffusion se produit (α1 < α2). Les courbes sont plus fines que celles
des profils C(xs

1; x2; t) présentés sur le graphe de droite et qui décrivent les variations de C dans la direction x2 où la diffusion
est presque normale. Les simulations LBM et RW présentent un bon accord même au voisinage des limites comme le prouve
la zone agrandie sur la Fig.4.5b, avec des pas d’espace et de temps égaux à ∆x = 0:02 et ∆t = 10�4. La simulation s’est
réalisée sur un domaine discrétisé en 1002 nœuds et 103 pas de temps effectués en 9 minutes sur une station de travail en mono
processeur.

Validation 2 : super-diffusion non symétrique. La Fig. 4.6a, obtenue avec ααα = 1:2, ppp = (0:35; 0:5)T et u = 0, illustre le
déplacement du pic et montre des ailes plus épaisses à gauche qu’à droite. C’est parce-que p1 < 0:5 qui rend plus probable des
déplacements négatifs (vers la gauche) dans la direction x1. La Fig. 4.6b montre que la collision BGK est en très bon accord
avec les marches aléatoires même au voisinage des limites, ici avec ∆x = 0:01 et ∆t = 5� 10�5 nécessitant 2002 nœuds et
2�104 pas de temps pour atteindre t = 1 et complété en 16:89 heures sur la station de travail mentionnée ci-dessus. La Fig.
4.7a représente l’évolution du champ de concentration qui correspond à la Fig. 4.7b : si u = 0, le centre du panache se déplace
vers la droite dans la direction x1. Néanmoins, les iso-valeurs de C s’étendent plus loin vers la gauche que vers la droite dans
la direction x1. Elles montrent des courbures plus grandes que si p1 et p2 étaient égaux (voir [162]), et sont similaires à une
diffusion anisotrope même si ici D est sphérique avec α1 = α2.

Validation 3 : simulations 3D. La méthode LB-BGK simule en 3D des contours anisotropes qui sont encore en parfait
accord avec les marches aléatoires. La figure 4.8 présente les solutions de l’Eq. (4.12) dans Ω = [0; 1]3 pour ααα = 1:2, ppp =

(0:35; 0:5; 0:5)T et D = 0:5Id. La gaussienne initiale est positionnée au centre du cube en xs = (0:5; 0:5; 0:5)T . Une tendance
similaire au 2D est observée, excepté que la géométrie plus confinée rend les iso-valeurs (présentées sur la Fig. 4.8a) et les
iso-surfaces (présentées sur la Fig. 4.8b) avec des courbures plus petites. Les vues globales et particulièrement l’iso-surface
C = 15 non sphérique (voir la Fig. 4.8b) illustre l’anisotropie due au choix du vecteur ppp, déjà visible sur le graphe de droite
de la Fig. 4.8a. Les profils, recueillis le long de plusieurs lignes et les contours recueillis sur plusieurs plans valident les
simulations LBM-BGK et les marches aléatoires. Ici on présente sur la Fig. 4.8a un profil particulier le long de x1 et des iso-
valeurs dans le plan x1x3 à t = 0:21. Ces figures ont été obtenues d’une simulation utilisant un pas d’espace égal à ∆x = 0:0125
et un pas de temps de ∆t = 3�10�5, avec 803 nœuds. Le calcul a pris 13.12h pour effectuer 7�103 pas de temps sur un mono
processeur.

4.5 Pour aller plus loin
Le modèle fractionnaire est séduisant car il permet reproduire toute une gamme de comportements exhibés par les mesures,

dont les trainées qui apparaissent sur les profils. De plus, les marches aléatoires équivalentes à ces EDP fractionnaires donnent
une représentation physique en termes de particules à ces équations. Par ailleurs, la méthode de Boltzmann sur réseaux
présentée dans la section précédente a été développée et validée pour simuler l’évolution d’un panache de traceur dans un
aquifère en 3D. Cependant son application sur des cas réels soulève encore des questions, en particulier sur les conditions aux
limites de type Neumann et sur les liens éventuels du paramètre fractionnaire avec les paramètres physiques.
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(a) Pic étroit dû à la super-diffusion aux temps courts. Gauche : profils C(x1; xs
2; t) dans la direction x1 le long de laquelle la super-diffusion se produit aux

temps t1 = 0:01 et t2 = 0:045. Droite : profils C(xs
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FIGURE 4.5 – Solutions 2D de l’Eq. (4.12) avec des intégrales symétriques (ppp = 1=21=21=2) par rapport à chaque coordonnée. Le
paramètre de stabilité est équivalent à la super-diffusion uniquement dans la direction x1 : ααα = (1:5; 199)T . LBM et RW
donnent les mêmes résultats, même près des limites. D’après [P1].
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FIGURE 4.6 – Profils C(x1; 1; t), solutions de l’Eq. 2D (4.12) avec des paramètres de stabilité identiques dans les deux direc-
tions et des intégrales non-symétriques uniquement dans la direction x1 : ppp = (0:35; 0:5)T et ααα = 1:21:21:2. Les solutions LBM et
RW s’accordent bien, même près de la limite droite où la solution décroît due à α1 et à l’asymétrie. D’après [P1].
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t = 0:05 t = 0:2

t = 0:6 t = 1

(a) Évolution du champ de concentration non-symétrique et super-diffusif dû à
p1 = 0:35 < 0:5 = p2 et ααα = 1:21:21:2.

(b) Iso-valeurs C = 0:5; 5; 10; 15 à t = 0:6 pour RW (rouge) et LBM
(bleu).

FIGURE 4.7 – Vues globales des solutions de l’Eq. (4.12) simulées avec les mêmes paramètres que pour la Fig. 4.6, et montrant
(a) l’évolution en temps et (b) les iso-valeurs du LBM comparées à celles du RW. D’après [P1].

Conditions aux limites de Neumann. Dans [P1], seules les conditions aux limites de Dirichlet ont été mises en œuvre car
les conditions de type flux nul soulèvent une difficulté liée à la définition du flux. En effet, en 1D avec x1 = x, α1 = α, p1 = p
et g1 = 1, le flux de Riemann-Liouville s’exprime comme la différence de deux termes pondérés par p et (1� p) : p∂αC=∂+xα

et (1� p)∂αC=∂�xα (voir Eq. (4.18)). Imposer des conditions de type flux nul revient à égaliser ces deux dérivées. Cependant,
ces conditions aux limites sont non locales puisque les dérivées en x = `1 et en x = L1 dépendent de toutes les valeurs de C(x; t)
dans l’intervalle [`1; L1]. La méthode du Bounce Back en LBM doit être modifiée et adaptée pour tenir compte de cette non
localité. La simulation des équations de diffusion de Riemann-Liouville et de Patie-Simon avec des conditions de Neumann
a été réalisée dans [167]. La mise en œuvre de ces conditions aux limites en LBM pourrait faire l’objet d’une comparaison
approfondie avec les marches aléatoires équivalentes avant de l’appliquer sur un cas concret d’hydrologie comme dans [166].

Paramètres fractionnaires et paramètres physiques. Une autre question concerne les liens éventuels du paramètre frac-
tionnaire (en temps ou en espace) avec la géométrie du milieu poreux et/ou les paramètres physiques (teneur en eau par
exemple). Pour cela, des simulations LBM réalisées à l’échelle du pore et des simulations ADE/MIM fractionnaires peuvent
être comparées sur des micro-modèles expérimentaux [168] qui permettent de contrôler les géométries, les débits et les natures
des phases injectées puis de visualiser par microscopie leur répartition spatiale. À l’échelle du pore, plusieurs simulations LBM
calculent la répartition liquide-gaz à l’intérieur d’une géométrie complexe 3D [169, 170] puis en déduisent, avec un calcul de
transport, la diffusion effective du milieu poreux [171, 172]. Quant aux simulations du modèle fractionnaire, elles pourront
s’appuyer sur les développements réalisés et validés dans la section précédente pour la partie fractionnaire en espace. Pour le
modèle fractionnaire en temps, la LBM déjà proposée dans [165] pourra être complétée avec une méthode efficace de stockage
de l’historique des champs de concentration qui est nécessaire pour calculer l’intégrale fractionnaire.

Identification d’une loi de dispersivité. Enfin, des liens ont été établis entre le coefficient de dispersion et la teneur en eau
d’un milieu insaturé [130, 131]. Une démarche originale pour vérifier ces lois à l’aide du dispositif BEETI pourrait associer
la LBM-MIM classique avec la méthode adjointe pour identifier les coefficients de dispersion D(xi) à plusieurs hauteurs de la
colonne où i = 1; :::; N. Par ailleurs, les valeurs des teneurs en eau θ sont connues à ces mêmes hauteurs xi grâce au système
dichromatique. Pour chaque position xi correspond donc un couple de valeurs D(xi) et θ(xi), la première issue de l’inversion
et la seconde issue de la mesure. L’approche consiste à représenter sur un même graphe pour chaque position, les valeurs
D(xi) sur l’axe des abscisses et θ(xi) sur l’axe des ordonnées. Il s’agit ensuite d’ajuster une fonction (e.g. une loi de puissance)
qui passe sur un maximum de points pour identifier la loi proprement dîte. Plus le nombre de positions N est grand et plus
précise sera la tendance présentée par les couples de valeurs sur le graphe. L’augmentation du nombre de points de mesures
N augmente aussi le nombre de paramètres D à caler ce qui explique l’utilisation de l’état adjoint pour cette identification. On
rappelle que la méthode adjointe a déjà été adaptée aux méthodes LB pour du Navier-Stokes dans [173].
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FIGURE 4.8 – Solutions 3D de l’Eq. (4.12) dans Ω = [0; 1]3 avec ααα =1:21:21:2, ggg =111 et ppp = (0:35; 0:5; 0:5)T , u = 0 et D sphérique.
4.8a : comparaisons LBM et RW sur un profil C(x1; xs

2; xs
3; t) (gauche) et iso-valeurs C(x1; xs

2; x3; t) dans le plan x1x3 (droite).
4.8b : iso-surface 3D. D’après [P1].
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Chapitre 5

LBM pour la démixtion dans les verres et les
écoulements diphasiques

5.1 Introduction
Lors de l’élaboration des verres, les conditions de température et leurs compositions peuvent faire apparaître simultané-

ment sur un même cliché MEB des espèces chimiques sous forme solide et d’autres sous forme liquide. Ces phases sont
elles-mêmes contenues dans une matrice vitreuse considérée comme une autre phase fluide. Cette problématique est intrin-
sèquement multi-phase (plusieurs phases liquides et solides) et multi-physique puisque les phases solides proviennent du
processus de cristallisation (solidification) tandis que les autres sont issues du processus de séparation de phase liquide-
liquide (hydrodynamique diphasique). La complexité des mécanismes sous-jacents ainsi que la diversité des phases et de leur
morphologie ont conduit à une analyse de ces observations en deux parties. Tout d’abord la modélisation et la simulation de
la croissance cristalline qui a été présentée dans le chapitre 3. Dans cette seconde partie on s’intéresse à la démixtion, c’est-
à-dire la séparation de phase liquide-liquide qui est un cas particulier d’écoulements diphasiques de deux phases liquides
immiscibles.

Dans ce chapitre on s’intéresse aux fluides immiscibles qui font intervenir deux constituants différents A et B, chacun
caractérisé par sa densité et sa viscosité, on parle de « mélange binaire ». Les fluides immiscibles peuvent aussi faire intervenir
un même constituant A mais sous deux phases différentes, l’une liquide et l’autre vapeur (e.g. H2O). Il s’agit alors d’un
problème de changement de phase liquide-vapeur et, comme pour la cristallisation, la modélisation de ce changement de phase
doit faire intervenir une chaleur latente (voir chapitre 6). Sous certaines conditions de températures et de compositions, les
deux constituants du mélange binaire se séparent pour former deux zones distinctes, la première est composée du constituant
A et l’autre du constituant B, il s’agit de la « démixtion ». Ces deux zones sont séparées par une interface, caractérisée par une
tension superficielle qui tend à minimiser l’aire interfaciale entre les zones enrichies en A et en B.

La modélisation de la séparation de phase se poursuit ici avec les modèles à champ de phase pour deux raisons principales.
Tout d’abord, la thermodynamique des verres est étudiée par d’autres équipes du CEA et des diagrammes des phases sont
déjà modélisés par la méthode CALPHAD (voir section 5.2.1). Comme on l’a dit, le principal avantage de la théorie du
champ de phase est sa cohérence thermodynamique et les modèles mathématiques peuvent être établis sur la base de ces
diagrammes de phases. La seconde raison est relative à la cohérence globale de l’approche pour anticiper les couplages
avec la croissance cristalline. L’application des mêmes approches conceptuelles réduit les difficultés pour en corriger leurs
défauts et elle minimise les difficultés techniques liées à l’utilisation de différentes méthodes (« interface abrupte » pour les
écoulements et « interface diffuse » pour la solidification). Toujours dans cette logique, la LBM est encore appliquée comme
méthode numérique de simulation.

Compte tenu de la diversité des applications diphasiques, de nombreuses approches ont été élaborées et améliorées pour
simuler les fluides immiscibles (Level-Set, Front-Tracking, Eqs. de conservations doublées, ...) et/ou la transition de phase
liquide/gaz. Certaines d’entre elles sont reprises par d’autres équipes du CEA/DM2S et sont rappelées dans la section 5.2.2.
Dans le monde LBM, plusieurs approches existent également pour simuler les écoulements diphasiques (lois d’état, Eqs. de
conservation doublées, champ de phase, ...). Le modèle de Navier-Stokes/Cahn-Hilliard (NS/CH) est le modèle à champ de
phase le plus populaire pour simuler la séparation de phase des mélanges binaires et une littérature abondante existe aussi pour
d’autres applications d’écoulements diphasiques (remontées de bulles, instabilités de Rayleigh-Taylor, etc ...). La synthèse des
méthodes LB de la littérature (section 5.2.3) a conduit au choix de certaines d’entre elles pour simuler ce modèle NS/CH.

Dans la suite du chapitre, la section 5.3 décrit le modèle de NS/CH puis le modèle Conservatif de Allen-Cahn (CAC).
Ce dernier devient de plus en plus populaire pour simuler des problèmes d’écoulements diphasiques avec suivi d’interface.
Il est utilisé dans ce chapitre pour valider les développements réalisés sur la partie CH, et il sera étendu pour le changement
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de phase liquide-gaz dans le chapitre 6. Les méthodes numériques LBM des deux modèles sont présentées dans la section
5.4 puis leurs programmations sont comparées sur les cas tests du « disque fendu de Zalesak » et sur la « déformation dans
un vortex » (section 5.4.3). La partie fluide est validée sur le cas test classique du « double-Poiseuille ». Finalement, quelques
simulations de la démixtion sont présentées dans la section 5.5. Celles-ci sont réalisées avec le modèle NS/CH pour plusieurs
conditions initiales qui correspondent à différents mélanges initiaux.

5.2 Contexte CEA et réalisations
Le phénomène de démixtion dans les verres [174] figure parmi les exemples d’écoulements diphasiques qui apparaissent

dans les systèmes nucléaires du CEA/Den. La démixtion est un processus de séparation spontanée entre deux ou plusieurs
phases fluides immiscibles qui peut se produire lors de l’élaboration du verre de conditionnement en relation avec le procédé
de vitrification par creuset froid du chapitre 3. On considère un verre très simplifié et composé uniquement de silice (SiO2) et
de molybdate (MoO3) mélangés à haute température (>1000°C) qui constitue un mélange binaire.

5.2.1 Processus de démixtion des verres

FIGURE 5.1 – Diagramme de phase C–T illustrant sché-
matiquement les deux modes de démixtion.

Diagramme de phase des mélanges binaires. Un mélange bi-
naire est caractérisé par sa composition C qui est définie par la
fraction massique des deux constituants et qui varie localement
entre 0 et 1. À titre d’exemple, on considère un mélange binaire
constitué de MoO3 et de SiO2. Lorsque localement sa composi-
tion vaut C = 0 (respectivement C = 1) alors le mélange est com-
posé de 0% (resp. 100%) de MoO3 et 100% (resp. 0%) de SiO2.
L’état thermodynamique des mélanges binaires est représenté par
un diagramme des phases qui représente les états du mélange sur
un graphe avec la composition C en abscisse et la température T
en ordonnées (diagramme C–T , Fig. 5.1). La courbe rouge du dia-
gramme C–T est la binode (ou courbe de coexistence) et la tempé-
rature du point maximum de la binode est appelée la température
critique Tc. Dans le cas où la composition et la température défi-
nissent un point situé à l’intérieur de la binode, alors le processus
de séparation des deux fluides se produit selon deux modes obser-
vés dans les verres. Le premier est la «décomposition spinodale»
(au centre du domaine) et le second est la «nucléation et crois-
sance» qui sont décrites ci-dessous.

Décomposition spinodale. Lorsque la composition C et la température T du mélange définissent les coordonnées d’un
point situé à l’intérieur de la ligne spinodale (courbe en cloche noire sur la Fig. 5.1), alors le système se situe dans un régime
«spinodal». Ce régime est illustré sur la figure 5.2a, issue de [175], qui présente plusieurs clichés observés en six instants
différents sur lesquels on remarque la séparation des deux phases au cours du temps. La première phase est enrichie en A et
la seconde est enrichie en B, elles sont représentées en noir et en blanc sur la figure. Après diminution de la température du
système au-dessous de la température critique, on remarque, après une courte période d’inter-diffusion, que le système présente
deux zones distinctes séparées par une interface. La structure évolue ensuite de manière à minimiser son aire interfaciale :
chaque zone grossit et coalesce pour former deux zones distinctes étendues.

Nucléation–Croissance. Lorsque le point de coordonnées (C; T ) est compris dans une zone située entre la ligne binodale (en
rouge) et la ligne spinodale, alors le processus de séparation est de type «nucléation–croissance». Lorsqu’il apparaît en faible
quantité, l’oxyde de molybdate est schématisé par des «gouttelettes» noires sur un fond blanc (qui représente la sicile) sur le
diagramme de la figure 5.1. Pour des compositions élevées en MoO3, alors c’est le SiO2 qui apparaît et grossit dans l’oxyde
de molybdène (schématisé par des «gouttelettes» blanches sur fond noir sur la Fig. 5.1). Ce régime est observé sur la Fig.
5.2b qui présente trois observations d’un mélange MoO3–SiO2 considéré à une température de 750°C pour trois compositions
initiales de MoO3 : 0.8%, 1.8% et 3%. L’augmentation de la quantité de MoO3 initiale dans l’élaboration du verre augmente le
nombre de sites de nucléation sur lesquels l’oxyde de molybdate va croître. La nucléation-croissance est également observée
dans un verre borosilicaté de type «Corning 7070» traité thermiquement à 700°C [176]. Après 1h, de petites gouttelettes de la
phase minoritaire apparaissent dans le système. Puis certaines d’entre elles grossissent par «diffusion» de la phase minoritaire
et/ou par «coalescence» avec d’autres petites gouttelettes environnantes.
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(a) Observation de décomposition spinodale (d’après
[175], 2013)

(b) Observation de nucléation-
croissance (d’après [174])

FIGURE 5.2 – Observations de la (a) décomposition spinodale et (b) nucléation-croissance dans des verres.

Thermodynamique de la démixtion. Les compositions CA et CB de chaque zone dépendent de la température du mélange.
En effet, si le système a initialement une composition CM et qu’il est considéré à une température T1 < Tc, alors on voit
apparaitre deux domaines de compositions respectives CA1 et CB1 (en bleu sur la figure 5.3a). Si la température est abaissée
telle que T2 < T1, alors les deux nouvelles zones qui apparaissent ont des compositions CA2 et CB2 (en magenta). Enfin, si on
abaisse une fois de plus la température telle que T3 < T2 les deux nouvelles compositions seront CA3 et CB3 (ligne orange).

Pour des systèmes considérés à pression et température constantes, l’enthalpie libre G est la fonction d’état thermody-
namique la plus appropriée pour étudier l’équilibre chimique. Le système est à l’équilibre lorsque cette fonction atteint un
minimum. Pour des mélanges binaires, la variation d’enthalpie libre ∆G en fonction de la composition et de la température est
schématisée sur la Fig. 5.3b. Au-dessus de la température critique la variation d’enthalpie libre présente une forme de parabole
qui n’a qu’un seul minimum (courbe rouge). Lorsque la température vaut T1, T2 ou T3 alors la variation d’enthalpie libre se
présente comme une fonction en double-puits, les valeurs minimales des double-puits étant données par les compositions CAi

et CBi (i = 1; 2; 3) qui correspondent à chaque température Ti.

Modélisation thermodynamique CALPHAD. Dans le cas des systèmes SiO2–MoO3 le diagramme de phase C–T et la
variation d’enthalpie libre ∆G en fonction de la composition sont calculés à l’aide de la méthode CALPHAD (CALculation of
PHAse Diagram [177, 178]) et sont représentés sur la Fig. 5.4 (figure issue de [179]). La figure de gauche donne la variation
d’enthalpie libre pour cinq températures différentes. Ces cinq courbes présentent une forme en double-puits avec des minima
positionnés en 0 et 1 et une hauteur du double-puits qui varie avec la température. La hauteur du double-puits diminue lorsque
la température T augmente, ou en d’autres termes, la barrière de l’énergie libre diminue lorsque la température du système
s’approche de la température critique. La figure de droite (toujours issue de [179]) présente le diagramme des phases C–T
du système SiO2–MoO3. Le quartz, la tridymite et la cristobalite sont trois formes solides différentes du dioxyde de silicium
SiO2. Elles apparaissent sous ces trois formes selon la température considérée. Au-dessus d’une température seuil (environ
2000°K), chaque espèce est présente sous forme liquide.

5.2.2 Rappels des approches diphasiques dans la littérature
Les familles de modèles diphasiques se différencient selon l’échelle spatiale à laquelle on étudie le système, en particulier

selon que l’on considère une fraction volumique de liquide ou de gaz dans chaque maille (approche moyennée comme en
milieux poreux) ou bien que l’on considère des phases séparées par une interface.
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FIGURE 5.4 – Diagrammes des phases du système SiO2–MoO3 (d’après [179]). (a) Variation d’enthalpie libre en fonction de
la composition à plusieurs températures et (b) Diagramme des phases C–T (calculs réalisés par Dr S. GOSSÉ, CEA/Saclay).
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Modèles avec fractions volumiques de liquide et de gaz. Une première approche populaire consiste à écrire les équations
de conservation de masse, de quantité de mouvement et d’énergie pour chacun des deux fluides A et B (ex. l’eau et la vapeur)
en considérant pour chaque constituant le produit des fractions volumiques par leurs densités. Dans cette approche, où on
multiplie par deux chaque équation de bilan, il est nécessaire d’établir des lois de corrélation ou de fermeture pour modéliser
les échanges et les couplages entre ces équations. C’est dans cette approche que se situent les « codes systèmes » tels que
Cathare développé au CEA ou bien le code CFD diphasique Neptune_CFD développé chez EDF (voir par exemple [180]
pour la condensation en paroi). Ces approches sont bien adaptées lorsqu’on peut considérer qu’un grand nombre de bulles (ou
gouttes) apparaissent dans une maille et que leur présence est prise en compte par une fraction volumique.

Modèles avec suivi d’interface. À l’extrême opposé, la modélisation des expériences dédiées à la formation de bulles de
vapeur ou de la démixtion nécessitent de considérer le suivi de l’interface qui sépare chaque phase. Pour cela, une nouvelle
équation est introduite pour simuler l’évolution de l’interface que l’on peut considérer comme une interface « raide » ou bien
comme « diffuse ». Lorsqu’elle est considérée « raide », la méthode du Front-Tracking [181, 182] réalise un suivi lagrangien
de la surface qui délimite les deux phases. Cette méthode a été mise en œuvre dans TrioCFD et une application pour les
écoulements turbulents à bulles peut être trouvée dans [183]. Parmi les méthodes à interface diffuse, deux méthodes existent
selon que l’on considère un changement de phase liquide-vapeur ou bien la séparation de phase d’un fluide binaire. Pour le
changement de phase liquide-vapeur, certains modèles modifient la loi d’état dans l’équation de conservation de la quantité
de mouvement. Dans ce cas, c’est la densité qui jour le rôle d’« indicatrice de phase ». L’autre méthode consiste à introduire
une nouvelle indicatrice de phase qui obéit à une nouvelle équation d’évolution. Cette dernière est établie de telle sorte qu’elle
minimise une fonctionnelle d’énergie libre. C’est cette approche qui est reprise et mise en œuvre par LBM dans ce chapitre.

Rappels des approches diphasiques en LBM. Même si une méthode de Front-Tracking a déjà été initiée par méthode LB
dans [184], la plupart des approches LBM considèrent l’interface comme une zone diffuse caractérisée par une épaisseur et
une tension de surface. Plusieurs ouvrages ou publications de synthèse récents existent sur ces approches diphasiques [11, 15].
Elles sont classées en trois catégories : les méthodes « pseudo-potentielles » [48, 49] qui modifient la loi d’état pour étudier la
transition de phase (on en reparle dans le chapitre 6), les modèles double-population (ou double couleur) [185] dans lesquels
deux fonctions de distributions sont introduites pour le calcul de chacune des deux phases (la rouge et la bleue). Dans ces
approches, la tension de surface est déduite d’un pas de « recoloriage » qui implique les deux fonctions de distribution [186].
Enfin, l’interface peut être suivie par une nouvelle équation, l’équation du champ de phase qui est basée sur une théorie
thermodynamiquement cohérente : la théorie du champ de phase pour les écoulements diphasiques [21].

5.2.3 Démarche et réalisations
Modèles de Cahn-Hilliard (CH) et de Allen-Cahn Conservatif (CAC). La séparation de phase et les écoulements dipha-
siques sont considérés par le modèle de Cahn-Hilliard [187] (CH). Son origine thermodynamique (voir section 5.3) est bien
adaptée aux observations, aux diagrammes des phases et aux modélisations CALPHAD qui ont été réalisées sur le système
binaire SiO2–MoO3. Le modèle Conservatif de Allen-Cahn (CAC) est également considéré ici et sert à valider les dévelop-
pements du Cahn-Hilliard. Dans le chapitre 6 il sera étendu au changement de phase liquide-gaz. Ces deux modèles seront
rappelés dans la section 5.3.

Le modèle CH est très populaire pour simuler divers phénomènes diphasiques : sans LBM, on peut citer [188] pour la
simulation d’écoulements thermo-capillaires, puis [189] qui présente des simulations d’instabilités de Rayleigh-Taylor, et
[190] pour la coalescence de gouttelettes d’un fluide visco-élastique ; avec LBM on peut citer [191] pour la décomposition
spinodale, [192] pour la flottabilité des bulles, [105] pour l’impact des gouttes, [43] pour l’instabilité de Rayleigh-Taylor
et [193, 194] pour le changement de phase liquide-vapeur etc ... Quant au modèle CAC, il a été développé dans [195] et
formulé sous forme conservative dans [196]. Ce modèle devient populaire dans la communauté LB [197, 198, 199] et plusieurs
publications comparent déjà ces deux modèles (e.g. [200] sans LBM et [201] avec LBM).

Synthèse des méthodes LB pour le NS/CH. De nombreux travaux simulent le modèle NS/CH par LBM et les schémas
diffèrent sur plusieurs points. La première différence se situe sur la forme de l’équation de conservation de la masse et de sa
discrétisation : fluides incompressibles à divergence nulle avec étape de prédiction-correction [43] ou solveur de Poisson [42] ;
fluide à compressibilité artificielle avec équation d’évolution de la pression [202, 104] ; et enfin fluide quasi-compressible avec
une loi d’état des gaz parfaits [191, 192]. Toutes ces méthodes LB reposent sur l’approximation BGK du terme de collision
même si, sur la base de ces mêmes idées, l’approximation MRT est utilisée dans [203].

Les méthodes diffèrent aussi sur le choix des fonctions à l’équilibre pour simuler l’équation CH. Dans [192, 204] une
fonction à l’équilibre f eq est spécialement conçue pour l’équation CH tandis que dans [202, 104] la fonction f eq est celle du
Navier-Stokes et des termes sources sont ajoutés dans la LBE pour tenir compte du laplacien du potentiel chimique. Cette
approche nécessite donc de discrétiser plusieurs gradients supplémentaires par différences finies (le gradient de pression et le
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(a) Flottabilité avec coalescence.

500∆t 2�103∆t 4�103∆t

(b) Flottabilité sans coalescence.

FIGURE 5.5 – Flottabilité de deux bulles par le modèle NS/CH simulé par LBM (d’après [O2], 2014). (a) Coalescence lorsque
la bulle de plus grand diamètre se trouve au-dessous de celle de diamètre plus petit. (b) Pas de coalescence lorsque la bulle de
plus grand diamètre est au-dessus.

gradient du potentiel chimique) qui ne s’imposent pas pour l’équation de CH. Néanmoins, d’après ces travaux, cette méthode
permet de réduire les courants parasites issus de la discrétisation des équations, lorsqu’elle est associée à une discrétisation
centrée et décentrée du second ordre des gradients [103] et à une formulation potentielle des forces capillaires [189, 205].
Cette approche et a été reprise dans [206] pour des fluides binaires et dans [207] pour des fluides ternaires.

Simulations LBM en Fortran90. L’approche décrite dans [192] a été testée en 2D dans le stage de J.-F. PAISANT (2011)
mais cette voie n’a pas été poursuivie pour plusieurs raisons. L’une d’elles est que la fonction de distribution à l’équilibre pour
le NS est modifiée pour tenir compte de la présence du terme µφφ dans le gradient de pression du NS (seconde forme potentielle
du terme de tension interfaciale – voir section 5.4) et sa généralisation en 3D n’est pas immédiate. Après la programmation
dans SILABE3D des méthodes LB qui ont été mises en œuvre (voir section 5.4), plusieurs simulations diphasiques ont été
réalisées : la démixtion (voir section 5.5), l’instabilité de Rayleigh-Taylor, et la flottabilité et coalescence de bulles ([O2]).
Pour ces deux derniers cas tests, les simulations se sont limitées aux faibles rapports de densité, ρA=ρB < 5 car les simulations
ont présenté des instabilités pour des rapports supérieurs. Pour les deux simulations de flottabilité des bulles (Fig. 5.5) le
maillage est composé de 80�80�300 nœuds, les nombres adimensionnels de Eötvös et Morton étaient respectivement égaux
à Eö = 20 et Mo = 0:9. Lorsque la bulle de plus gros diamètre est initialisée sous la plus petite, elle la rattrape au cours de
la simulation pour finalement coalescer avec elle (Fig. 5.5a). Tandis que la coalescence n’est pas observée lorsque la bulle de
plus petit diamètre est initialisée sous la plus grosse (5.5b).

5.3 Modèles à champ de phase
Dans cette section on rappelle le modèle classique de Navier-Stokes/Cahn-Hilliard (sections 5.3.1 et 5.3.2) puis le modèle

conservatif de Allen-Cahn (section 5.3.3). Dans la section 5.3.4 on rappellera quelques formulations alternatives du modèle
NS/CH. Le système considéré est un fluide binaire composé de deux fluides incompressibles et immiscibles de densité ρA, ρB
et de viscosité ηA, ηB. Les indices A et B représentent respectivement le dioxyde de silicium (SiO2) et l’oxyde de molybdate
(MoO3). Le rapport des densités est de l’ordre de deux et le rapport des viscosités est de l’ordre de 100.

5.3.1 Navier-Stokes (NS)
La densité moyenne locale du fluide binaire est notée ρ(x; t) � ρ. La vitesse moyenne u est calculée par les équations

suivantes de conservation de la masse et de quantité de mouvement :

∇∇∇ �u = 0; (5.1a)

ρ(φ)

�
∂u
∂t

+(u �∇∇∇)u
�
=�∇∇∇p+∇∇∇ � �η(φ)�∇∇∇u+∇∇∇uT ���φ∇∇∇µφ +Fv: (5.1b)

L’Eq. (5.1a) est l’équation de conservation de la masse lorsque les deux fluides immiscibles du mélange binaire sont
considérés incompressibles. L’Eq. (5.1b) est l’équation de conservation de la quantité de mouvement où ρ(φ) est la densité du
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fluide dépendante de la composition locale φ, la pression dynamique est notée p(x; t)� p et η(φ) est la viscosité dynamique
qui dépend aussi φ et Fv est la force de flottabilité liée au vecteur gravité g. Le premier terme du membre de droite de l’Éq.
(5.1b) fait intervenir la pression dynamique qui joue le rôle de multiplicateur de Lagrange de la condition d’incompressibilité
∇∇∇ �u = 0. Le terme Fs = �φ∇∇∇µφ représente les forces de capillarité qui agissent à l’interface entre le liquide et le gaz. Les
formes alternatives de cette force sont indiquées dans la section 5.3.4. Le potentiel chimique µφ est défini dans la section
5.3.2. Enfin les deux derniers termes représentent respectivement les forces liées aux contraintes de cisaillement et la force de
gravité.

5.3.2 Modèle de Cahn-Hilliard (CH) pour le suivi de l’interface
Énergie libre. La méthode de suivi de l’interface est réalisée par une approche qui minimise l’énergie libre du système.
Pour un mélange binaire de composition C � φ considéré à température constante, l’énergie libre est [187] :

F =

ˆ
v

h
V (φ)+

κ

2
j∇∇∇φj2

i
dv; (5.2)
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FIGURE 5.6 – Double-puits de potentiel V (φ)
avec H = 1 (Eq. (5.3)).

où le premier terme V (φ) est le potentiel et le second terme est le terme
d’énergie de gradient où κ est le coefficient d’énergie de gradient. La
fonction V (φ) est choisie comme un double-puits de potentiel qui assure
des minima positionnés en φ = 0 et φ = 1 :

V (φ) = Hφ
2(1�φ)2: (5.3)

La figure 5.6 présente la forme de ce potentiel V (φ) en considérant
que la hauteur du double-puits de potentiel vaut H = 1. Une analyse di-
mensionnelle indique que le coefficient H possède une dimension d’une
énergie par unité de volume, tandis que le coefficient κ possède les di-
mensions d’une énergie par unité de longueur.

Équation de Cahn-Hilliard et potentiel chimique. La minimisation
de cette fonctionnelle d’énergie libre conduit à une équation de conserva-
tion de la composition du mélange :

∂φ

∂t
=�∇∇∇ � (φu)+∇∇∇ � (Mφ∇∇∇µφ): (5.4)

L’Eq. (5.4) est l’équation de Cahn-Hilliard avec un terme advectif dans lequel u(x; t) � u est la vitesse du fluide. Mφ

est le coefficient de mobilité de l’interface et µφ(x; t) � µφ est le potentiel chimique. Le premier terme du membre de droite
représente le flux advectif. Le second terme représente le flux de matière que l’on suppose être de la forme j =�Mφ∇∇∇µφ. Ici,
le coefficient de mobilité Mφ est considéré indépendant de la composition et identique pour les deux liquides. Le potentiel
chimique µφ quantifie le taux de changement de l’énergie libre pour une petite variation de la composition locale du mélange :
µφ = δF=δφ. Lorsque l’énergie libreF est choisie de la forme (5.2), le potentiel chimique s’écrit :

µφ = 4H(φ�1)
�

φ� 1
2

�
φ�κ∇∇∇

2
φ: (5.5)

Le premier terme du membre de droite de l’Eq. (5.5) est la dérivée du double-puits de potentiel V (φ) par rapport à la
composition et le second terme provient du terme d’énergie de gradient.

Propriétés de l’interface. En étudiant les solutions à l’équilibre de l’Eq. (5.5) en 1D, i.e. µφ = 0, on peut montrer (en
multipliant par dφ=dz de chaque côté et en intégrant) que le profil à l’équilibre est de la forme φ(z) = [1+ tanh(2z=W )]=2 où
W est l’épaisseur de l’interface diffuse. Dans ce formalisme, la tension interfaciale σ et l’épaisseur de l’interface diffuse W
sont données par le produit et le rapport des coefficients κ et H :

σ =
1
6

p
2κH et W =

r
8κ

H
: (5.6)

Une analyse dimensionnelle indique que le terme en
p

κH est bien homogène à une énergie par unité de surface, qui
correspond bien à la dimension d’une tension superficielle. Le terme en

p
κ=H est quant à lui bien homogène à une longueur.

En pratique, lors de la résolution numérique des équations (5.4) et (5.5), on fixera les valeurs de σ et W et on en déduira les
valeurs de κ et H correspondantes en « inversant » ces deux relations.
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5.3.3 Modèle Conservatif de Allen-Cahn (CAC)
L’équation conservative de Allen-Cahn pour modéliser le suivi de l’interface s’écrit :

∂φ

∂t
+∇∇∇ � (uφ) =∇∇∇ �

�
Mφ

�
∇∇∇φ� 4

ξ
φ(1�φ)n

��
(5.7)

Dans cette équation, le terme 4φ(1�φ)n=ξ est le flux de séparation de phase qui est conçu de telle sorte à imposer un profil
de tangente hyperbolique à l’équilibre. Plusieurs expressions de ce flux peuvent être trouvées dans la littérature et dépendent
des valeurs de φ qui annulent ce flux : φ = �0:5 ou bien φ = �1. Ici on suit la formulation de [198] en considérant que les
valeurs φ = 0 et φ = 1 annulent ce terme. Dans cette équation, u est la vitesse, Mφ et ξ sont respectivement la mobilité et
l’épaisseur de l’interface. La normale de l’interface n est définie par : n = ∇∇∇φ=

��∇∇∇φ
��. Le principal intérêt de ce modèle CAC

est qu’il ne fait intervenir que des dérivées du second ordre alors que le modèle de Cahn-Hilliard fait intervenir une dérivée
d’ordre quatre.

5.3.4 Variantes des modèles
D’autres formulations équivalentes à ce modèle incompressible de NS/CH sont possibles. Pour les écoulements, les dif-

férences apparaissent sur la forme de la force de tension superficielle Fs et sur les méthodes d’interpolation de la densité
moyenne ρ et de la viscosité η. Elles sont décrites ci-dessous. Pour l’équation de Cahn-Hilliard, les variantes apparaissent sur
la définition du double-puits de potentiel. Certains auteurs préfèrent la choisir de telle sorte qu’il s’annule en φ = �φ� [192]
ou bien en ρsat

l;g lorsque c’est la densité qui est choisie comme indicatrice de phase [202]. Le choix des valeurs des minima
influe sur les relations de W et σ (Eqs. (5.6)) qui sont modifiées pour tenir compte de ces nouveaux minima (voir [192, 202]).
Ici on préfère s’appuyer sur la définition de la composition du mélange sur la base de laquelle on établit les diagrammes des
phases C-T et C-G (voir Fig. 5.3) pour choisir les minima en φ = 0 et φ = 1.

Force de tension superficielle. Dans l’Éq. (5.1b), le terme représentatif des forces capillaires est écrit sous la forme dîte
« potentielle ». Cette forme potentielle apparaît également dans la littérature sous la forme �φ∇∇∇µφ =�∇∇∇(φµφ)+µφ∇∇∇φ. Dans
cette formulation, la pression est alors redéfinie en p+ φµφ. Le terme µφ∇∇∇φ représente l’étalement, sur l’épaisseur de l’in-
terface, d’une force proportionnelle à sa courbure et orientée dans la direction normale à l’interface, donnée par ∇∇∇φ. Cette
force capillaire peut également s’écrire de manière équivalente sous la forme de la divergence d’un tenseur de pression [191] :
φ∇∇∇µφ = ∇∇∇ �P avec Pαβ = δαβ[pth �κφ∇∇∇2φ�κ j∇∇∇φj2 =2] +κ(∇∇∇αφ)(∇∇∇βφ). Dans cette expression, pth est la pression thermo-
dynamique définie par pth = φ(dV =dφ)�V . La forme du terme de force capillaire retenue dans l’Éq. (5.1b) est la forme
potentielle qui, d’après la littérature, est celle qui permet de réduire les courants parasites liés à la discrétisation des équations
[189, 103]. Une autre forme est possible aussi [208] : Fs _�∇∇∇ � (∇∇∇φ=

��∇∇∇φ
��)��∇∇∇φ

��∇∇∇φ qui a été reprise de [209].

Interpolations de la densité et viscosité. Dans l’Éq. (5.1b), u est la vitesse du fluide et ρ � ρ(φ) est la densité du fluide
binaire qui dépend de φ � φ(x; t) est la composition du mélange et des densités ρA et ρB de chaque fluide A et B. Dans ce
travail, elle est définie par :

ρ(φ) = φ(x; t)ρB +(1�φ(x; t))ρA: (5.8)

Avec cette définition, lorsque localement la composition du mélange vaut φ = 1, la densité locale est égale à celle du fluide
B (ρ(φ = 1) = ρB) et inversement, lorsque localement φ = 0, la densité est égale à celle du fluide A (ρ(φ = 0) = ρA). Dans
la zone diffuse en présence des deux espèces, la composition est comprise entre 0 et 1 et la densité est une combinaison des
deux densités ρA et ρB. Pour la viscosité on utilise l’une des deux relations suivantes :

η(φ) = φ(x; t)ηB(x; t)+(1�φ(x; t))ηA(x; t) ou η(φ) =
ηAηB

φ(x; t)ηA +(1�φ(x; t))ηB
(5.9)

La seconde méthode d’interpolation (reprise de [43]) utilise le principe des moyennes harmoniques et elle est appliquée
lorsque le rapport des viscosités augmente.

5.4 LBM pour les modèles NS/CH et NS/CAC
Suite à la synthèse des méthodes LB pour le modèle NS/CH, on présente une méthode mixte entre les deux références

[105] pour l’équation de NS et [192, 204] pour l’équation de CH.
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5.4.1 LBM pour les équations NS
Le schéma pour la simulation des équations de Navier-Stokes est le suivant :

fi(x+ ci∆t; t +∆t) = fi(x; t)� 1
τ f (x; t)

�
fi(x; t)� f eq

i (x; t)
�
+∆tFi(x; t); (5.10a)

f eq
i (x; t) = wi

�
p+ρ(φ)c2

s

�
ci �u
c2

s
+

(ci �u)2

2c4
s

� u �u
2c2

s

��
; (5.10b)

Fi(x; t) = (ci�u) � �∇∇∇ρc2
s (Γi�Γi(0))�φ∇∇∇µφΓi

�
: (5.10c)

Ici on suppose que Fv = 0 et on se restreint au réseau D3Q19. Pour ce réseau, les 18 directions de déplacement de chaque
fonction fi sont représentées sur la Fig. 2.3b. Les valeurs des poids sont w0 = 1=3, wi=1;:::;6 = 1=18 et wi=7;:::;18 = 1=36. Dans
le terme force microscopique Fi (Eq. (5.10c)), la fonction Γi(x; t)� Γi est donnée par :

Γi = wi

�
1+

ci �u
c2

s
+

(ci �u)2

2c4
s

� u �u
2c2

s

�
; (5.10d)

qui correspond à un facteur ρ près à la fonction de distribution à l’équilibre standard. Γi(0) signifie que la vitesse est considérée
nulle (u = 0) et correspond donc aux valeurs des poids wi. Plusieurs autres formes de Fi sont possibles (voir [10, chap. 6]).
Dans les Eqs. (5.10b) et (5.10c), le coefficient cs vaut cs = (1=

p
3)c où c = ∆x=∆t. Enfin le coefficient τ f (x; t) est relié à la

viscosité cinématique ν(x; t)� ν par : ν = (1=3)(τ f �1=2)∆x2=∆t: La viscosité cinématique est interpolée par l’une des deux
relations (5.9). Les autres quantités physiques sont calculées à l’aide des relations suivantes [105] :

ρu =
1
c2

s
∑

i
fici� ∆t

2
φ∇∇∇µφ et p = ∑

i
fi +

∆t
2

u �∇∇∇ρc2
s (5.10e)

La fonction de distribution à l’équilibre (Eq. (5.10b)) est celle qui correspond à un schéma LBE d’un fluide incompres-
sible. Elle a été établie dans [45], puis reprise et adaptée aux écoulements diphasiques dans [210, 202, 104]. Le terme force
microscopique (Eq. (5.10c)) n’est pas standard. Plusieurs formulations existent dans la littérature pour tenir compte de la
force externe dans les équations NS (voir [12] pour une synthèse des différentes méthodes). Cette forme est celle issue de
l’intégration de l’équation de Boltzmann continue avec l’approximation de fi par f eq

i dans le terme de force. Après intégration
et approximation de l’intégrale par la formule du trapèze, on aboutit à ce terme force microscopique [211]. La méthode a été
mise en œuvre dans [210] pour les instabilités de Rayleigh-Taylor.

5.4.2 LBM pour l’équation du champ de phase
Équation de Boltzmann sur réseau. L’équation discrète de Boltzmann s’écrit :

gi(x+ ci∆t; t +∆t) = gi(x; t)� 1
τg(x; t)

�
gi(x; t)�geq

i (x; t)
�

(5.11)

Le champ de phase φ est calculé par le moment d’ordre 0 : φ = ∑i gi:

Fonction à l’équilibre pour le modèle de Cahn-Hilliard. La fonction à l’équilibre pour la simulation de l’équation de
Cahn-Hilliard est la suivante :

geq
i (x; t) = Ai(φ; µφ)+3φwiei �u ∆t

∆x
avec Ai(φ; µφ) =

(
φ�3µφ(1�w0) si i = 0
3wiµφ si i 6= 0

(5.12)

L’Eq. (5.12) est la fonction de distribution à l’équilibre standard pour la simulation d’une ADE. La différence entre l’ADE
et l’équation de Cahn-Hilliard provient du terme en laplacien du potentiel chimique. Le moment d’ordre 2 de la fonction
de distribution à l’équilibre doit être égale à Mφ∆µφ alors que ses moments d’ordre 0 et 1 doivent être égaux à φ et uφ

respectivement. La fonction geq
i est donc celle d’une ADE à la différence des coefficients Ai. Pour une ADE classique les Ai

sont identifiés à φ. Ici, on peut vérifier que le moment d’ordre 0 est bien égal à φ en faisant la somme sur i des wiAi : les termes
en µφ de la première et seconde ligne de s’annulent en pondérant µφ de la première ligne par (1�w0). Son moment d’ordre 2
vaut quant à lui µφ. Le potentiel chimique nécessite le calcul du laplacien de la composition ∇∇∇2φ qui est calculé par la méthode
des dérivées directionnelles (voir chapitre 3) [105] :

(ei �∇∇∇)2h
��
x =

φ(x+ ei∆x)�2φ(x)+φ(x� ei∆x)
∆x2 et ∇∇∇

2
φ
��
x = 3 ∑

i6=0
wi(ei �∇∇∇)2

φ
��
x: (5.13)
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Fonction à l’équilibre pour le modèle Conservatif de Allen-Cahn. L’équation CAC ressemble à une ADE (Eq. (2.7))
avec un terme de flux supplémentaire �∇∇∇ � (4Mφφ(1�φ)n=ξ). Sa fonction à l’équilibre est donc celle de l’ADE (Eq. (2.9)) à
laquelle est ajouté le terme qui tient compte du flux de séparation de phase :

geq
i (x; t) = φwi

�
1+

ci �u
c2

s

�
+wiMφ

�
4
ξ

φ(1�φ)

�
(ci �n)

c2
s

(5.14)

Le coefficient de mobilité est défini par Mφ = (1=3)(τg�1=2)(∆x2=∆t).

Remarque sur l’introduction d’un coefficient pour contrôler la mobilité. Dans certaines publications (e.g. [192, 203]),
un coefficient Γ apparaît dans la fonction d’équilibre qui permet de contrôler la mobilité Mφ de l’équation de Cahn-Hilliard
tout en la découplant du coefficient de relaxation τg. En effet pour une collision BGK classique, le coefficient de mobilité est
relié au taux de collision par une relation du type : Mφ = (1=3)(τg� 1=2)(∆x2=∆t). Cette relation impose une contrainte sur
les valeurs de Mφ car le taux de collision τg est directement impliqué dans la stabilité du schéma. Lorsque la valeur de τg est
trop proche de 1/2 l’algorithme devient instable. Pour éviter cela, les auteurs introduisent un coefficient Γ dans la fonction
d’équilibre via les coefficients Ai [192, Eq. (18)] et la modification est associée à une collision non locale [192, Eq. (7)]. Le
paramètre Γ permet de contrôler la mobilité ([192, Eq. (15)]). Néanmoins, les paramètres supplémentaires des collisions TRT
et MRT sont des alternatives pour contrôler la stabilité de la méthode, pistes que l’on privilégiera à l’avenir.

5.4.3 Validations
On présente ici trois validations de la programmation de ces schémas. Dans la première validation, on vérifie que le contour

d’un disque fendu est bien conservé à l’intérieur d’un fluide tournant [212]. Dans la seconde, on vérifie que la simulation
retrouve bien un cercle quand cette condition initiale est déformée à l’intérieur d’un vortex qui change de sens de rotation
au cours de la simulation. Enfin la troisième validation est relative aux équations de Navier-Stokes sur le cas test du double-
poiseuille. Pour les simulations LBM qui suivent, on considère un domaine de longueurs Lx = 1, Ly = 1, Lz = 0:01 discrétisé
en Nx = 201, Ny = 201, Nz = 3 nœuds. Les simulations sont en quasi-2D c’est-à-dire que le nombre de nœuds en z est très
petit par rapport aux deux autres directions. Le pas d’espace vaut ∆x = 5�10�3 et le pas de temps ∆t = 10�4. Le réseau est
le D3Q19 et les conditions aux limites sont périodiques pour toutes les faces du domaine.

FIGURE 5.7 – Condition initiale du disque
fendu de Zalesak.

Disque fendu de Zalesak. À l’intérieur d’un domaine de longueurs
Lx = 1, Ly = 1, Lz = 0:01, un disque est initialisé par : φ(x; 0) =�
1+ tanh

�
(R�dc)=

p
2W
��
=2 avec dc =

p
(x� xc)2 +(y� yc)2 +(z� zc)2,

xc = (100; 100; 1)T , W = 2 et R = 80 (Fig. 5.7). Toutes les valeurs sont données
en unités de réseau (l.u.). Le disque diffus est fendu en imposant φ(x; 0) = 0 si
xc �R=6 � x � xc +R=6 et yc � 1:1R � y � yc. Les composantes de la vitesse
sont imposées par ux(x) = u0(2y� 1), uy(x) = u0(1� 2x) et uz(x) = 0. u0 est
choisi tel que le disque fendu effectue un tour complet sur lui-même à Tf = 4 :
u0 = 0:7853975. Les deux paramètres du modèle conservatif de Allen-Cahn sont
fixés à Mφ = 2� 10�2 et W = 0:015. Les résultats sont présentés pour quatre
temps sur la Fig. 5.8a pour le modèle CAC et la Fig. 5.8b pour le modèle CH.
Sur cette dernière, on remarque qu’à Tf le contour φ = 0:5 (en bleu) se compare
bien à celui de la condition initiale (en noir) bien que les coins sont légèrement
plus arrondis que ceux arrondis obtenus avec CAC (en rouge).

Vortex. Dans ce cas test on considère un disque diffus centré en xc = (100; 60; 1) avec W = 2 et R = 40 l.u. qui est déformé
à l’intérieur d’un vortex 2D défini par ux(x) = �u0 cos [π(x�0:5)]sin [π(y�0:5)], uy(x) = u0 sin [π(x�0:5)]cos [π(y�0:5)]
et uz(x) = 0. Ces composantes de la vitesse imposent un sens de rotation qui est inverse aux aiguilles d’une montre. Les
paramètres sont Tf = 4, ξ = 0:03 et Mφ = 5� 10�4. Les iso-valeurs φ = 0:5 de la condition initiale et les lignes de courant
sont présentées sur la Fig. 5.9a pour u0 = 0:7853975. Sur la Fig. 5.9a, pour t = Tf =2 et t = Tf , les contours noirs φ = 0:5 sont
comparables à ceux présentés dans la référence [197]. On modifie maintenant la vitesse u(x) en la multipliant par un facteur
qui dépend du temps : u0(x; t) = u(x)� cos(πt=2Tf ). Avec ce nouveau facteur, quand t = Tf la fonction cosinus annule la
vitesse u0 et quand t > Tf , le signe change et le sens de rotation devient celui des aiguilles d’une montre. Comme attendu, à
la fin de la simulation à t = 2Tf , l’enveloppe φ = 0:5 est similaire à celle de la condition initiale pour les deux modèles CAC
(Fig. 5.9b) et CH (Fig. 5.9c) malgré une très légère déformation pour ce dernier.
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t = Tf =4 t = Tf =2 t = 3Tf =4 t = Tf

(a) Disque fendu de Zalesak avec modèle Conservatif de Allen-Cahn.

t = Tf =4 t = Tf =2 t = 3Tf =4 t = Tf

(b) Disque de Zalesak avec modèle de Cahn-Hilliard.

FIGURE 5.8 – Validation sur le cas test du disque de Zalesak. (a) Iso-valeur φ = 0:5 du modèle Conservatif de Allen-Cahn en
plusieurs temps. (b) φ = 0:5 du modèle de Cahn-Hilliard aux mêmes temps (d’après [R1], 2019).

Double-Poiseuille. La mise en œuvre numérique du Navier-Stokes est validée avec la solution analytique du double-
Poiseuille [186, 43] :
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(5.15)

où ηA et ηB sont les viscosités dynamiques et 2h est la largeur du canal. Le gradient de pression est remplacé par un terme
force défini par F = (G; 0; 0) où G = uc(ηA +ηB)=h2 et uc = 5� 10�5. Pour la simulation LB, le maillage est composé de
101�101�3 nœuds et ρA = ρB = 1. Des conditions aux limites périodiques sont imposées sur toutes les limites du domaine
à l’exception des plans de vecteur normal dirigé selon l’axe des y où des conditions de non-glissement sont imposées. La
méthode du « half bounce-back » est appliquée. Deux couches de différente viscosité sont définies comme condition initiale
pour φ : φ(x; 0) = tanh [(y0� y)=W ]=2 où W = 4∆x contrôle la pente de la tangente hyperbolique et y0 = (ymax + ymin)=2.
Le coefficient de mobilité est fixé égal à Mφ = 0:1. Des comparaisons entre le code LBM et la solution analytique sont
présentées sur la Fig. 5.10 pour trois rapports de viscosité : ηB=ηA = 3, 5, 10 respectivement. Pour chaque rapport, les
viscosités cinématiques ont été fixées à νA = 0:1 et νB = 0:3 ; puis νA = 0:07 et νB = 0:35 et νA = 0:01 et νB = 0:1. Ce cas
test valide le schéma LBM pour les équations de Navier-Stokes.

5.5 Simulations de la démixtion d’un mélange binaire
Dans cette section on présente quelques simulations qui illustrent l’influence de la composition moyenne du mélange

initial sur les modes démixtion d’un système binaire. L’extension au système vitreux ternaire sera réalisée dans le cadre d’une
thèse qui doit débuter en octobre 2019. Le sujet est brièvement présenté dans la section 5.6.

Les simulations de cette section ont pour but d’étudier l’influence de la condition initiale de l’équation de Cahn-Hilliard sur
la cinétique de séparation des deux phases. Pour cela, un domaine de dimensions Lx = 1:5, Ly = 0:025 et Lz = 1:5 est discrétisé
en 301� 6� 301 nœuds. Le pas d’espace vaut ∆x = 0:005 et le pas de temps est fixé à ∆t = 5� 10�5. Pour l’équation CH,
l’épaisseur de l’interface est fixée à W = 0:01, la tension interfaciale à σ = 5� 10�5 et la mobilité à Mφ = 0:01. Pour les

62



t = 0 t = Tf =2 t = Tf

(a) Contour φ = 0:5 aux temps t = 0, t = Tf =2 et t = Tf dans le champ des vitesses u.

t = Tf =2 t = Tf t = 3Tf =2 t = 2Tf

(b) Déformation de l’interface dans un vortex défini par le champ des vitesses u0 = u� cos(πt=2Tf ):

t = Tf =2 t = Tf t = 3Tf =2 t = 2Tf

(c) Comparaisons entre le modèle conservatif de Allen-Cahn (noir) et celui de Cahn-Hilliard (rouge) dans le champ des vitesses u0.

FIGURE 5.9 – Contour φ = 0:5 en différents temps dans le champ des vitesses (a) u et (b, c) u0 (d’après [R1], 2019).
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FIGURE 5.10 – Validation de la LBM avec la solution analytique du double-Poiseuille pour trois rapports de viscosité (d’après
[R1], 2019).
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(a)


C1

�
= 0:5. (b)



C2

�
= 0:275. (c)



C3

�
= 0:65.

FIGURE 5.11 – Effet des mélanges initiaux (a) M1, (b) M2 et (c) M3 sur le champ C(x; t) au temps t = 5�104∆t.

équations NS, les densités sont identiques ρA = ρB = 1, au même titre que la viscosité cinématique νA = νB = 0:1, la vitesse
initiale est nulle et les effets de gravité sont négligés. Les réseaux D3Q19 et D3Q7 sont respectivement utilisés pour les
équations NS et celle de CH, et les conditions aux limites sont périodiques sur toutes les faces pour les deux équations. La
cinétique de démixtion est simulée pour cinq mélanges Mi (pour i = 1; :::; 5) initialisés comme suit.

Séparation de phase : mélanges M1, M2 et M3. Pour initialiser le mélange M1 on attribue à chaque nœud du maillage une
valeur aléatoire tirée d’une distribution uniforme et comprise entre 0 et 1. La composition initiale moyenne vaut



C1
�
= 0:5

et les espèces A et B apparaissent en quantité équivalente.
Pour le mélange M2, on parcourt l’ensemble des nœuds du maillage et on impose tous les 10 sites une valeur C2 =

(9+ r)=10 où r est une valeur tirée aléatoirement d’une distribution uniforme et comprise entre 0 et 1. Les valeurs C(x; 0)
des autres nœuds sont fixées à C0

2 = 4r=10. Avec cette façon de procéder, Nt=10 nœuds du maillage a une composition fixée à
C2 dont la valeur est comprise entre 0.9 et 1, ce qui signifie que sur ces nœuds, la proportion de phase B est plus importante.
Sur les 9Nt=10 des autres nœuds la composition est fixée à C0

2 dont la valeur est comprise entre 0 et 0.4 et sur ces nœuds la
proportion de phase A est plus importante. La composition moyenne de cette condition initiale vaut



C2
�
= 0:275.

Pour le mélange M3, on utilise la même méthode en imposant maintenant tous les 5 sites une valeur C3 = r=10 et sur
les autres nœuds C0

3 = (4r + 6)=10. Cette fois, Nt=5 nœuds a une composition fixée à C3 (avec 0 � C3 � 0:1) et les 4Nt=5
nœuds restants sont imposés à la composition C0

3 avec (0:6 � C0
3 � 1). La composition moyenne de cette condition initiale

vaut


C3
�
= 0:65.

L’effet de ces conditions initiales sur la composition au temps t = 5� 104∆t est présentée sur la Fig. 5.11 pour chacun
des trois mélanges. Sur la Fig. 5.11a la quantité de A et de B apparaissent en proportion égale, le motif présente deux zones
distinctes et chacune d’elles coalesce et grossit. Pour le mélange M2 le fluide B (en rouge), qui apparaît en plus faible quantité,
forme des « gouttelettes » qui coalescent dans le fluide A (en bleu). Pour le mélange M3, c’est l’inverse qui se produit : le
fluide A (en bleu) forme des « gouttelettes » dans le fluide B (en rouge).

Condition initiale gaussienne : mélange M4. Pour cette simulation, on impose sur tous les nœuds du maillage une com-
position égale à Ca

4 = 3r=10 où r est toujours un nombre aléatoire compris entre 0 et 1 et qui suit une distribution uniforme.
En chaque nœud, la composition est comprise entre 0 et 0.3. Ensuite, sur 10% du nombre total de nœuds, on impose une
autre valeur Cb

4 = (9+ r)=10. La composition moyenne initiale de ce mélange vaut


C4
�
= 0:23. Les positions x, y et z de ces

nœuds sont obtenues par tirage de trois autres nombres aléatoires rx, ry et rz. Les nombres aléatoires rx et rz suivent des lois
de distribution gaussiennes tandis que ry est uniformément distribué. Les valeurs moyennes des gaussiennes correspondent
au centre du domaine xc et zc et l’écart à la moyenne est fixée à 45 nœuds. La condition initiale est présentée sur la figure
5.12 à t = 0 sur laquelle on constate une composition plus élevée à l’intérieur d’un disque circulaire positionné au centre du
domaine. L’évolution du champ de composition est indiquée sur les cinq figures qui suivent où on constate que la phase B, en
plus faible quantité, forme des gouttelettes dans le fluide A. Celles-ci grossissent par coalescence avec d’autres gouttelettes
déjà formées et par diffusion de l’espèce B vers elles qui appauvrit localement la composition en B : une zone bleue apparaît
autour des gouttes rouges.

Nucléation-Croissance : mélange M5. Dans cette simulation, on impose sur tous les nœuds du maillage une composition
constante égale à C5 = 0:2. Ensuite, sur 3% du nombre total de nœuds, on impose une autre valeur C0

5 = (9+ r)=10 où r
est un nombre aléatoire compris entre 0 et 1 et qui suit une distribution uniforme (0:9 � C0

5 � 1). Les positions x, y et z
de ces nœuds sont obtenues par tirage de trois autres nombres aléatoires rx, ry et rz, eux aussi distribués uniformément. La
composition initiale moyenne du mélange M5 vaut



C5
�
= 0:264 qui est est très proche de celle du mélange M2 (



C2
�
=
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t = 0 t = 103∆t t = 5�103∆t

t = 10�103∆t t = 20�103∆t t = 60�103∆t

FIGURE 5.12 – Séparation de phase du mélange M4 avec condition initiale distribuée de manière gaussienne.

t = 0 t = 5�103∆t t = 104∆t

t = 15�103∆t t = 20�103∆t t = 25�103∆t

FIGURE 5.13 – Nucléation – croissance : mélange initial de 3% de la phase B dans le mélange.
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0:275), mais, contrairement à ce dernier, seuls 3% des sites ont une composition proche de 1. Ces nœuds sont des sites de
nucléation privilégiés de la phase B (en rouge sur la Fig. 5.13 à t = 15�103∆t) et vers lesquels la phase B « diffuse » et croît
(t = 25� 103∆t). Comme pour le mélange M4, une zone bleue foncée apparaît autour de la phase B et qui correspond à la
phase A.

5.6 Pour aller plus loin
Les principales perspectives de ce travail concernent l’extension du modèle « Navier-Stokes/Champ de phase » pour simu-

ler des fluides ternaires. Les modèles envisagés diffèrent légèrement selon que l’application visée est relative à la démixtion
dans les verres (section 5.6.1) ou aux fluides super-critiques (section 5.6.2). En LBM, quelques articles présentent déjà des
simulations de fluides ternaires en introduisant deux équations de Cahn-Hilliard [213, 214, 207] (modèle repris ou adapté de
[215, 216]), ou bien en triplant les équations de conservation de masse et de quantité de mouvement [217, 218], ou encore en
agissant sur les lois d’état [219].

5.6.1 Perspectives : thèse sur la « démixtion d’un système vitreux ternaire »

FIGURE 5.14 – Diagramme des phases du système
ternaire SiO2–Na2O–MoO3 (d’après [179]).

Un sujet de thèse est proposé (début en octobre 2019, directeur de
thèse officiel M. PLAPP) pour étudier la démixtion d’un système vitreux
ternaire constitué de SiO2–Na2O–MoO3 et pour lequel le diagramme des
phases a déjà été caractérisé à la fois expérimentalement et par modéli-
sation thermodynamique CALPHAD (voir Fig. 5.14 issue de [179, page
65]). Sur cette figure, les points représentent les observations expérimen-
tales tandis que les lignes vertes représentent les modélisations CAL-
PHAD. Sur la base de l’enthalpie libre (énergie de Gibbs) déjà disponible
par la modélisation thermodynamique, le travail de thèse consiste à for-
muler un modèle mathématique qui couple deux équations de type champ
de phase (Cahn-Hilliard et Allen-Cahn conservatif). Ces deux équations
seront couplées aux équations de Navier-Stokes. La première année sera
dédiée au développement du modèle théorique (travail sur la fonction-
nelle d’énergie libre et nécessitera une modélisation des termes de cou-
plage entre ces quatre équations (masse, quantité de mouvement et les
deux équations à champ de phase). La seconde année sera consacrée à la
simulation de ce modèle par LBM et la troisième année sera consacrée à la valorisation des résultats. Les développements
informatiques seront mis en œuvre dans un nouveau code LBM spécialement conçu pour sa « portabilité de performance »
dans un contexte HPC (voir chapitre 6). Le sujet de thèse est mis en visibilité avec le label « thèse phare amont-aval » [220].

5.6.2 Fluides super-critiques avec oxydant
Au CEA, des services possèdent des dispositifs expérimentaux qui sont dédiés au traitement des déchets. Celui-ci peut se

réaliser à l’aide de systèmes micro-fluidiques (au DPC à Saclay) [221, 222], ou bien par un procédé d’oxydation qui utilise
de l’eau super-critique (au DE2D à Marcoule). Dans ce dernier, les déchets sont injectés avec de l’eau et un oxydant (qui peut
être du H2O2 ou du O2 ou de l’air) dans un réacteur sous pression et sous température permettant d’oxyder (ou minéraliser) les
organiques. Après dépressurisation on récupère un effluent gazeux (constitué de CO2) et un effluent liquide (avec des sels de
radioéléments dissous) [223]. Les conditions de température et de pression sont au-delà du point critique de l’eau, c’est-à-dire
des conditions telles que l’eau se trouve dans un état qui n’est ni liquide ni vapeur mais dans un état super-critique (voir le
diagramme des phases de l’eau dans [224, Chap. 1 page 8]). Une approche de modélisation qui est bien adaptée à l’étude
de la transition de phase autour du point critique (passage du fluide super-critique au fluide sous-critique) est basée sur la
modification de la loi d’état qui n’est plus celle des gaz parfaits. Sur ce procédé, un travail sur la thermodynamique à ces
conditions de température et de pression a déjà été réalisé [224] ainsi que des simulations d’écoulements avec une loi d’état de
Peng-Robinson avec le code Fluentr [225]. Des simulations d’un fluide proche du point critique ont également été réalisées
par une approche Navier-Stokes/Cahn-Hilliard dans [226]. Pour la prise en compte de différentes lois d’état par méthode LB,
les méthodes « pseudo-potentielles » (à la « Shan-Chen » [48]) sont bien adaptées et les principales lois d’état ont déjà été
simulées par cette méthode dans [227]. Pour cette application, une direction de travail pourrait coupler une approche avec une
loi d’état pour tenir compte de la phase fluide sous-critique, avec un modèle à champ de phase pour tenir compte de l’oxydant
en phase gazeuse. Ces deux approches sont cohérentes entre elles car elles considèrent toutes les deux une interface diffuse.
Pour la phase fluide sous-critique c’est la densité qui joue le rôle d’indicatrice de phase tandis que pour le mélange fluide/gaz,
c’est la composition qui joue ce rôle.
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Chapitre 6

Travaux en cours et perspectives

6.1 Introduction
Les modèles mathématiques des chapitres précédents se présentent sous la forme de plusieurs EDPs couplées entre elles.

Lorsque le maillage comporte un nombre de nœuds qui devient important (e.g. supérieur à 3003), leurs simulations numériques
en des temps « raisonnables » (de quelques heures à quelques jours de calculs) nécessitent des puissances de calcul qu’offrent
les super-calculateurs. Pour en tirer avantage, il est nécessaire d’adapter les codes de calcul à ces architectures, ou mieux,
d’optimiser les développements à leurs caractéristiques matérielles pour réaliser des « Calculs Haute Performance » (High
Performance Computing – HPC). Adapter un code pour le HPC peut se faire de différentes façons car plusieurs types d’archi-
tectures HPC sont disponibles : les calculateurs multi-CPU (Central Processing Units) et les calculateurs multi-GPU (Graphics
Processing Units). Sur les premiers, les calculs sont réalisés par des processeurs classiques tandis que sur les seconds, les cal-
culs sont réalisés sur des cartes graphiques qui possèdent leurs propres instructions et langages de programmation. De plus,
pour une même architecture, par exemple les CPU, plusieurs méthodes sont possibles pour « paralléliser » un code selon que
l’on cherche à l’exécuter sur plusieurs cœurs d’un même processeur (mémoire partagée) ou bien sur plusieurs processeurs
(mémoire distribuée), ou mieux sur plusieurs cœurs de plusieurs processeurs.

Au DM2S, le développement des codes HPC basés sur la LBM s’est concentré sur la simulation i) des écoulements
et du transport dans les « milieux poreux » (voir les références de la section 4.5) et sur ii) les problèmes décrits dans les
chapitres 3, 4 et 5 de ce document. Sur chacun de ces deux points, deux codes dédiés aux plateformes CPU ont été développés
et ont mis en œuvre les deux stratégies de parallélisation mentionnées ci-dessus. Le premier est un code 3D écrit en C et
parallélisé avec OpenMP (mémoire partagée), tandis que le second est un code 3D écrit en Fortran90 et parallélisé avec MPI
(mémoire distribuée). Ce dernier a brièvement été décrit dans la section 2.3.2. De plus, des « maquettes » dédiées ont aussi été
développées afin de tester les performances des codes LBM exécutés sur des GPU. La première maquette, en 3D, est écrite
en CUDA et la seconde, en 2D, est écrite en OpenCL. Chacun de ces codes est optimisé sur une plate-forme spécifique et rend
difficile leur maintenance. Au travers de tous ces développements et études successifs, un savoir-faire s’est développé sur la
LBM et sur quelques-unes de ses applications. Cependant l’inventaire des outils de simulation montre une grande hétérogénité
des codes en termes de langage informatique (C, Fortran, CUDA, OpenCL), de méthode de parallélisation (OpenMP, MPI) et
d’architecture ciblée pour l’exécution de ces codes (CPU et GPU).

Afin de mutualiser les efforts de développement et de partager le retour d’expérience des difficultés spécifiques à chaque
application, les activités se structurent actuellement autour d’un nouveau code de calcul LBM conçu pour le HPC (section
6.2). Cet outil a pour vocation d’être exécuté sur des super-calculateurs du CEA mais aussi sur des calculateurs d’autres
infrastructures (section 6.2.1). La simplicité de mise en œuvre de la LBM permet de se concentrer sur la « portabilité de
performance » du code, c’est-à-dire la possibilité d’exécuter un même code source sur différentes architectures et tout en
maintenant de très bonnes performances sur chacune d’elles. Cette portabilité doit nécessiter un effort relativement faible pour
l’adapter d’une architecture à l’autre, pour permettre un haut niveau de productivité développeur. Pour cela, ce nouveau code
est écrit en C++ et s’appuie sur les fonctionnalités de la bibliothèque Kokkos pour la portabilité de performance (section 6.2.2).
Des comparaisons des temps de calculs sont présentées entre les plate-formes CPU et GPU sur un cas simplifié de diffusion
(section 6.2.3). Dans ce code, le modèle qui est programmé et validé est composé des équations de Navier-Stokes couplées au
modèle Conservatif de Allen-Cahn qui ont été introduites dans le chapitre 5. Dans la section 6.3, on présente le travail qui est
en cours sur l’extension de ce modèle pour l’étude du changement de phase liquide-gaz.

Dans le travail actuel, les gains en temps de calculs se réalisent par la parallélisation du code exécuté sur des super-
calculateurs. Une autre voie complémentaire consiste à répartir les nœuds dans les zones d’intérêt du calcul tout en diminuant
leur nombre total. Par exemple pour l’équation du champ de phase, la zone d’intérêt est celle située à l’interface entre les
deux phases qui doit être maillée finement tandis que les zones homogènes peuvent être maillées grossièrement. Il s’agit du
raffinement et déraffinement du maillage au cours de la simulation (LBM sur maillage adaptatif). Cette direction de travail
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est l’une des perspectives présentée dans la section 6.4 qui décrira aussi d’autres pistes d’applications de modèles à champ de
phase simulés par LBM.

6.2 LBM dans un contexte HPC
Compte tenu de sa collision locale et explicite, la méthode LB est bien adaptée aux calculs hautes performances sur

différentes architectures. Dans cette section on rappelle les caractéristiques matérielles des diverses architectures dédiées au
HPC (section 6.2.1). Ensuite on décrit le développement d’un nouveau code LBM qui peut être exécuté sur ces architectures
(section 6.2.2). Enfin, des comparaisons des performances sont indiquées sur un cas test préliminaire de diffusion (section
6.2.3).

6.2.1 Infrastructures et architectures pour le HPC

FIGURE 6.1 – Super-calculateur Tera1000 au CEA DAM à
Bruyères-le-Châtel.

Infrastructures CEA. Le complexe de calcul scientifique
du CEA, localisé sur le site de Bruyères-le-Châtel (DAM/Île
de France) [228] comprend plusieurs grandes infrastructures
de calcul haute performance (High Performance Computing –
HPC) au service de la recherche, de l’industrie et de la dé-
fense. L’une d’elles est celle de la DAM qui est réservée aux
programmes de Défense. Elle héberge la machine Atos/Bull
Tera1000-1, d’une puissance de 2,5 Petaflops (un million de
milliards d’opérations par seconde), et depuis juin 2018, elle
est accompagnée de Tera1000-2 d’une puissance de 25 Peta-
flops (voir Fig. 6.1). Le site comprend également dans sa zone
ouverte le Très Grand Centre de Calcul du CEA (TGCC) qui
est également une infrastructure qui héberge des supercalcu-
lateurs de puissance du petaflops. Ce centre de calcul a été
conçu pour accueillir la première machine pétaflopique fran-
çaise Curie (financée par GENCI pour l’infrastructure de re-
cherche Prace), ainsi que la nouvelle génération du Centre de Calcul Recherche et Technologie (CCRT). Le nouveau cal-
culateur Irene, qui a remplacé Curie à l’été 2018, est un supercalculateur Bull Sequana X1000 constitué de deux partitions
distinctes. La première est Irene SKL qui contient 1656 nœuds bi-processeurs Intelr Skylake 8168 à 2,7 GHz avec 24 cœurs
par processeur. La seconde est Irene KNL qui contient 666 nœuds Intelr KNL 7250 à 1,4 GHz avec 68 cœurs par processeur.

Calcul scientifique sur GPUs et autres infrastructures. Depuis une dizaine d’années, l’utilisation des cartes graphiques
(Graphics Processing Units – GPUs) comme dispositifs d’accélération de certains types de calculs a rapidement augmenté.
Initialement conçues pour les jeux vidéo, leur utilisation pour le calcul scientifique connaît une progression régulière, si bien
que le supercalculateur Jean Zay qui possède une partition de plus de 1000 GPUs (NVIDIAr V100 SXM2 32 Go) sera
installé à l’IDRIS (Institut du Développement et des Ressources en Informatique Scientifique) au premier semestre 2019
[229]. La Maison De La Simulation (MDLS) au CEA/Saclay est également équipée d’un petit calculateur de 14 GPUs pour
réaliser des tests.

6.2.2 Développement d’un nouveau code LBM
« Portabilité de performance » du LBM. Les codes de calcul basés sur la LBM sont très largement compilés et exécutés
depuis plus de dix ans sur ces architectures de calculs en mono-GPU [230, 231, 232, 233] et même en multi-GPUs [234].
Cependant, malgré les gains de performance, ces moyens de calculs nécessitent de ré-écrire les codes en utilisant un langage
bas-niveau adapté à l’architecture matérielle (e.g. CUDA pour GPU NVIDIAr ou OpenCL) et les codes sont par conséquent
dédiés à l’architecture et non « portables » sur d’autres. Ici on s’intéresse à la « portabilité de performance du LBM », c’est-
à-dire la possibilité d’écrire les algorithmes LBM avec un haut niveau d’abstraction, tout en restant performant sur une large
gamme d’architectures : multi-cœurs x86 (Intelr KNL, Intelr SKL, ...), GPU NVIDIAr, processeurs ARM, etc ... Depuis
quelques années, la portabilité des codes sur les nouvelles architectures (notamment les GPUs), se fait à l’aide d’une approche
par directives (OpenMP ou OpenACC). Cependant, une autre approche prometteuse a été sélectionnée notamment parce qu’elle
met en œuvre un modèle de programmation en C++ pour l’écriture d’applications portables et performantes.

Bibliothèque Kokkos. Depuis le début de l’année 2018, une collaboration s’est mise en place avec Dr PIERRE KESTENER
du CEA/DRF/MDLS pour développer un nouveau code LBM (LBM_saclay) en utilisant la bibliothèque C++/Kokkos [235].
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(a) Comparaison des performances sur trois cartes GPUs (K80, P100 et
V100) pour trois tailles de maillage.

(b) Comparaison des performances pour deux optimisations du code
source (CSoA, CSoA2) spécialement adaptées à l’architecture Intel KNL
et comparée à la version standard (fused).

FIGURE 6.2 – Comparaison des performances du code LBM en C++/Kokkos pour une équation de transport exécuté sur (a)
des cartes GPU et (b) un CPU multi-cœurs de type Intel KNL. Les performances sont exprimées en « Million Lattice Updates
Per Second » (MLUPS) (d’après P. KESTENER et al. [PT1], 2019).

Actuellement, la bibliothèque fournit des outils pour l’exécution parallèle de codes en s’appuyant sur OpenMP, Pthreads et
CUDA. Elle a été utilisée récemment pour accélérer l’optimisation de maillage d’ordre élevé dans [236]. Elle fournit également
des conteneurs de données avec les mêmes notations d’indice que le Fortran pour les tableaux multi-dimensionnels. De ce
fait, la plupart des subroutines et des bibliothèques développées dans le code Fortran du chapitre 2 (section 2.3.2) peuvent
être reprises moyennant quelques adaptations liées au C++ et à la bibliothèque Kokkos. Comme dans le code Fortran90, une
sur-couche MPI est rajoutée dans le code pour la gestion de la mémoire distribuée.

6.2.3 Comparaison des temps de calculs sur un cas diffusif
Les performances de ce nouveau code LBM sont comparées entre les plate-formes GPUs et CPUs. Les benchmarks sont

réalisés sur un modèle simplifié de diffusion pour trois tailles de maillages 1283, 1923 et 2563. Les résultats synthétisés
ci-dessous sont issus de [PT1].

Performances des GPUs. Pour les GPUs, le code a été exécuté sur trois architectures de cartes GPU NVIDIAr Teslar :
Kepler (K80 de 2014), Pascal (P100 de 2016) et Volta (V100 de 2017). Les comparaisons sont réalisées pour les réseaux
D2Q9, D3Q7, D3Q15 et D3Q19 mais seuls les résultats de ce dernier sont présentés sur la Fig. 6.2a sur laquelle on constate
que, comme attendu, plus la carte est récente et plus le code est performant : pour un maillage 2563 les performances sont
respectivement d’environ 900 > 600 > 200 MLUPS (Million Lattice Updates Per Second).

Optimisations et performances des CPUs. Les tests de performance du code sur CPUs sont réalisés sur les deux partitions
Irene/SKL et Irene/KNL. Pour les processeurs Intelr KNL, l’algorithme LBM standard (« fused ») a montré de très faibles
performances de la bande passante théorique pour des réseaux D3Q7 et D3Q19 et deux tailles de maillage : (1283 et 2563).
La variante « fused » désigne l’implantation LBM dans laquelle les étapes de collision et advection sont fusionnées (et ne
nécessitent pas de stockage intermédiaire en mémoire, à la différence des implantations standards où les deux opérations sont
bien séparées). Deux optimisations des noyaux LBM spécialement adaptées à cette architecture (inspirées de la référence
[237]) ont été testées : il s’agit de l’optimisation « CSoA » (Cluster of Structure of Array) et « CsoA2 » (i.e. l’indice de la
population ipop d’un tableau data(i,j,k,ipop) est interverti en data(i,ipop,j,k)). Sur la Fig. 6.2b on constate que
l’optimisation CSoA2 améliore nettement les performances du code sur processeur KNL mais elles restent en-dessous des
performances de GPUs, même d’ancienne génération. Sur un maillage 2563, la performance de l’optimisation CSoA2 est
d’environ 175 MLUPS. Pour les processeurs SKL, la version « fused » est la plus optimisée et ses performances restent elles
aussi très en-dessous de celles du GPU V100 (<160 MLUPS pour du D3Q19).
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6.3 Modèle à champ de phase pour la transition liquide/gaz
Sur le simple cas diffusif ci-dessus, les performances sont clairement en faveur des GPUs. Néanmoins d’autres compa-

raisons sont actuellement en cours sur un problème physique plus complexe d’écoulements diphasiques où le couplage des
EDPs nécessite le calcul de gradients intermédiaires qui peuvent modifier les temps de calcul. Le modèle diphasique qui est
déjà programmé dans LBM_saclay est celui de Navier-Stokes/Allen-Cahn conservatif (présenté dans les sections 5.3.1 et 5.3.3
respectivement) et les validations reposent sur les mêmes cas test du chapitre 5. Le modèle qui est actuellement en cours de
développement étend ce modèle à la simulation de phénomènes de changement de phase liquide-gaz tels que la condensation
en paroi, ou des bulles de vapeur qui se recondensent. Dans cette section, avant de décrire le modèle mathématique, on rappelle
les différentes façons de modéliser la transition liquide/gaz.

Modèles de changement de phase dans la littérature. Pour simuler le changement de phase liquide-gaz il est possible
d’utiliser les modèles issus de la théorie du second gradient [205] ou bien ceux qui modifient la loi d’état. Les méthodes LB
qui procèdent en agissant sur la loi d’état ont pour origine le modèle de Shan-Chen [48, 49] et sont qualifiées de méthodes
pseudo-potentielles. Dans cette façon de procéder, un terme force supplémentaire est ajouté dans l’équation de quantité de
mouvement pour tenir compte d’une loi d’état qui n’est pas celle des gaz parfaits (e.g. celle de van der Waals [238]). Une
comparaison de plusieurs loi d’état par LBM est réalisée dans [227]. Dans ce cas, c’est la densité qui joue le rôle d’une
« indicatrice de phase » qui varie régulièrement entre les densités liquide et vapeur. Plusieurs applications récentes utilisent
cette méthode pour simuler la condensation [239, 240]. Les modèles à champ de phase permettent aussi de simuler la transition
de phase liquide-vapeur [21]. Parmi ces modèles, certains utilisent la densité comme indicatrice de phase [202] et d’autres
utilisent l’équation de Cahn-Hilliard qui est modifiée pour tenir compte du taux de production liquide à l’interface [193, 194].
Ici on se place dans la continuité de ces derniers travaux en adaptant le modèle Conservatif de Allen-Cahn à la transition de
phase.

Modèle mathématique. On considère un système composé d’un constituant A qui peut se trouver sous deux phases ther-
modynamiques distinctes, la première sous forme liquide (l) et la seconde sous forme gazeuse (g). Il s’agit d’un système
de deux fluides immiscibles qu’on suppose incompressibles de densité constantes ρl et ρg. On considère une indicatrice de
phase φ(x; t) qui vaut 0 pour la phase g, 1 pour la phase l et qui varie continûment entre ces deux valeurs. Les densités
locales qui dépendent de la position et du temps sont notées ρ̃i (pour i = g; l) et s’expriment comme ρ̃g(x; t) = ρgφ(x; t)
et ρ̃l(x; t) = (1� φ(x; t))ρl , tandis que la densité locale moyenne s’exprime par ρ(x; t) = ρgφ(x; t) + (1� φ(x; t))ρl . Les
équations de bilan pour chaque phase g et l s’écrivent :

∂ρ̃g

∂t
+∇∇∇ � (ρ̃gu�ρgjg) = +ṁ000 (6.1a)

∂ρ̃l

∂t
+∇∇∇ � (ρ̃lu�ρljl) =�ṁ000 (6.1b)

où ṁ000 est le terme de production (+) ou de retrait (�) volumique due au changement de phase et sera défini ci-dessous. Dans
les équations (6.1a) et (6.1b) les signes sont choisis tels que le changement de phase produit de la phase g au détriment de la
phase l. Le flux massique lié à l’advection dans chaque phase est ρ̃iu . Dans la région interfaciale, le flux massique ρiji est
d’origine diffusive et résulte d’une transition régulière de la composition entre les différentes phases. En exprimant les Eqs.
(6.1a) et (6.1b) en fonction de φ(x; t) en supposant que les flux jg et jl sont identiques et opposés j =�jg = jl on obtient :

∂φ

∂t
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(6.2a)

∂(1�φ)
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Après avoir fait la somme, on obtient :

∇∇∇ �u = ṁ000

�
1
ρg
� 1

ρl

�
: (6.3)

Pour l’équation du suivi de l’interface, dans [193], l’hypothèse sur le flux celle de Cahn-Hilliard j =�Mφ∇∇∇µφ où µφ est le
potentiel chimique et l’équation (6.2a) devient celle de Cahn-Hilliard avec un terme source de production au second membre.
Ici on suppose que le flux est celui de [195, 196] de l’équation conservative de Allen-Cahn : j =�Mφ(∇∇∇φ�4φ(1�φ)n=ξ) et
l’équation (6.2a) est le modèle CAC du chapitre 5 avec un terme source :
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Comme dans [193], on suppose que la température de la phase liquide est à la température de saturation et la force qui
pilote l’évaporation est la quantité de chaleur qui est transférée à l’interface. Dans ce cas, le taux de vaporisation surfacique
est ṁ00 = κ∇∇∇T � n=LAB où κ est la conductivité thermique, LAB est la chaleur latente de vaporisation et n = ∇∇∇φ=

��∇∇∇φ
�� est

la normale à l’interface. La conversion de ṁ00 en quantité volumique ṁ000 (liée à l’interface diffuse) est donnée par [193]
ṁ000 = ṁ00

��∇∇∇φ
��= κ∇∇∇T �∇∇∇φ=LAB. Finalement, le modèle complet de changement de phase s’écrit :

∇∇∇ �u = ṁ000

�
1
ρg
� 1

ρl

�
(6.5a)
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∂T
∂t

+u �∇∇∇T = λ∇∇∇
2T (6.5d)

où λ est la diffusivité thermique dans l’Eq. (6.5d). Les méthodes LB pour simuler ce modèle ont été présentées dans le chapitre
2 (pour la température) et le chapitre 5 (pour NS et CAC). Il s’agit d’adapter la méthode LB pour tenir compte du taux de
production dans l’Eq. (6.5a). Le modèle est en cours de développement dans le nouveau code LBM_saclay.

6.4 Perspectives générales
En complément des pistes « pour aller plus loin » indiquées dans chaque chapitre, sont décrites ci-dessous quelques pers-

pectives pour poursuivre les simulations des modèles dédiés aux phénomènes physiques « multi-phases et multi-constituants ».
Dans ces perspectives, la conception des « modèles à champ de phase », la conception des « méthodes LB » et les dévelop-
pements numériques du code de calcul LBM_saclay sont les trois piliers des activités sur lesquels viendront s’appuyer les
simulations des diverses applications. Sur la conception de nouveaux modèles physiques, la thèse d’A. YOUNSI (2015) et la
thèse à venir en octobre 2019 approfondissent déjà cette facette du travail. Dans la section 6.4.1, on précise l’axe principal
des travaux relatifs au procédé de vitrification et du procédé d’oxydation super-critique. Ensuite on complète avec l’ouverture
à d’autres applications potentielles des modèles à champ de phase. Dans la section 6.4.2 sont indiquées d’autres perspectives
numériques qui pourront être utiles pour ces applications.

6.4.1 Simulations LBM des modèles à champ de phase
En plus du projet de thèse décrit dans la section 5.6 et de la publication des travaux sur la portabilité de performance du

LBM, plusieurs applications sont envisagées qui viendront enrichir le retour d’expérience sur la simulation des modèles à
champ de phase.

De deux à trois phases immiscibles. Les travaux actuels se structurent autour des modèles diphasiques pour améliorer les
méthodes LB sur les mélanges binaires, puis pour les étendre et les adapter pour les mélanges ternaires. Pour des transitions
de phase liquide-vapeur, les rapports de densité entre les deux phases sont de l’ordre de ~775 alors que ceux qui interviennent
dans les verres sont de l’ordre de 2. Pour cette problématique, on testera quelques méthodes LB les plus pertinentes pour avoir
un retour d’expérience avec des simulations quantitatives : par exemple [105] qui a été reprise dans [206, 207] ou bien [241]
qui a été étendu dans [209]. Pour l’extension de deux à trois phases immiscibles, des modèles couplent déjà deux équations de
Cahn-Hilliard pour des applications dans les polymères [242], ou pour étudier l’interaction entre le corium et le béton [243].
Pour simuler un système ternaire, la fonctionnelle d’énergie libre définie dans [215, 216] et le modèle qui en découle sont déjà
repris en LBM pour simuler l’étalement d’une lentille liquide [207] et l’instabilité de Kelvin-Helmholtz [214]. Les termes
de couplage issus de la fonctionnelle d’énergie libre et les solutions qui en découlent seront comparés à ceux obtenus dans
le projet de thèse de la section 5.6 où la forme analytique de la fonctionnelle d’enthalpie libre du système ternaire est déjà
disponible grâce à la modélisation CALPHAD. D’autres travaux qui font des simulations LBM de systèmes ternaires à l’aide
de méthodes pseudo-potentielles [219] pourront être comparées pour des applications aux fluides super-critiques.

Sédimentation des particules, micro-fluidique et fabrication additive. Dans le projet SIVIT, le procédé du creuset froid
utilise des particules de platinoïdes qui sédimentent au cours du fonctionnement. Plusieurs approches de sédimentation des
particules existent déjà dans la littérature. Lorsque le nombre de particules est grand par unité de volume, des approches
avec une équation de type « advection-diffusion » avec un terme advectif modifié (empiriquement) sont utilisées (voir [68]).
On pourra tester un modèle à champ de phase, basé sur une modification de la fonctionnelle d’énergie libre à minimiser
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[244] pour simuler la stratification des particules, puis il s’agira de l’adapter à la sédimentation et à l’agglomération des
platinoïdes. La micro-fluidique est également un domaine d’application de la LBM (e.g. avec une approche LBM « double-
couleur » dans [245, 246]). Un laboratoire du CEA/DPC développe déjà des systèmes micro-fluidiques pour de la séparation
[221, 222] et des contacts ont déjà été initiés pour une application LBM sur ce sujet. Concernant les effets relatifs à la tension
superficielle (voir [247] pour une synthèse récente), les effets Marangoni pourront être approfondis pour les problèmes couplés
avec la température. Ces effets sont déjà pris en compte dans les modèles de fabrication additive [248, 249] qui est une autre
application potentielle du « champ de phase » pour modéliser un changement de phase solide/liquide en contact avec un gaz.
Pour cette application, les travaux existants sur le sujet mettent en œuvre le suivi de l’interface par une méthode « level set »
dans [250] et par une méthode « volume of fluid » dans [250, 249]. Enfin signalons que les modèles à champ de phase trouvent
également des applications en biologie des membranes [251] et des vésicules [252, 253].

Couplage « solidification et deux phases liquides immiscibles ». Enfin, toujours en relation avec la phénoménologie des
verres, des observations ont montré qu’en fonction des gammes de températures rencontrées, une cristallisation (ou dissolu-
tion) de certains éléments de composition du verre peuvent se produire au sein de plusieurs espèces considérées comme des
fluides immiscibles. La simulation 3D de telles observations représente un challenge aussi bien du point de vue « modèles »
(couplage conservation masse, quantité de mouvement, champ de phase, thermique et thermodynamique) que d’un point de
vue « méthodes numériques » et des moyens de calculs associés. Les « modèles à champ de phase » seront enrichis et mis en
œuvre dans l’outil LBM_saclay dans cette direction de travail.

6.4.2 Autres perspectives
À partir de l’axe principal du paragraphe précédent pourront être initiées de nouvelles directions de travail qui pourront

être utiles pour les applications ci-dessus.

Raffinement automatique de maillage et estimation d’erreur a posteriori. Toutes les simulations de ce manuscrit ont été
réalisées sur un maillage fixe c’est-à-dire avec un nombre de nœuds fixé constant tout le long de la simulation. Des méthodes
de raffinement automatique de maillage en LBM ont été proposées [254, 255, 256] et appliquées récemment avec le modèle
CAC pour le suivi d’une bulle qui s’élève [198] sous l’effet de la flottabilité. Dans cette référence, le seul critère utilisé
pour le raffinement du maillage est celui sur le gradient du champ de phase ∇∇∇φ qui doit être plus petit qu’une valeur fixée.
Par conséquent, le raffinement se limite aux interfaces entre les deux phases. Cependant un raffinement local basé sur un
critère qui implique la vitesse du fluide peut être important. Par exemple pour la flottabilité et la coalescence des deux bulles
de la Fig. 5.5a, un déraffinement du maillage peut être envisagé au début de la simulation sur la partie haute du domaine
tandis que le sillage de la bulle unique issue de la coalescence pourrait être maillé plus finement en fin de simulation. Ces
raffinements/déraffinements successifs peuvent se baser sur la technique des « estimations d’erreur a posteriori » qui permet
d’avoir des critères de raffinement/déraffinement sur une [257] ou plusieurs autres grandeurs physiques d’intérêt (e.g. [258]
pour la vitesse et la pression). Dans LBM_saclay, les développements pourront s’appuyer sur ceux déjà mis en œuvre dans
[259] mais aussi à l’aide de la bibliothèque Pablo [260].

Analyse du schéma LBM pour le modèle CAC. Pour le modèle conservatif de Allen-Cahn, des analyses du schéma LBM
sont à approfondir pour étudier l’impact des termes d’ordre supérieur à deux qui apparaissent lors des développements du
schéma. L’analyse peut être réalisée par la méthode de Chapman-Enskog (présentée en annexe B) en poussant les dévelop-
pements aux termes d’ordre supérieur à deux, ou bien par la méthode des développements de Taylor déjà appliquée pour
identifier les EDPs équivalentes à la LBE (Navier-Stokes) [31]. En considérant une collision de type TRT (Two-Relaxation-
Times), l’impact des termes d’ordre trois est déjà approfondi pour l’ADE dans [261]. Une comparaison des développements
de Chapman-Enskog à ceux de Taylor est déjà réalisée sur des équations qui font intervenir des dérivées spatiales d’ordre
supérieur à deux comme les équations de Korteweg-de Vries et de Kuramoto-Sivashinsky [119]. L’application de cette métho-
dologie peut améliorer les simulations LBM du modèle de Cahn-Hilliard du chapitre 5 qui fait intervenir une dérivée d’ordre
quatre.

Autres applications. La théorie du champ de phase est un outil puissant pour concevoir de nouveaux modèles « multi-
phases et multi-constituants » et des travaux théoriques peuvent être menés pour établir leur équivalence avec les modèles
à « interface abrupte » en appliquant les développements asymptotiques raccordés. Enfin, comme indiqué dans les chapitres
3 et 4, les « modèles à champ de phase cristallins » et les « équations fractionnaires » constituent des approches alternatives
de modélisation très intéresssantes pour la science des matériaux et le transport en milieu poreux. Les perspectives mention-
nées dans les sections 3.6 et 4.5, ainsi que d’autres applications potentielles issues du domaine de la physique de la matière
condensée ou encore sur l’analyse des schémas LB, pourront faire l’objet de simulations approfondies en collaboration avec
les équipes expérimentales et théoriques intéressées par ces sujets.
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Annexe A

Méthode de l’état adjoint pour l’expérience DI
du site du Mont-Terri

L’expérience DI (Diffusion Inerte) du Mont-Terri a été menée sous la responsabilité de l’ANDRA pour suivre la diffusion
de deux traceurs chimiques non réactifs dans l’argile à Opalinus. Afin de caractériser le comportement diffusif de la roche,
des mesures de concentration en fonction de la distance r ont été mesurées à la fin de l’expérience (après une année) en
complément du suivi de la concentration dans la chambre d’injection (voir les Fig. 13 et 14 de la référence [P10]). Les pics
de concentration qui apparaissent sur la courbe d’évolution de la chambre d’injection correspondent à plusieurs injections de
traceur. Dans cette annexe, la méthode de l’état adjoint est illustrée sur cette expérience.

Problème direct
L’expérience DI du Mont-Terri est modélisée en considé-

rant l’équation de la diffusion en tenant compte de la décrois-
sance radioactive λ et exprimée en coordonnées cylindriques :
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pour r 2]r1; r2[ muni de la condition initiale nulle C(r; 0) =
0 8r 2 ]r1; r2] et avec des conditions aux limites :
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en r1 et D(r2)∂rC(r2; t) = 0 en r2. Dans l’Eq. (A.2) le terme
C(r1; t0) est la concentration injectée dans la chambre d’in-
jection et le second terme est l’expression du flux de Fick qui
diffuse dans le milieu poreux (exprimé en coordonnée radiale
et intégré sur la surface d’injection). La porosité ω(r) et la
diffusion D(r) sont deux fonctions de la distance r . On résout
le « problème direct » lorsqu’on cherche à déterminer l’évolu-
tion du champ de concentration C(r; t) étant donnés la condi-
tion initiale, les conditions aux limites et les paramètres ω(r)
et D(r).

Problème inverse
Les paramètres de diffusion et de porosité sont difficile-

ment accessibles expérimentalement contrairement aux va-
leurs de concentrations, c’est la raison pour laquelle on est
amené à résoudre un « problème inverse ». Malgré l’existence
de différents cadres théoriques, la résolution pratique du pro-
blème inverse se ramène à déterminer les paramètres ω(r)

et D(r) qui minimisent une fonctionnelle coût J qui calcule
l’écart quadratique entre les données calculées et les données
observées. On se ramène donc à un problème d’optimisation
dans lequel la définition de la fonctionnelle J dépend des me-
sures disponibles.

Fonctionnelle à minimiser

Pour l’expérience DI, les données de concentration sont
mesurées au cours du temps dans la chambre d’injectionbC(r1; tk), et elles sont mesurées le long de l’échantillon au
temps final bC(ri; t f ). Les ri sont les positions où sont effec-
tuées les mesures au temps final t f et I le nombre total de
points de mesures spatiales. Les tk sont les temps de mesures
dans la chambre d’injection et K le nombre total de mesures
temporelles. La fonctionnelle J à minimiser s’écrit :
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où les coefficients µ2
i et β2

k sont des poids strictement posi-
tifs attribués à chaque mesure et représentent le « degré de
confiance » qu’on a en cette donnée. Plusieurs types d’ap-
proches permettent de minimiser J mais pour résumer, deux
catégories de méthodes existent. L’une nécessite la connais-
sance des dérivées de la fonctionnelle par rapport aux para-
mètres, encore appelés gradients de la fonctionnelle, et l’autre
non. La méthode adjointe permet de calculer précisément les
dérivées de la fonctionnelle J .
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Calcul des gradients de J par état adjoint

La méthode de l’état adjoint est basée sur la théorie du
contrôle optimal et a été utilisée pour l’identification de para-
mètres dans [3]. Elle repose sur l’utilisation d’une dérivation
analytique et peut, d’un certain point de vue, être comparée à
la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Elle n’est présen-
tée ici que sous forme continue. Le problème direct discrétisé
par différences finies et tous les calculs pour la déduction du
système adjoint discret et des gradients discrets sont indiqués
dans l’annexe 2 de [R16].

Problème adjoint. L’équation du problème direct peut être
vue comme une contrainte d’égalité reliant la variable d’état
(la concentration) aux paramètres (diffusion et porosité). On
associe à cette contrainte, un multiplicateur de Lagrange
ψ(r; t), qui est une fonction de l’espace et du temps (et non
un scalaire). On définit alors le lagrangien suivant :

L (ω; D;C; ψ) = J �´ r2
r1

´ t f
t0

ψ(r; t)
h
ω(r) ∂C

∂t (r; t)

� 1
r

∂

∂r

�
rD(r) ∂C

∂r (r; t)
�
+λω(r)C(r; t)

i
rdrdt;

(A.4)
expression dans laquelle on reconnaît la fonctionnelle J et
l’EDP du problème direct. Un point-selle du lagrangien a pour
premiers arguments (ω; D;C) la solution du problème d’op-
timisation et on calcule la variation totale du lagrangien L
par rapport à ω , D et C . Partant du principe que la variation
de L ne devrait être nulle qu’en présence de variations des
paramètres ω et D , on définit la valeur du multiplicateur de
lagrange ψ(r; t) telle que l’ensemble des termes en δC s’an-
nulent, c’est-à-dire comme solution du problème adjoint sui-
vant (voir l’annexe de [R16] pour les détails des calculs) où le
multiplicateur ψ(r; t) est appelé l’état adjoint de la concentra-
tion C(r; t) :

�ω
∂ψ

∂t
� 1

r
∂

∂r

�
rD

∂ψ

∂r

�
+λωψ = 0 (A.5)

avec la condition finale :

ψ(r; t f ) =
I

∑
i=1

2µ2
i

ωr

�
C(ri; t f )� bC(ri; t f )

�
δ(r� ri) (A.6)

et les conditions aux limites :

1
α

∂ψ

∂t
+D

∂ψ

∂r

����
r1

=�
K

∑
k=1

2β2
j

r1

�
C(r1; tk)� bC(r1; tk)

�
δ(t� tk)

(A.7)

en r1 et D∂rψjr2
= 0 en r2. La dénomination de l’état adjoint

vient de ce que les opérateurs qui interviennent dans sa défini-
tion sont les adjoints des opérateurs de l’équation d’état : �∂t
comme adjoint de ∂t et l’opérateur aux dérivées partielles en r
est le même car auto-adjoint. Ce nouveau problème présente
la particularité d’être rétrograde en temps, c’est-à-dire que
l’adjoint est donné à l’instant final (non initial) par l’Eq. (A.6)
et il faut résoudre l’équation adjointe (A.5) du temps final au
temps initial. Enfin, dans le problème adjoint, les écarts entre
les concentrations calculées et observées interviennent dans la
condition finale et dans une des deux conditions aux limites
car les données sont recueillies sur la longueur de l’échan-
tillon à l’instant final, et dans la chambre d’injection en r1. Si
les données observées avaient été obtenues entre r1 et r2 pour
tous les pas de temps, l’écart serait intervenu comme terme
source dans l’équation adjointe comme c’est le cas dans la
section 4.3.1.

Gradients de J . Une fois les problèmes direct et adjoint
résolus pour obtenir respectivement C(r; t) et ψ(r; t), il est
possible d’en déduire les gradients de la fonctionnelle J par
rapport aux paramètres ω et D. Ces deux dérivées se dé-
duisent « naturellement » en définissant le problème adjoint
et s’écrivent :

δJ
δω

=
δL

δω
=�
ˆ t f

0

ˆ r2

r1

ψ

�
∂C
∂t

+λC
�

rdrdt (A.8)

δJ
δD

=
δL

δD
=�
ˆ t f

0

ˆ r2

r1

∂C
∂r

∂ψ

∂r
rdrdt (A.9)

si on considère que ω et D sont constants sur tout le domaine
Si les paramètres sont considérés constants par zones, les écri-
tures restent similaires, l’intégrale en espace ne portant plus
que sur la zone considérée. Enfin, si on traite les paramètres
ω et D comme fonctions de r, l’expression des dérivées est du
même type en supprimant l’intégrale en espace. La méthode
de l’état adjoint présente un avantage considérable comparé
à la méthode des différences finies dans le cas où le nombre
de paramètres devient important (une dizaine, une centaine
ou même plus). En effet, la méthode permet d’obtenir toutes
les dérivées souhaitées en ne résolvant que deux problèmes :
le problème direct pour obtenir C(r; t) et le problème adjoint
pour obtenir ψ(r; t). Alors que la méthode des différences fi-
nies nécessite de résoudre autant de problèmes directs que de
paramètres à optimiser (en incrémentant tour à tour chacun
des paramètres) auxquels il faut ajouter la résolution du pro-
blème direct lui-même.
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Annexe B

Développement de Chapman-Enskog pour la
LBM fractionnaire

Avec la fonction à l’équilibre définie par les Eqs. (4.22a)-(4.22b), la LBE approche les solutions de l’Eq. (4.12) si ααα = 222,
aussi bien en considérant les collisions BGK que MRT. La possibilité d’avoir ααα < 222 ne modifie que les dernières étapes des
développements classiques de Chapman-Enskog. On rappelle que la méthode est basée sur les développements de Taylor de�� fff (x+ ei∆x; t +∆t)

�
combinés avec

∂

∂t
= ε

∂

∂t1
+ ε

2 ∂

∂t2
and

∂

∂xµ
= ε

∂

∂x0µ
for µ = 1; :::; d: (B.1)

et le développement
�� fff �= ∑k�0 εk

�� fff (k)�. On rappelle que la méthode regroupe tous les termes d’ordre εk, et donne plusieurs
équations satisfaites par les premiers moments de

�� fff (k)�, et particulièrement h1j fff (0)i=C. Plus précisément, on montre qu’avec
D = e2 (λ�1=2)∆x2=∆t et les Eqs. (4.21) impliquent que h1j fff (0)i est solution de l’Eq. (4.12) avec une erreur d’ordre O(ε2).

L’ordre ε0 s’écrit 0 = M�1ΛΛΛM
h�� fff eq

���� fff (0)�i et implique

�� fff (0)�=�� fff eq� (B.2)

car M�1ΛΛΛM est inversible avec BGK ou MRT. Les collisions préservent la masse totale de soluté ce qui implique que

h1�� fff (k)�= 0 for k > 0: (B.3)

Si on suppose que Sc = Sε2 pour le terme source, les ordres en ε et ε2 donnent respectivement
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expressions dans lesquelles aµbµ et ∂bµ=∂aµ représentent ∑
d
µ=1 aµbµ et ∑

d
µ=1 ∂bµ=∂aµ respectivement. L’Eq. (B.4) est équiva-

lente à

�M
�� fff (1)�=ΛΛΛ

�1M

"
∆t

∂

∂t1

�� fff (0)�+∆x
∂

∂x0µ

��eµ fff (0)
�#
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qui détermine
�� fff (1)� et donne (projection sur

��111�) en considérant l’Eq. (B.3) :

∆t
∂

∂t1
h1j fff (0)i+∆x

∂

∂x0µ
heµj fff (0)i= 0 (B.7)
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En sommant les deux termes ε fois (B.7) et ε2 fois la projection de (B.5) sur
��111� donne
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expression dans laquelle les deux premiers termes sont ∆t∂t


111j fff (0)� et ∆t∇∇∇ �uC avec une erreur d’ordre ε2. Alors, l’Eq. (B.4)

donne une expression plus ou moins simple pour j fff (1)� selon que l’on considère la collision BGK ou MRT.

Opérateur de collision BGK
L’opérateur de collision BGK suppose que M = I et ΛΛΛ�1 = λI, et l’Eq. (B.4) devient

��� fff (1)�= λ
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et par conséquent
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En combinant la dernière équation avec les Eqs (B.1) et (B.8), cela donne
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En négligeant le troisième terme (λ�1=2)∆x∆t∂2
txµ



eµ
�� fff (0)� et en utilisant le moment d’ordre deux de l’Eq. (4.21) conduit à

l’Eq. (4.12) à condition que D = DId et avec D = e2 (λ�1=2)∆x2=∆t.

Opérateur de collision MRT
Avec les matrices M et ΛΛΛ�1 de la collision MRT, l’Eq. (B.6) implique
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#
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qui est très similaire à l’Eq. (B.10) si on pose λλλ pour la matrice d�d d’élément λµν. En rappelant que les Eqs (B.3) et (B.1)
dans l’Eq. (B.8) donne
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car


eµ
�� fff (0)� = uµC∆t=∆x (i.e. le moment du premier ordre de (4.21)). En utilisant le moment du second ordre de l’Eq.

(4.21),
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�� fff (0)�=2), on retrouve l’Eq. (4.12) si λλλ satisfait l’Eq. (4.26) :
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La matrice λλλ peut dépendre de x pour tenir compte d’un tenseur D non uniforme en espace.
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[R13] CARTALADE A. Modélisation directe 3D de l’expérience DI-A. Ref : DEN-DM2S-SFME-MTMS-RT/04-001/A. 50
pages. 2004.

[R14] CLÉMENT F., �KHVOENKOVA N., A. CARTALADE, P. MONTARNAL, Analyse de sensibilité et estimation de para-
mètres de transport pour une équation de diffusion, approche par état adjoint, Inria Report n°5132, inria-00071451.
HAL : https://hal.inria.fr/inria-00071451. 55 pages. 2004.

[R15] CARTALADE A., P. MONTARNAL, �CAVANNA B., J. BLUM, Paramétrisation automatique des coefficients de trans-
port d’un milieu poreux, approche par état adjoint. Ref : DEN-DM2S-SFME-MTMS-RT/03-002/A. 85 pages. 2003.

[R16] CARTALADE A., P. MONTARNAL, �CAVANNA B., J. BLUM, Estimation des paramètres de transport d’un milieu
poreux, approche par état adjoint. Ref : DM2S-SFME-MTMS, RT/02-018/A. 56 pages. 2002 (Rapport étendu [R15]).
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Implication dans des documents collaboratifs

« Propositions de projets (CEA et ANR) »

[R17] BURBEAU A., A. CARTALADE, P. OMNÈS, M.-A. PUSCAS, Plan de développement du code TrioCFD. Version
1. Ref. DEN/DANS/DM2S/STMF/LMSF/NT/16-014/A. 57 pages. 2016.

[R18] RIBET I., et 14 collaborateurs, Projet SIVIT : programme de simulation de la vitrification sur 2010–2020. Ref.
DEN/MAR/DTCD/RT/2010/03. 76 pages (Diffusion restreinte). 2010.

[R19]� NÉEL M.-C., M. JOELSON, A. CARTALADE, C. LATRILLE, M. FLEURY, D. BAUER, ANR – TRAM project (Ano-
malous Transport in Porous Media). Program SYSCOMM 50 pages. 2009.

« Rapports de synthèse (CEA et PSI) »

[R20] CARTALADE A., P. THOUVENOT, F. VAN DORPE, C. BEAUCAIRE, Transfert en zone non saturée en eau : docu-
ment de synthèse des activités de la DEN dans le cadre du projet MRIMP. Ref : DEN-DM2S-SFME-MTMS-RT/06-
013/A. 97 pages. 2006.

[R21]� VERSIN P., and 15 contributors, Long-term Diffusion Experiment (DI-A), Diffusion of HTO, I�, 22Na+ and Cs+,
Field activities, data and modelling. Technical Report 2003-02, Paul Scherrer Institute (PSI). 195 pages. 2006.

Thèse de doctorat

[T1] A. CARTALADE, Modélisation des Écoulements dans les Aquifères Fracturés, Développement d’un Modèle Multi-
Continua (Problèmes Direct et Inverse) et Application au Site du CEA/Cadarache. Thèse, Université Montpellier II.
doi:10.13140/RG.2.2.12906.52164 ; HAL : https://hal.archives-ouvertes.fr/tel-01359286, 209 pages. 2002.

C.3 Présentations orales et posters cités dans le texte

Présentations orales citées dans le texte
[O1] MARYSHEV B., C. LATRILLE, A. CARTALADE, M.-C. NÉEL, Adjoint state based data inversion for a fractional

advection diusion equation with non-uniform coefficients. InterPore Presentation, Rotherdam. 8-11 May 2017.

[O2] CARTALADE A., S. SCHULLER et M.-E. PASQUINI, Modèle « H » pour la simulation de la démixtion dans les
verres et les écoulements diphasiques. Présentation au Groupe de Travail DNS. CEA/Saclay. 5 nov 2014.

[O3] CARTALADE A., A. YOUNSI, E. RÉGNIER AND S. SCHULLER, Simulations of crystal growth and phase separation.
An introduction to phase-field models. Presentation of paper [P5]. SUMGLASS summer school. Nîmes, site du pont
du Gard. Tuesday 24th, session 3, 10 :40am. 24 sept 2013.

[O4] CARTALADE A., Avancement de l’Activité Modélisation de l’Auto-Creuset (Thématique AUDRIC). Presentation of
unpublished work on non-newtonian flow simulated by LBM. CEA/Marcoule. Org. I. RIBET (chef de projet SIVIT),
CEA-Marcoule. 4 nov 2010.

[O5] CARTALADE A., Presentation of paper [P10]. Clays in Natural & Engineered Barriers for Radioactive Waste Confi-
nement. 2nd International Meeting, March 16, Tours, France. 2005.

Posters cités dans le texte

[PT1] KESTENER P., A. CARTALADE, A. GENTY, S. KOKH, Multi-architecture Implementation and Optimizations of
Lattice Boltzmann Algorithms. Poster of Annual Fluid Mechanics workshop, Institut Henri Poincarré, Paris. 29-30
January 2019. doi:10.13140/RG.2.2.12476.90241

[PT2] ?YOUNSI A., A. CARTALADE, M. PLAPP, Lattice Boltzmann simulations of hydrodynamics effects on crystal
growth of binary mixture. Best poster award at the « Third International Symposium on Phase-Field Method –
PFM2014 », presented by A. YOUNSI, State College, Pennsylvania, USA. 2014. doi:10.13140/RG.2.2.11548.54404.

[PT3] NÉEL M.-C., M. FLEURY, A. CARTALADE (Coordinateurs), Transport Anormal en Milieu Poreux. PDF Rencontres
du numérique ; Simulation et Calcul Haute Performance, ANR-09-SYSC-015, 17 et 18 avril. 2013.

[PT4] �RISCHETTE R., A. CARTALADE, G. LODS, Modélisation inverse de l’état initial d’un système aquifère : approche
par Back and Forth Nudging. Poster présenté au GdR MOMAS. 14 nov. 2007. 10.13140/RG.2.2.16528.46086
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Acronymes

CAL3F CALibration Flow for Fractured Formation.
MPI Message Passing Interface.
SILABE3D SImulations by LAttice Boltzmann Equation 3D.

ADE Advection-Diffusion Equation.
AMR Automatic Mesh Refinement.
ANDRA Agence Nationale pour la gestion des Déchets RA-

dioactifs.
ANR Agence Nationale de la Recherche.

BEETI Banc Expérimental pour l’Etude du Transport Insa-
turé.

BGK Bhatnagar-Gross-Krook (opérateur de collision LBM).

CAC modèle Conservatif de Allen-Cahn.
CALPHAD CALculation of PHAse Diagram.
CCRT Centre de Calcul Recherche et Technologie.
CEA Commissariat à l’Energie Atomique et aux Energies Al-

ternatives.
CFD Computational Fluid Dynamics.
CH modèle de Cahn-Hilliard.
COSTO projet COlis en STOckage.
CPU Central Processing Unit.
CTRW Continuous Times Random Walks.

DAM Direction des Applications Militaires.
DD Dérivées Directionnelles (méthode numérique).
DE2D Département pour l’Enrichissement, le Démantelle-

ment et les Déchets.
Den Direction de l’Energie Nucléaire.
DI expérience de Diffusion Inerte.
DM2S Département de Modélisation des Systèmes et Struc-

tures.
DPC Département de Physico-Chimie.
DRF Direction de la Recherche Fondamentale.
DRT Direction de la Recherche Technologique.
DSFD International conference on Discrete Simulation of

Fluid Dynamics.

EDF Electricité de France.
EDP Equation aux Dérivées Partielles.

FD Finite difference (méthode numérique).

GdR Groupement de Recherche.
GENCI Grand Equipement National de Calcul Intensif.
GPU Graphics Processing Unit.

HPC High Performance Computing.

IDRIS Institut du Développement et des Ressources en Infor-
matique Scientifique.

IFPEN Institut Français du Pétrole et des Energies Nouvelles.
IMFT Institut de Mécanique des Fluides de Toulouse.
INRIA Institut National de Recherche en Informatique et Au-

tomatique.
IRSN Institut de Radioprotection et de Sûreté Nucléaire.
IRSTEA Institut national de Recherche en Sciences et Tech-

nologies pour l’Environnement et l’Agriculture.

l.u. lattice unit.
LBE Lattice Boltzmann Equation.
LBM Lattice Boltzmann Method.
LSET Laboratoire de Simulation des Ecoulements et du

Transport.

MAVL projet Moyenne Activité et Vie Longue.
MDLS Maison De La Simulation.
MEB Microscope Electronique à Balayage.
MIM Modèle eau Immobile eau Mobile.
MLUPS Million Lattice Updates Per Second.
MOMAS MOdélisation MAthématique pour le Stockage.
MRIMP projet Maîtrise des Risques et IMPacts.
MRISQ projet Maîtrise des RISQues.
MRT Multiple-Relaxation-Times (opérateur de collision

LBM).

NS Navier-Stokes.

ORANO anciennement AREVA NC.

PFC Phase-Field Crystals.
PSI Paul Scherrer Institut.

RMN Résonance Magnétique Nucléaire.
RW Random Walks.

SITHY projet SImulation de la Thermo-HYdraulique.
SIVIT projet SImulation de la VITrification.
STMF Service de Thermo-hydraulique et Mécanique des

Fluides.
STOEN projet STOckage et ENtreposage.

TGCC Très Grand Centre de Calcul du CEA.
TRAM projet TRansport Anormal en Milieux poreux.
TRT Two-Relaxation-Times (opérateur de collision LBM).

VDF Volumes-Différences Finies (méthode numérique).
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