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Modélisation d’un empilement de matériaux dans
le domaine fréquentiel par une condition
d’impédance d’ordre élevé

Résumé

Nous considérons le probleme de la diffraction électromagnétique d’'un objet modélisé
par une condition d’impédance d’ordre élevée(CIOE) en régime harmonique. L origi-
nalité de cette these est 1’établissement de nouvelles conditions suffisantes d’unicité
(CSU) pour calculer les coefficients de ces conditions aux limites. Ces CSU garan-
tissent 'unicité des solutions du probleme des équations de Maxwell harmoniques.
Afin d’exprimer 'opérateur de Calderén qui lie les traces tangentielles des champs
électromagnétiques a la surface extérieure de 'objet, nous réaliserons des approxima-
tions locales de ce dernier par son plan tangent, par un cylindre infini ou par une
sphere. Les coefficients de la CIOE sont calculés par minimisation sous contraintes
de l'erreur entre 'opérateur de Calderéon et son approximation par la CIOE. Cette
minimisation est réalisée sur un nombre d’incidences arbitrairement choisies sur
lesquelles on calcule 'opérateur de Calderén. Enfin ces CIOE sont implémentées
dans un code équation intégrale EFIE-MFIE ou les problémes de discrétisations des
opérateurs différentiels de la CIOE seront résolus en réalisant des transformations sur
les fonctions de bases des sous-espaces fonctionnels. Cette modélisation est validée
sur certains objets d’intérét par comparaison avec des codes de référence.

Mots-clefs
Electromagnétisme (EM), Impédance, Conditions suffisantes d’unicité (CSU), Opti-

misation sous contraintes, Surface équivalente radar (SER), Méthode aux éléments
finis (FEM), Equations intégrales (EFIE, MFIE)

Simulation of a coated objet in the frequency
domain by a high order impedance boundary
condition

Abstract

We consider the problem of the electromagnetic diffraction of an object modeled
by a high order impedance boundary condition (HOIBC) in harmonic regime. The
originality of this thesis is the exhibition of new sufficient uniqueness conditions
(SUC) to compute the coefficients of these boundary conditions. These SUC guarantee
the uniqueness of the harmonic Maxwell’s equations solutions. In order to express the
Calderén operator that binds the tangential traces of the electromagnetic fields on
the outer surface of the object, we will perform local approximations of the latter by
its tangent plane, by an infinite cylinder or by a sphere. The HOIBC’s coefficients are
then calculated by a constrained optimization problem, which minimizes the error



between the Calderén operator and its approximation by the HOIBC. This minimi-
zation is performed on an arbitrary number of arbitrarily chosen incidences angles
on which the Calderén operator is computed. Finally, these HOIBC are implemented
in an integral equation EFIE-MFIE code where the discretization problems of the
differential operators of the HOIBC will be solved by performing transformations on
the basis functions of the functional subspaces. This modeling is validated on some
objects of interest by comparison with reference codes.

Keywords

Electromagnetism (EM), Impedance, Sufficient uniqueness conditions (SUC), Constrai-
ned optimisation, Radar cross section (RCS), Finite element method (FEM), Integral
equation (EFIE, MFIE)
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Introduction

Contexte industriel

La diffraction des ondes est un probleme commun & de nombreux secteurs d’activités :
défense, aéronautique, médical, pétrolier. Selon le secteur, la nature des ondes et
des matériaux differe, mais les problématiques sont les mémes. On étudie souvent
la propagation d’'une onde autour d’obstacles dans un milieu d’intérét. Cette onde
est émise et réceptionnée a un endroit qui selon le probleme est loin ou proche de
I'objet. Le probléme réel est alors souvent non borné, car les ondes continuent a se
propager souvent en dehors du domaine.

Dans le cadre de ses activités dans le domaine de la furtivité radar, le CEA/CESTA
développe des codes de calcul simulant avec précision le comportement électroma-
gnétique d’'un objet tridimensionnel situé dans le vide, typiquement un conducteur
recouvert de matériaux inhomogenes. En régime harmonique, il est éclairé par une
onde incidente plane émise par un radar se trouvant tres loin de 'objet. Compte tenu
de la faible amplitude de I'onde, les phénomenes physiques mis en jeu sont linéaires.
Le calcul du champ diffracté par cet objet nécessite la résolution numérique des
équations de Maxwell dans le domaine fréquentiel. Des méthodes de résolution dites
exactes : formulations variationnelles volumiques ou surfaciques, sont aujourd’hui
bien maitrisées.

Pour les premieres, le domaine de calcul incluant l'objet est borné extérieurement
par une surface fermée, sur laquelle est implémentée une condition de rayonnement
exacte (équation ou représentation intégrale). Le volume intérieur est maillé avec des
tétraedres a l'intérieur desquels les champs électromagnétiques sont représentés par
des fonctions de base appropriées (discrétisation par éléments finis volumiques). Pour
une fréquence donnée, la résolution des équations de Maxwell est alors ramenée a
celle d'un systeme linéaire matriciel ou la solution représente les valeurs discrétisées
des champs et le second membre le champ incident. La dimension du systéeme linéaire
est de l'ordre de plusieurs centaines de millions pour les objets 3D intéressant le
CEA/DAM. La complexité numérique (temps de calcul et taille mémoire) requise
pour la résolution précise du systeme, méme si elle est réduite par ’emploi d’une
méthode de décomposition de domaines et une parallélisation massive, reste élevée.
Il en est de méme pour les méthodes surfaciques faisant intervenir des équations
intégrales définies sur la surface de I'objet et sur les interfaces entre les matériaux qui
les composent. Apres discrétisation pour une méthode d’éléments finis de frontiere,
ce probleme se ramene aussi a un systeme linéaire ou l'inconnue représente alors les
valeurs discrétisées des composantes tangentielles des champs sur ces surfaces). Des
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études paramétriques (propagation d’incertitudes, variations de la géométrie ou des
caractéristiques de I'empilement de matériaux...) nécessitent de trés nombreux calculs.
Mais se bornant a dégager des tendances, elles requierent une précision moindre,
et des approximations peuvent s’avérer intéressantes. La plus connue consiste a
remplacer 'empilement de matériaux par une [condition d’impédance (CI)| écrite sur
la surface extérieure de 'objet : cette CI, implémentée dans une [equation intégrale|
permet de s’affranchir de la résolution des équations de Maxwell dans les
matériaux.

La CI la plus simple (Leontovich) relie par une impédance scalaire les composantes
tangentielles du champ électrique a celles du champ magnétique. Elle est strictement
locale et ne constitue une bonne approximation que pour des matériaux dont les
indices sont suffisamment élevés. Des CI plus performantes, dites [conditions d’im{
ipédance d’ordre élevé (CIOE)| plus ou moins locales, sont proposées dans HOPPE
et al. [1995; STUPFEL [2015. La grande majorité des CIOE ne tient pas compte des
courbures et n’est donc valable que dans I'approximation du plan tangent. Men-
tionnons qu’aucune de ces CI ne modélise correctement une singularité de surface
(normale non définie, courbures ou leurs dérivées discontinues) ou une discontinuité
de matériaux.

Pour approcher 'opérateur impédance exact, non local, on introduit généralement
des dérivées tangentielles multipliées par des coefficients dont les valeurs peuvent
étre déterminées dans le domaine spectral. Dans ce domaine, les opérateurs diffé-
rentiels sont remplacés par des opérateurs matriciels d’ordre au moins deux selon la
géométrie. Il faut également assurer I'unicité des solutions du probleme de Maxwell
correspondant.

Les CIOE présentées dans STUPFEL et POGET 2011]; STUPFEL [2015| présentent ces
deux caractéristiques : les coefficients, optimisés dans le domaine spectral, garantissent
des solutions uniques. Implémentées dans des équations intégrales, leur efficacité
a été évaluée sur des objets 3D. Une CIOE similaire mais plus performante a été
proposée dans MARCEAUX et al. 2000 et reprise dans AUBAKIROV [2014] et SOUDAIS
2017

11 restait a définir les [conditions suffisantes d’unicité (CSU)|associées.

Plan de la theése

La finalité de cette these est de proposer un modele permettant de remplacer un
empilement de matériaux par une condition aux limites implémentée dans un code
équations intégrales, afin de ne pas mailler I'intérieur de 1’objet.

Cette condition aux limites fera parti d'une famille connu de conditions aux limites,
les conditions d'impédances ( SENIOR et VOLAKIS 1995/ ) qui sont paramétrées par
des coefficients complexes.

Ces derniers peuvent étre déterminés localement en résolvant un probleme de mini-
misation sous contraintes, ces dernieres permettant d’assurer I'unicité des solutions.

Chapitre 1

Ce chapitre présente une condition suffisante qui garantit 1'unicité des solutions des
équations de Maxwell a 'extérieur de I'objet. Cette condition s’exprime sur sa surface
et est satisfaite pour chacune des conditions limites que 'on appliquera a ’objet.
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Nous présentons alors des conditions suffisantes sur les coefficients qui impliquent la
condition suffisante générale, donc qui garantissent I'unicité des solutions. Nous en
présentons plusieurs par CIOE pour marquer le caractére suffisant de ces conditions,
puis nous définirons celles conservées et utilisées dans la suite de la these. De plus,
nous rappellerons aussi 'alternative de Fredholm pour assurer 'unicité du probleme
intérieur. D’un point de vue pratique, nous présentons une condition simple pour
nous assurer que nous pouvons faire la transformée de Fourier des champs, pour dans
les chapitres suivants, exprimer 'opérateur d’impédance simplement.

Chapitre 2

Pour calculer les coefficients, sachant les conditions qu’ils doivent vérifier, nous
supposons que l'objet est un plan infini. Ce cas d’étude classique permet de calculer
exactement la condition d’'impédance dans le domaine spectral. Cet opérateur est alors
un multiplicateur de Fourier matriciel en fonction de la pulsation w, de 'empilement
des matériaux et des modes de Fourier k,, k, associés aux coordonnées cartésiennes
tangentielles du plan infini z,y. L’opérateur approché est aussi un multiplicateur
de Fourier matriciel dépendant de w, k;, k, et de coefficients complexes. Le calcul
de ces coefficients se fait par optimisation sous contraintes ot I’on minimise 1’erreur
entre ces deux matrices pour plusieurs couples k,, k, en utilisant les CSU du premier
chapitre comme contraintes.

Chapitre 3

Ce chapitre introduit 'effet d’une courbure dans une direction et est fortement
lié au précédent dans sa méthodologie. Sur cette géométrie périodique, 'opérateur
d’impédance exact s’exprime dans le domaine spectral comme un multiplicateur de
Fourier en fonction de w, de 'empilement et de la courbure du cylindre, ainsi que
des coefficients de Fourier n et du mode de Fourier k, associés aux coordonnées
cylindriques tangentielles du cylindre infini 6, z. L’opérateur approché est aussi un
multiplicateur de Fourier matriciel dépendant de w,n, k. et de coefficients complexes.
Le calcul de ces coefficients se fait par optimisation sous contraintes ou 1’on minimise
I’erreur pour chaque coefficient de Fourier n entre ces deux matrices pour plusieurs
k. en utilisant les CSU du premier chapitre comme contraintes.

Chapitre 4

Ce chapitre introduit 'effet d’une courbure dans deux directions (sphere) et est forte-
ment lié aux deux précédents dans sa méthodologie. Sur cette géométrie périodique
et finie, 'opérateur d’'impédance exact s’exprime dans le domaine spectral comme un
multiplicateur de Fourier matriciel en fonction de w,r et n. Avec w I'empilement, r
la courbure de la sphere, et n un des coefficients de Fourier, associé a la coordonnée
sphérique 6. L’opérateur d’impédance ne dépend pas du coefficient de Fourier m
associé a la coordonnée sphérique ¢. La encore, une onde plane incidente fait a priori
intervenir un nombre infini de coefficients de Fourier n, que 'on tronque pour ne
garder que les termes qui sont dans le domaine spectral et qui contribuent signifi-
cativement. L’opérateur approché est aussi un multiplicateur de Fourier matriciel
dépendant de w,n et de coeflicients complexes. Le calcul de ces coefficients se fait
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par optimisation sous contraintes ou I’on minimise 1’erreur pour chaque coefficient
de Fourier n entre les opérateurs exact et approché en utilisant les CSU du premier
chapitre comme contraintes.

Chapitre 5

Ce chapitre reprend des résultats issus de la littérature sur I'intégration de CIOE dans
la résolution des équations de Maxwell par équations intégrales. Dans ces méthodes,
les inconnues sont les traces tangentielles des champs sur la surface de 1'objet, et
les champs s’en déduisent a l’extérieur grace a une représentation intégrale. La
résolution de ces équations intégrales étant basée sur des éléments finis de frontiere,
nous montrons que les espaces fonctionnels usuels sont insuffisants a cause des
opérateurs différentiels contenus dans les CIOE. Nous introduirons alors une méthode
pour poser le probleme dans d’autres espaces plus adaptés. Ce nouveau probleme
est résolu par la méthode des éléments finis de frontieres. Les traces des champs
obtenus permettent de calculer la surface équivalente radar (SER)|de 'objet, quantité
d’intérét pour mesurer sa furtivité.
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Chapitre 1. Contexte mathématique global

On s’intéresse a la propagation des ondes électromagnétiques a 'extérieur d’un objet
fermé borné, convexe et régulier, sans source. Les champs associés sont solutions des
équations de Maxwell harmoniques, la convention dans toute la these étant en e™?.
Soit |[|= d la frontiere de €2, on décompose donc tout 'espace entre 'intérieur et
I'extérieur, soit

R =QuUQ°.

On définit en tout point de I', supposée réguliere, 7] la normale unitaire sortante a 2.

Dans ¢ on définit € R?, le nombre d’onde dans le vide, oti|d est la célérité

d’une onde dans le vide. Dans €2, on a k = km/i(a_t))(g_n)).

Nous utilisons les équations de Maxwell-Helmholtz (Helmholtz car utilisent le nombre
d’onde k et non la pulsation w) ou les inconnues sont le champ électrique |E| et
I’excitation magnétique , elles se déduisent des équations de Maxwell (voir annexe
B).

Soit dans (C3°(R?) N H,ot (R?))? tels que

(1.0.1) {V A

— =\
= () + Zk(i)/i[( ) =0 dans Q U Q°.
VA z)F

(7) — ik(z)E(T) =0

21l

De plus, les conditions limites considérées sont les conditions de Silver-Miiller a
Vinfini (voir J.-C. NEDELEC 2001} eq (5.2.25), p. 182)

r—00

(1.0.2) lim r @(r, 0,6) Ae, + Hr,0, qb)) =0,

N , 7. . —
ou r,0,¢ sont les coordonnées sphérique d’un point de l'espace et e, le vecteur
unitaire radial et les conditions de saut sur I'

[Em] _0, VIeT,
|

09 [ﬁt@] =0 Vi eT.

1.1 Equations de Maxwell a I'intérieur et a I'exté-
rieur de 'objet

1.1.1 Etude de ’unicité des solutions du probléme intérieur

Théoréme 1.1. Si w? n'est pas une valeur propre de 1/(eu) Laplacien vectoriel,
- =
lunique solution E,H de (2.4.1) avec conditions aux limites de conducteur parfait
_>
(nAEr=0), est (0,0). Si w’eu est une valeur propre du Laplacien vectoriel, (2.4.1)

5
avec conditions aux limites de Dirichlet ( Ejp =0 ) a pour solution tous les vecteurs
propres de l'opérateur A introduit par CESSENAT 1996, eq. (133), p. 58.

La preuve s’appuie notamment sur l'alternative de Fredholm, voir CESSENAT (1996,
Théoreme 8, p. 111.

6



1.2. Probleme de Maxwell a I'extérieur de I'objet avec opérateur de Calderén sur
son bord

1.1.2 Etude de ’unicité des solutions du probléme extérieur :
Lemme de Rellich

On définit en tout point de [[la trace tangentielle de [H| que I'on note .

Proposition 1.2 (Une condition suffisante d’unicité).
Si l'on suppose que

(11.1) Re (/F J(@) -E(?)df(?)) >0,

alors le systéeme (1.0.1)) (sans source) muni de la condition aux limites (2.1.2]) admet
— —

E =H =0 comme unique solution.

Démonstration. La démonstration s’appuie sur le lemme de Rellich, énoncé dans
CESSENAT (1996, p. 74 et nous renvoyons a la proposition du prochain chapitre
pour le détail des opérations.

m

1.2 Probleme de Maxwell a I’extérieur de 1’objet
avec opérateur de Calderén sur son bord

L’opérateur de Calderén (CESSENAT [1996, Def 4, p. 108), lie les traces tangentielles
a la surface extérieure de l'objet des champs solutions du probleme intérieur et
extérieur.

A un couple de domaines ouverts (€2, Q) et & deux problémes de type Maxwell
dans chacun des ouverts, est associé un unique opérateur de Calderon.

En imposant sur le bord extérieur de I'objet une condition aux limites (CL)| utilisant

cet opérateur, alors les solutions (E , 7_-2) de ce nouveau probleme posé uniquement a
I’extérieur sont la restriction dans le domaine extérieur des solutions du probleme
global, posé a l'intérieur et extérieur.

L’unicité des solutions est assurée par le lemme de Rellich, avec la méme condition
suffisante d’unicité de la proposition [I.1.1] que I'on peut aussi exprimer a l'aide de
I'opérateur de Calderdn.

1.2.1 Expression de 'opérateur de Calderén pour un plan
infini en tant que multiplicateur de Fourier

Remark 1.3. Dans ce masnuscrit, nous notons pour tout z complexe, sa racine \/z
le complexe de partie réelle positive.

Pour une couche d’épaisseur d de matériau diélectrique de constante relative e,

et donc de nombre d’onde complexe k = ky,/ep et d’impédance relative n = \/u/e,
lopérateur de Calderén s’exprime en Fourier (nous choisissons la notation [uf pour
désigner la transformée de u) comme un multiplicateur matriciel en (k,, k), supposant

k2 — k2 — k2 #£0,
tan (dy/k2 — k2 — k2) 12 _ 2 _
Bk, k,) — in ( y) lk k2 k:xk:y]

k2 — k2 — k2 | kb K ky)




Chapitre 1. Contexte mathématique global

Notons que nous n’oublierons pas de considérer les cas ou il y a des ondes évanes-
centes, quand la partie imaginaire de ,/k? — k2 — k:; devient grande. La présentation
théorique que nous avons fait ne traite pas ce cas, méme si les calculs numériques
ont été faits dans des cas d’ondes évanescentes, y compris pour €, u réels.

Notons ici que nous généralisons ’emploi du nom "opérateur de Calderén' dans ce
cas, méme si la couche de matériau diélectrique n’est pas un ouvert borné. Nous
adopterons cette convention dans toute cette these.

La démonstration de ce calcul, ainsi que son extension a un nombre arbitraire de
couches est I'objet du chapitre

On remarque que 'opérateur de Calderén n’est pas un opérateur aux dérivées par-
tielles puisque son multiplicateur de Fourier fait intervenir le complexe /k? — k2 — k2,
qui n’est pas un polynoéme en (k,, k,) et donc, par transformée inverse de Fourier ne
peut s’exprimer avec les opérateurs 0/0x,0/0y. Par contre, on peut approcher cet
opérateur par un polyndme en (k,, k,), voire par une fraction de polynomes, et les
CIOE sont issues de cette approximation. Par exemple si on approche ce multiplica-
e ZZ; gt o(ks, k) = ’;z; i by) s
réécrit (méme s’il faut des résultats supplémentaires pour que la formulation qui suit
lui soit équivalente) R(ky, k,)0(ks, ky) = Q(ky, ky)t(k,, k), qui apres transformée de
Fourier inverse relie u et v via des opérateurs différentiels.

Cette these ne fera cependant qu’utiliser des CIOE déja écrites. Nous renvoyons par
exemple a SENIOR et VOLAKIS (1995 pour ce probleme.

teur de Fourier par le quotient

1.2.2 Expression de opérateur de Calderéon pour un cylindre
infini

Soit la fonction de Bessel de premiere espece et la fonction de Hankel

de deuxieme espece, et J',, H®' leur dérivée respectives.

Pour un cylindre de rayon ry recouvert d’une couche d’épaisseur d (on note r; = ro+d)
de matériau diélectrique de constante relative €, u et donc de nombre d’onde complexe
k = ko/ep et d'impédance relative n = \/u»/e, I'opérateur de Calderén s’exprime en
tant que multiplicateur de Fourier matriciel en (n, k,) ot n est I'indice d'un coefficient
de série de Bessel ( qui est une série de Fourier sur 6 ) et k, est la variable de Fourier
associée a la transformée de Fourier partielle en z.

La démonstration des formules qui suivent, ainsi que leur extension a un nombre
arbitraire de couches est I'objet du chapitre [4]

1.2.2.1 Expression de 'opérateur de Calderén quand k., =0

Le cas de l'incidence perpendiculaire a I’axe du cylindre simplifie grandement les
calculs, car le multiplicateur de Fourier de 'opérateur de Calderén est alors diagonal :

A N (kr,)J! ro) — J! (kry )y ro

(20 = —ig o LT To(ro) = Ju ors)(H) ko)
Hy (kry)J! (kro) — Jo(kr) (Hy ) (kro)

(Zn(0))12 = 0,

(Zn(0))21 = 0,



1.2. Probleme de Maxwell a I'extérieur de I'objet avec opérateur de Calderén sur
son bord

H® (kry) o (kro) — Jo(kry) H® (kro)
(HY (k1) T (ko) — T, (k) HE (o)

(Z(0))22 = in

1.2.2.2 Expression de 'opérateur de Calderén pour k, quelconque

On pose k3 = \/k? — k2 que 'on suppose non nul.
L’opérateur Z,(k,) est alors

Znlbeln = =i ) (keyr) T (gro) I, (kg ) H >/(k3r0)
i n?k? H® (ksry)J,(ksro) — Jn(ksri) HP (ksro) |
k2k3rE HP (kyry) Jo (ksro) — J! (kg ) HE (ksro)
7o (k) = — nk, H (ksri)Jn(ksro) — Jn(ksri) H(? (ksro)
A kkary HS (ksry)J, (ksro) — J7 (ksr ) HS? (ksro)
T (k) = — i nk, H® (ksry)J,(ksro) — Jp(ksri) HP (ksro) |
kksry H<2 H(kary) Jy(ksro) — J! (kg ) HE (sro)
Zn<kz)22 B ,nkg H® (ksry) gy (ksro) — Jo(ksry) H2) (ksro) ‘
k HP (kyry) J,(ksro) — J! (ks ) HE (ksro)

Comme pour le plan, notons que nous n’oublierons pas de considérer les cas ou la
partie imaginaire de \/k? — k, devient grande, méme si la présentation théorique que
nous avons fait ne traite pas de ce cas.

On remarque que ces valeurs ne changent pas si on prend n’importe quel couple de
solutions linéairement indépendantes de I’équation de Bessel.

Notons aussi que nous avons parlé d’opérateur de Calderén, méme si le cylindre
infini n’est pas borné.

1.2.3 Expression de 'opérateur de Calderén pour une sphere

Soit j, la fonction de Bessel sphérique de premiere espece et hf) la fonction de
Hankel sphérique de deuxieme type.
On utilise la notation pour désigner les dérivées de ces fonctions telles que

) ATCY)

Pour une sphere de rayon r( recouverte d'une couche d’épaisseur d (on pose r; = ro+d)
de matériau diélectrique de constantes relatives €, et donc de nombre d’onde
complexe k = koy/ep et d’impédance relative n = m, I'opérateur de Calderén
s’exprime en tant que multiplicateur matriciel de Fourier sur les termes en série de
Mie.

(Zn)11 = inkry W (k1) ju(kro) — n(kr) ) (kro)
(

W2 (k1) (ko) — jn(kr ) B2 (ko)
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~

(kr1)ga(kro) = ju(kr)BS2 (kro)
(k) g (kro) = (k1 )B? (o)

N

2

n
k?“l (2

n
La démonstration de ce calcul, ainsi que son extension a un nombre arbitraire de
couches est I'objet du chapitre

1.3 Probleme de Maxwell a 1’extérieur de 1’ob-
jet avec approximation de opérateur de Cal-
deréon sur son bord

Nous cherchons a résoudre le probleme de Maxwell extérieur avec condition de
Silver-Miiller a I'infini et une sur le bord de 'objet que nous choisirons. Cette
CL est alors a choisir judicieusement si ’on espere que les solutions de ce nouveau
probléme approchent bien celui du probléme extérieur avec opérateur de Calderdn.

1.3.1 Approximation constante de ’opérateur de Calderén :
la condition de Leontovich

Définie par LEONTOVICH [1948| cette condition d’'impédance consiste a approcher
I'opérateur de Calderén par un opérateur constant.

S

o
t:CL(]J

Tres facile a mettre en ceuvre numériquement, elle est une bonne approximation
quelle que soit I'incidence pour des matériaux, dont l'indice relatif |\/eu| est grand
devant I'unité (SENIOR (1960} par. 3, p.421-422).
Des choix possibles pour a( sont alors
— plan : ag = Z(O, 0)11, pour ce couple (k,, k), 'opérateur est toujours multiple
de l'identité.
— cylindre : ag = 20(0)11, ag = 20(0)22 ou une combinaison linéaire des deux.
A noter que la courbure est prise en compte comme nous le verons dans le
chapitre [4]
— sphere : ayp = ZO, 11, pour le 1°* coefficient de la série de Mie, 'opérateur est
toujours multiple de I'identité. La aussi, on prend en compte les courbures.

1.3.2 Approximation de Taylor et Padé : les CIOE

Comme dit précédemment, les CIOE approchent 'opérateur de Calderén par des
opérateurs différentiels surfaciques. Dans le cadre de cette thése, les opérateurs que
nous utiliserons sont

.
ILp] = grad divy,
%

[Lg| = rotroty,

L= Lo L

10



1.3. Probleme de Maxwell a 'extérieur de I'objet avec approximation de 'opérateur
de Calderén sur son bord

Leurs multiplicateurs de Fourier matriciels associés pour le plan infini sont

- —k2  —kgk ] - [ ki —kak ]
Lp(ky ky) =] @ 70, Lr(ky, ky) = | Y 5.
o ks, ky) [—kxky —k r (ks ky) —kok, k2

Soit 7, le rayon de la surface extérieure de 1’objet.
Les multiplicateurs de Fourier matriciels associés au cylindre infini sont,

fowth = [0 0] d =L, ]

et ceux de la sphere sont

o = [8 —n(nin/rs} | b = [n(nzl)/rz 8] |

Le nom des CIOE est local a cette these et ne reflete que 'ordre dans lequel elles ont
été utilisées, notamment par STUPFEL et POGET [2011] puis ici. D’autres ouvrages les

désignent autrement, voir HOPPE et al. [1994]; SENIOR et VOLAKIS [1995; AUBAKIROV
2014l

Nous désignons la condition de Leontovich par CIO0.

1.3.3 Taylor a ordre 1 : la CI01

On approche ’égalité caractérisant 'opérateur de Calderén par
— —
Et = (CL()I + CL1£)<]
1.3.4 Padé a ’ordre 1 :1 : la CI1
On approche 'égalité caractérisant 'opérateur de Calderén par
— —
(I + blﬁ)Et = (Clol— + alﬁ)J

1.3.5 Padé a l’ordre 1 :1, découplé : la CI3

On approche 'égalité caractérisant 'opérateur de Calderén par
— —
(I—l— blﬁD — bQ,C,R)Et = (aOI—I— alﬁD — GJQER)J
1.3.6 Taylor a ordre 1, découplé : la CI4
On approche ’égalité caractérisant 'opérateur de Calderén par

— —
Et = (CL()I -+ CL1£D — CLQER)J

11
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1.4 Etude de ’unicité des solutions du probléme
extérieur avec CIOE sur le bord

Il est bien entendu que pour chaque [CIOE] le probleme avec une onde incidente
conduit sl y a unicité, a une unique solution diffractée dont on espere qu’elle est
une approximation de la solution exacte du probleme diffracté avec opérateur de
Calderén.

Tout le probleme est de choisir les parametres complexes des CIOE, obtenus grace a
des approximations issues de critéres physiques (matériaux, courbure et fréquence)
mais ne dépendant pas de la solution du probleme diffracté calculée avec 'opérateur
de Calderdn.

Il apparait donc comme incorrect de considérer des parametres qui ne permettraient
pas d’obtenir une unique solution. Plus exactement, comme on ne connait pas de
condition nécessaire et suffisante d’existence et d’unicité, on se contentera de garantir
I'unicité de la solution dans des cas plus restreints, ceux de conditions suffisantes
d’unicité.

S’il n’y a pas unicité, d’apres l'alternative de Fredholm pour un probleme avec source,
on peut ne pas avoir existence. Dans le cas d'une source nulle, ’existence est assurée
puisque la solution nulle vérifie toutes les conditions et équations du probléme.

Nous allons assurer 'unicité de la solution du probleme sans source, c’est-a-dire
déterminer des qui piloteront le choix des parametres, et par linéarité 'unicité
du probléeme avec source est assurée, sans que les CSU ne changent. Elles pourront
donc étre utilisées méme si le probleme inclut une onde incidente, par exemple dans
le chapitre [0}

Les démonstrations des résultats de cette partie sont 'objet du chapitre |2 ainsi les

[CSU] des autres CIOE. Afin de garantir la proposition les conditions suivantes
permettent de choisir les parametres des CIOE correspondantes.

1.4.1 Condition suffisante d’unicité (CSU) de la CIO

Re(ao) Z 0.
1.4.2 CSU de la CI1
Re(ao) Z 0, Re(al) S 0.
1.4.3 CSU de la CI4
Re(ag) > 0, Re(a;) <0, Re(az) < 0.

12
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Chapitre 2. Unicité des solutions de Maxwell

Introduction

Nous présentons ici la contribution principale de la these : ’établissement de condi-
tions suffisantes d’'unicité des solutions des équations de Maxwell. Nous étendons les
travaux entamés par STUPFEL et POGET 2011 a une nouvelle condition d’impédance
d’ordre élevé, 1a[CI3] L’établissement de CSU pour cette CIOE est intéressant, car
comme nous l'observerons dans les chapitres suivants, elle est bien plus performante
que les CIOE de STUPFEL et POGET 2011

2.1 Une condition suffisante assurant ’unicité des
solutions du probleme de Maxwell extérieur

On s’intéresse a la propagation des ondes électromagnétiques a l'extérieur d’un
objet fermé borné, sans source. Les champs associés sont solutions des équations de
Maxwell harmoniques, la convention dans toute la theése étant en e™*.

Puisque le probleme est sans source, nous allons déterminer une condition suffisante
qui assure que seuls les champs nuls sont solutions de ce probleme.

Soit [[| = dQl1a frontiére de Q que I'on suppose réguliére (au moins C?), on décompose

donc tout 'espace entre 'intérieur et ’extérieur, soit
R? = QU Q"

On définit en tout point de I', supposée réguliere, [n] la normale unitaire sortante a Q.
Dans ¢ on définit € R’ le nombre d’onde dans le vide, ot [d est la célérité
d’une onde dans le vide. On s’intéresse a la propagation des ondes électromagnétiques
a I'extérieur d'un objet fermé borné, sans source.

Les champs associés sont solutions des équations de Maxwell harmoniques, la conven-
tion dans toute la thése étant en e™".

Nous utilisons les équations de Maxwell-Helmholtz (Helmholtz car utilisent le nombre
d’onde k¢ et non la pulsation w) ou les inconnues sont le champ électrique |E| et
I'excitation magnétique [H| dans le vide, elles se déduisent du systeme d’équations de
Maxwell (voir annexe [B]).

Soit dans (C5°(Q2°) N H,et (29))? tels que

T —
{VAE+2’/<:0H =0
—

o4 dans Q°.
VAH—ikeE =0

(2.1.1)

Pour étudier ce probleme numériquement, on se ramene a un ouvert borné de la
maniére suivante : soit R € R’ tel que le domaine Q soit inclus dans Bg, la boule
de rayon R. On cherche alors les solutions de dans Qf = Q° N B avec
00 =T'U Sk, Sk étant la sphere de rayon R ou I'on écrit la condition de radiation
sortante

s —

(2.1.2) Tr(E,) = —np, A 7?[ sur Sg.

Tg est Vopérateur de capacité introduit par J.-C. NEDELEC 2001, p. 200, ﬁBR =

1 —
—OM la normale unitaire sortante a Bpg.

R
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2.1. Une condition suffisante assurant 'unicité des solutions du probleme de
Maxwell extérieur

Proposition 2.1 (Formulation variationnelle du probleme de Maxwell extérieur

N
sans source). Le champ électrique E, solution du probléme (2.1.1)) sans source muni
de la condition (2.1.2)), est solution du probléme
Soit V = {i € (C3 (%) N Hyot ()}
_>
Trouver E2 € V', tel que
- = —
a(E, ¢) =0 Vo eV,
ot a est la forme sesquilinéaire donnée par

- — —

o(E, 9) = Z; [ oE(7) 1otg(7)da + ik [ B (@)
0 g R
- DA — — o E z - —
+ o o(x) - Tr(Ey)(x)dSgr(z) — /F (n A rotik(fa:)) - o(z)dl(2).

Démonstration. Sens direct. Nous omettons les dépendances en 7. Partons de la
premiere équation de Maxwell

ot E

t —

0=""" 4
Z]{?O

— = —
En appliquant cette égalité a rot¢ pour ¢ € V', on déduit la forme variationnelle

- =
tF — — — —
0= [ 2 . Gtede+ [ H-rotede, Vo eV
QC

Qf o R

Utilisons la formule de Green du rotationnel (voir BLADEL [2007, eq. (A1.32)) ou W
est un ouvert bornée de frontiere S.

[ i exotidr = [ vt Vet [ (AW - sdS(a)
w w ow

ol ng est la normale unitaire sortante de W. On rappelle que nr est la normale
sortante de Q et n By la normale sortante de Bp.

- =
tE — - =
0= r(? . rgtgbdx +/ rgtH - ¢dx
e, ik Qe

n <$A’ﬁ> -HBRdSR(x)—/ (ZM?) Tedl(z), Ve e V.
Sk T

On utilise la deuxiéme équation de Maxwell, la condition de rayonnement et on
permute les termes de l'intégrale sur I'

— E’ o o
= - =
0= / oL rotadr +/ ikoF - odz
e, ik Qe
— = N — = —
+ [ Tw(E)- ¢dSR(a;)—|—/F<np/\H) $dT (), Vo e V.
R

Réciproque : voir CESSENAT [1996, p. 121, section 5, "SCATTERING PROBLEMS
BY A DIELECTRIC OBSTACLE". O

15



Chapitre 2. Unicité des solutions de Maxwell

Le probleme n’a pas de source et I'unique solution du probléme si ce dernier est
_>

ﬁ.
bien posé est £ =H = 0.

— — —
On définit en tout point de I' la trace tangentielle de H que 'on note J = nr AH.

Proposition 2.2 (Une condition suffisante d’unicité).
Si l’on suppose que

=

(2.1.3) Re </F 7@ Et(z)dr(§)> >0,

— —
alors le systéme (2.1.1)) muni de la condition auzx limites (2.1.2)) admet E =H =0

comme unique solution.

Démonstration. Pour démontrer cela, on utilise le lemme de Rellich, énoncé dans
CESSENAT 1996, p. 74 :

Lemme 2.3 (Lemme de Rellich). Soit Q¢ un domaine conneze, complément d’un
domaine borné, et soit u satisfaisant

(2.1.4a) Au A+ k*u =0 dans Q°,
(2.1.4b) lim [ |u(Z)PdSk(Z) =0,

R—o0 /S5y
alors u =0 dans Q°.
Démonstration. Voir CESSENAT (1996, p. 74. m

On définit les quantités suivantes

(2.1.5) X :/7(2).5@)@(;),
I
(2.1.6) C= [ TR(E)@)- E(Z)ASk(T).
Sr
De
- — 1 - = L ? ' = 2
W(E,E) = ,7/ rot E(Z) dx+zk0/ E@)| dz+ X + 0«
iko Jas, Qe
Donc

Re(a(E, E)) = 0,
ce qui se réecrit
Re(C') + Re(X) = 0.

16



2.2. Des CSU pour les CIOE de Stupfel et Poget 2011

Comme d’apres J.-C. NEDELEC 2001, Théoréme 5.3.5, p. 200 Re(C) > 0, on en
déduit

Re(X) <0.
L’hypothese (2.1.3) Re(X) > 0 impose alors Re(X) = 0 et donc

E, =0 sur Sg,

=
E=0 dans QF%.

o
On en déduit H = 0.
On conclut donc que si on suppose (2.1.3)), alors en "absence de sources le couple

- —
(E,H)=(0,0) est 'unique solution, ce qui démontre 'unicité par linéarité. O

2.2 Des conditions suffisantes pour les CIOE de
Stupfel et Poget 2011

Nous rappelons que nous avons introduit dans le chapitre [1] 'opérateur de Calderén
liant les champs sur la surface extérieure de 'objet.

Nous définissons une [CIOE]| liant Et et m A 7?[ sur [' comme une approximation de
cet opérateur de Calderon.

Grace a ces CIOE, nous allons établir des conditions suffisantes qui impliquent la
lcondition suffisante d’unicité générale (CSUG)| (2.1.3]). Comme ces conditions ne sont
que suffisantes, il n’y pas une unique [CSU] pour une CIOE donnée. La difficulté est
d’étre capable de juger si une CIOE est satisfaisante, et si ce n’est pas le cas, d’étre
capable d’en proposer une autre.

Par abus de langage, une CSU peut contenir une ou plusieurs expressions, il est
important que ces expressions permettent de déduire la propriété .

Les CIOE de STUPFEL et POGET 2011 font intervenir l'opérateur de Hodge £ qui est
I'opérateur laplacien vectoriel surfacique, commencons par rappeler son expression
et quelques propriétés.

Définissons les opérateurs différentiels surfaciques (voir annexe , définis sur I" :

V(@) = V(@) - A(@) @ (E) - V),
Ve i =V (d(Z) = n(Z)(n () - u(7)),
V., AT(Z) = 1(3) (ﬁ(?) VA m»)

: p —
Enfin par abus de notations, nous omettrons tous les dépendances en z dans les

intégrales/lﬂf(g—U})E(?)dF(?) E/Ffﬁ

17



Chapitre 2. Unicité des solutions de Maxwell

Définition 2.4.
L: (C*(I))* = (Cc=()

N — — — —
u— V,V,-

)3
U—V,AViA.

Proposition 2.5. L’opérateur hermitien L est symétrique négatif.

Démonstration. Pour tous u, v € (C®(T))?, ot T n’a pas de bord,

Proposition 2.6. Soit u € V = (C*(I"))*, ap € C*,a, € C.
Soit P lopérateur de V vers lui-méme tel que Pu = (aZ + alﬁ)z_f.
Si Re(ag) > 0 et Re(ay) < 0 alors Uopérateur P est injectif sur V.

Démonstration. Soit u € Ker P. Donc Pu = 0 ce qui implique

ﬁ2>'

Donc

— refao) ] = Refan) |9+ [V n

2)
Or Re(ag) > 0 et Re(a;) <0, donce tous les termes de I'expression précédente sont
nuls, donc HQ_ZH =0, donc u = 0. Donc I'opérateur P est injectif. O

Proposition 2.7. Soit u € V = (C>(I))®.
Soit P Uopérateur tel que Pu = (agZ + a1£) 4.
Si Re(ag) > 0 et Re(ay) < 0 alors lopérateur P est bijectif de V.

Démonstration. D’apres 'alternative de Fredholm (voir BREZIS|1996, Théoreme V1.6,
p. 92) alors P est soit non-injectif soit bijectif. D’apres la proposition [2.6, comme
Re(ap) > 0 et Re(ay) < 0, alors il est injectif, donc bijectif. O

On se donne une condition aux limites sur I" qui dépend d’'un nombre fini de coefficients
— —
complexes : E(7) = Z((a;):))(n AH)(2). On veut trouver des conditions sur ces

- —
coefficients (a;); permettant de garantir (2.1.3), et donc assurant que (E,H) = (0,0)
est I'unique solution de

18



2.2. Des CSU pour les CIOE de Stupfel et Poget 2011

—

— —
VAE+ikyH =0
- = -
VAH— kel =0
— = —
Tr(E) = —ng, N'H  sur Sg,

E@) = Z((a:))) (e AH)Z)  sur T

C
dans %,

(2.2.1)

— —
Remark 2.8. Nous rappelons que nous notons sur I', J = nr AH.

2.2.1 CSU de la CIO
Considérons la condition d'impédance de Leontovich, la caractérisée par
— —
(222) E,=ayJ ag € C.
Définition 2.9. On définit le sous-espace fermé de C
CSUgp = {ao € C,Re(ag) > 0}.
Proposition 2.10 (Une CSU pour la CI0). Si

ao E CSUCIO7
alors le probléme {(2.2.1)),(2.2.2) } a une unique solution.
2 2
Démonstration. Cela découle de X =ag||J|| donc Re(X) = Re(ap) ‘J

2.2.2 C(CSU de la CI01

Considérons la condition d’impédance :

(2.2.3) Et = (apZ + alﬁ)j Y(ag,a,) € C2.
Définition 2.11. On définit le sous-espace fermé de C*

. 2 Re (CLO) Z O
CSUCIOl = {(ao,al) c C 'Re (CLl) S of"
Proposition 2.12 (Une CSU pour la CI01). Si

alors le probléme {(2.2.1)),(2.2.3) } a une unique solution.

Démonstration. On a

2

—
X=ay|J

2 S
(e

— —
+|Ven

)

2 =
HEY

donc

2

Re(X) = Re(ap) ||/

’ —

R
— Re(aq) (HVS - J

)

Si on suppose (ag, a1) € CSUgg;, tous les termes sont positifs, donc Re(X) > 0.

19



Chapitre 2. Unicité des solutions de Maxwell

2.2.3 CSU de la CI1
Considérons la condition d’impédance :

(2.2.4) (Z + bﬁ)??t = (apZ + alﬁ)j V(ag,a1,b) € C*.

Pour cette CIOE, nous observons qu’il y plusieurs sous-espaces différents, inclus dans
C? qui conduisent & 1'unicité de la solution du probléme.

On définit

A c? — C

(225) (ao,(ll,b) — al—aog.

Par abus de notation, on omet les variables (ag, aj, )
(2.2.6) Alag,ar,b) = A.
On rappelle la CSU énoncée dans STUPFEL et POGET [2011

Définition 2.13. On définit le sous-espace de C*
CSU%}H = ((lo, as, b) € Cg,

Remarquons que, grace a l’égalité
Im A Im(a,ag) + |ao|” Im AIm b = (Im A)? Re ay,

on en déduit que Reag > 0 et on retrouve ainsi une condition classique sur ag, mais
qui nimplique pas CSUICH.

Proposition 2.14 (Une premiere CSU pour la CI1). On a
(CL(), ai, b) € CSU%H = RQ(X> > 0.

C’est-d-dire (ag, a1, b) € CSUgy, entraine l'unicité de la solution du probléme { ([2.2.1),([2-2.4) }.
Démonstration. On utilise 'identité AZ = (a1(Z + bL) — b(agZ + a1 L)) :

_ = = _ — =
ax= [ <a1(z+ bL‘)J) B, — (b(aOI+ alL‘)J> E,.
I
Comme l'opérateur £ est symétrique,
_ = — _ — =
ax= [ <a1(z+ bL‘)Et> J- <b(aOI+ 1) J) E,.
I I
En utilisant la CI1,
— — _ — -
ax= [ (al(ao+a1£) J) J- (b(I+ bﬁ)Et> ‘E,
I Iy

20



2.2. Des CSU pour les CIOE de Stupfel et Poget 2011

2 _|l=
)il

—

2 - = 2 - =
X — o] ([Fnd ([Fun

2 - =
— |CL1|2 (HVS . J

2 - =
+ |b)? (HVS - E,

2)
La partie imaginaire de AX est

2 2

Im(AX) = Im(ayag) ||J

‘ —

— Tm(B) HE}

Comme Re(A) = 0,Im(AX) = Im(A) Re(X), alors si (ag, a,b) € CSUgy, Im(A) #
0 d’ou
2

Im(A)? Re(X) = Im(A) Tm(ayas) | 7] + Tm(A) tm(s) HE

.
7

et tous les termes du membre de droite sont positifs donc Re(X) > 0.

— —
Dans le cas A = 0, la CIOE s’écrit (Z 4+ bL)E = ao(Z + bL)J, et on ne peut pas en
déduire aisément une condition sur les coefficients aq et b.

O

On remarque que

(2.2.7) CSU¢&y; C CSUgyp, xC,
(2.2.8) CSUgy, N(C? x {0}) & (CSUgyg; x {0}).

Autrement dit cette CSU de la CIOE CI1 avec b = 0 n’est pas équivalente a la CSU
de la CIO1. Plus précisément, soit S = {(ag,a;) € C* Re(a;) = 0}, on a

Définition 2.15. On définit le sous-espace de C>

Re(b) <0
Re (ag) >0
'Re (bag + a7) < 0
Re (bay) > 0

Proposition 2.16 (Une deuxieéme CSU pour la CI1). On a
(ag, a1, b) € CSUZ, = Re(X) > 0.

C’est-a-dire (ag, ay,b) € CSUZy, entraine l'unicité de la solution du probléme { [2.2.1),(2.2.4) }.

Démonstration. Comme on suppose Re(b) < 0, alors 'opérateur Z + bL est injectif
—

d’apres la propriété Donc pour tout .J dans 'image de Z + bL, il existe un unique
%
D tel que

(Z + bﬁ)*ﬁ ~D.
Donc
(T +bL)E; = (00T + ar L),
(T + bL)E: = (aoZ + arL)(Z + bL)D,
0= (Z +bL)(Es — (a0 + arL)D).
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Chapitre 2. Unicité des solutions de Maxwell

— — - =
L’opérateur Z+bL est injectif donc F; = (apZ+a1L£)D, on en déduit alors / J-E;, =
r

/7@@}@@5Cmm&ﬁﬂfMQﬁX:/@H@Bﬁm}mmﬁAm;
I I

2

- - =2 — — 1|2 — 1|2
X =ay|D —(ba0+a1)<Hvs~D +Hvs/\D >+ba1 LD . O
On remarque que
(2.2.10) CSUZ;, € CSUgy, x{0}
(2.2.11) CSUZ; N(C? x {0}) = (CSUgqo; x{0}).

Si b = 0 la CIOE CI1 se réduit & la CI01 et la CSUZ;, est donc meilleure que la
CSU¢y -

2.3 Des conditions suffisantes pour la CIOE de
Marceaux et al. 2000

Soit V' = (C*°(T"))* I'ensemble des champs tangents a I' exprimé dans le repére
cartésien. Exprimé dans le repére local a la surface, les éléments de cette ensemble
n’ont pas de composantes normale.

Définition 2.17. On définit les opérateurs|Lp| et [Cg| tels que

ﬁDI V-V
U VoV, 1,
,CRI V-V

— —
ZHVSAVS/\U.

Proposition 2.18. L'opérateur Lp est hermitien symétrique négatif et Lr est
hermitien symétrique positif.

Démonstration. Pour tout u € V,
[ ol
r

/FER(U) i =

2|
I
|

Proposition 2.19. Soit uev.
Soit Pp lopérateur tel que Ppu = (apZ + al,CD)ﬁ.
Si Re(ag) > 0 et Re(ay) < 0 alors lopérateur Pp est injectif sur V.

Proposition 2.20. Soit © € V.
Soit P Uopérateur tel que Pru = (apZ — agﬁR)ZZ.
Si Re(ag) > 0 et Re(ag) <0, alors lopérateur Pg est injectif sur V.
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2.3. Des CSU pour la CIOE de Marceaux et Stupfel 2000

Proposition 2.21. Soit © € V.
Soit P lopérateur tel que Pu = (aoZ + a1 Lp — aQER)?Z.
Si Re(ag) > 0, Re(ay) <0 et Re(az) <0, alors lopérateur P est injectif sur V.

Démonstration. Identique a la démonstration de la propriété [2.6] O

Proposition 2.22. Soit Q un domaine borné de R®, de surface T fermée et réguliére,
de normale unitaire sortante n et u € (C*(I))%, alors

Lr(Lp(u)) = Lo(Lr(u)) = 0.

Démonstration. Soit (x1,z2) un systéme de coordonnées locales sur I'.
Soit un vecteur tangent défini en tout point de la surface. On définit une base locale

- = = = = N — ol . N
U1, U2, I OU (ul, ug) sont tangents a [' et n est le vecteur normal unitaire sortant a I'.

Montrons que LrLp = 0.
D’apreés BLADEL 2007, propriété A3.42, p. 1029, soit f(z1,x2) une fonction réguliere

de T dans C, alors 7 - V_; A (V_>Sf(I1,.ZU2)) = 0.

LalLot) = VoA ((ﬁﬁ;A (6; (63))) ﬁ),

Vv
VA (oﬁ) ,
0

Montrons que LpLr = 0.
- =
D’aprés BLADEL 2007, p. 1029, A3.43, V, -V, A (fn) = 0.

— g g e S G
Lp(Lru) =ViVs- VA (n(n-VsAu)),
= V.0,
= 0.
[

2.3.1 CSU pour la CI4
Soit la CIOE que 'on nomme :
(231) E’t == ((IO + CL1ED — agﬁR)j.

Définition 2.23. On définit le sous-espace fermé de C?
(ag, ay,az) € C?,

Re(ao)
Re(ay)
Re(as)

Proposition 2.24 (Une CSU pour la CI4). On a

CSUcpy =

ININ IV

0,
0,
0,

(ag,a1,as) € CSUq, = Re(X) >0,
ce qui entraine l'unicité de la solution du probléeme {(2.2.1),(2.3.1) }.
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Chapitre 2. Unicité des solutions de Maxwell

Démonstration. Par définition de X (2.1.5)), on a

—1|2 I - =2
X=ay||J|| +@||Vs-J| —az||[VsAJ]| ,
donc
—1|2 P — =2
Re(X) = Re(ap) ‘J + Re(ar) ‘VS-J — Re(a) ‘VSAJ

Soit S = {(ao,al,az) € Ca = aQ}. On remarque que

Dans le cas a1 = ag, ((2.2.1)),(2.2.3)) et ((2.2.1),(2.3.1])) sont le méme probleme, et

les CSU correspondantes sont les mémes.

2.3.2 CSU pour la CI3

Soit la CIOE dérivée de celle de MARCEAUX et al. 2000 que I’'on nomme :
— —
(233) (I + bl,CD — bQER)Et == (CL()I + a1£D — CLQER)J.
On remarque que ces CIOE sont égales a une permutation pres des coefficients :
— o =
(I+ b1£D — bQER) Et = (GOI+ @1£D — GQER) (TL A H)t
est équivalent a
I —
(Z — blﬁR — bQ£D> (TL A E)t = (—CL()I—F aILR — CLQED) Ht.
Par abus de notation, on omet les variables de la fonction A (2.2.5)) :

Alag,a1,b1) = Ay = ay — agbr
A(CL(), asg, bg) = AQ = a9 — aog.

Définition 2.25. On définit le sous-espace de C°
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2.3. Des CSU pour la CIOE de Marceaux et Stupfel 2000

(a07 ai, G, b17 b?) € (C57
A1 7é 07
AQ ?A 07
Re (aoGilAl) > 0,
by
L <
Re <A1> <0,
by by A0
_ 2 <
Re <a0a2 (AI A2> A ) 0,
—2
by b
—_— = = >
Re (QRe(bg)Al Az) 0,
CSULp; = { Re (agazA,) > 0,
by
Re | =% <0
(5) |
by by a102
22 <
Re <a0a1 <A1 A2> A, ) <0,
— 2
ba b
—— >
Re 2Re(b1)A2 Al) > 0,
Re (Al) = U
Re (Az) = 0,
by b B
t (A2 A1> -

Proposition 2.26 (Une premiere CSU pour la CI3). On a
(ap, a1, az, by, by) € CSULy; = Re(X) > 0,

ce qui entraine lunicité de la solution du probléeme {(2.2.1),(2.3.3)) }.

Démonstration. Soit L3 I'opérateur
(2.3.4) f
Ly: (C¥(D))° x (€=(D))* — (C=(D))°

- - — —
(Et, J) — (I+ blﬁ[) — b2£R)Et — (CL()I—I— (llﬁD — UIQER)J.

De la condition aux limites sur I', on déduit par produit scalaire L? avec un certain
nombre de vecteurs bien choisis, des égalités qui sont nécessairement vérifiées. On
fait cependant remarquer que ces égalités ne permettent pas de revenir a la CL.

Alnsi on utilise l'identité / Lo(Er, J) - JAT(Z) = 0 qui découle de la CI3, et dont
I

on déduit

- = N = = N — =, = —
(2.3.5) /J~EtdF(:c)+b1/ J - LpE T (2) —bz/ JLREdD(Z)
T T I
2
—a

2
— Qs

N 2

J

- = — —
V- J VsNJ

:%
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- = =
On utilise de méme / Ly(Es, J) - Ey =0,
I

2 - =2 — — |12 N
~ by V. AE| dr(@)

(2.3.6) HE by

- = = = — N = — -
:aO/FJ-EtdF(yc)—i—al/FEtﬁDJdF(x) —ag/FEt-L‘RJdF(x).

On utilise / Eg(Et, j) . ERde(E) =0,
T

4)2

LrJ

- =2

(2.3.7) /J LREdD(Z b2/LRJ LREAT(T) = @

ds —ay

- = = -
On utilise / Ly(Ey, J) - LrEAT(Z) =0,
r

2

— — 1|12 = — N = — N
(2.3.8) HVS/\Et by ||LRE; :ao/Et-ERJdF(a;)—a2/£REt-£RJdF(3:).
I Iy

On utilise / Lo(En, J) - LpJdAT(T) = 0,

- =2 2

Ve J

—

— = = _ — = =
(2.3.9) /FJ~£DEth(x)+b1/F£DJ~£DEtdF(x) - +ar | Lpd

- = = N
On utilise / L3(E, J)- LpEdl'(z) =0,
r

2

— — |12 = - N = — N
(2.3.10) —’VS-Et by ||LpE, :aO/Et-EDJdF(x)+a1/CDEt~£DJdF(x).
N I

On note

— = N — = -
YD:/J-EDEtdF(a:), YR:/ J - LrBEdD(Z),
r r

— = - — = N
Zn :/LDJ-ﬁDEtdF(m), ZR:/ERJ-ﬁREtdF(x).
r r
Les 4 égalités (2.3.5) a (2.3.8]) sont équivalentes au systeme
Mg Xk = IR,
—1|2 - =2 —1|27
< sl f sl
1L by —by 07[X - - o -
S ’Et — by [V E| — 0|V AE
00 a0 ¥ 3] -]
0 0 g —ay ZR agp Vs/\J as LRJ
—
—b2 £REt

et les 4 égalités ([2.3.5)),(2.3.6)),(2.3.9),(2.3.10)) sont équivalentes au systeme

MpXp = Fp,
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2 2

[ - — — — — 1127
@ JL - vs-Jl —m VS/\JL
1 _FQ E 0 X — - = — —
w —ar o 0| |ve| |[E] 0|V B[~ b |VonE
by o — — 112
0 0 1 b||YD a9 G s vl
0 0 a a1l Zp
— — 2 — 2
_Hvs'Et +b1 EREt

Le déterminant de ces matrices triangulaires par blocs est A;A,. Dans le cas ou
(2.3.11) A1 Ay # 0,

elles sont inversibles et on a alors leurs inverses

[ a1Ay —biAy ax(aiby — azby) —52(a1bj — asby)
Mzl — 1 —apAs Ay as Ay —bﬁﬁ2
R AlAQ 0 O CLQAl _bQAl ’
L 0 0 CL()Al —Al
_CLQAl —bgAl al(albg — a2b1> —bl(albj — a2b1>
Ml — 1 a1 —Ay a1 —ﬁA1
b AlAg 0 0 a1A2 —blAQ
L 0 0 _CLOAQ AQ

On déduit alors les vecteurs Xp et X en fonction des normes présentes dans Fp et
FR, et donc pour chacun de ces vecteurs, on a une expression de X, X = (MEIF R”)1
et X = (MBIFD)l.
Cette derniere quantité est une combinaison linéaire de toutes les normes rencontrées,
-2 - =
dOIlCX:AD/R J +BD/R VSJ
réelle de X soit positive est d’avoir les parties réelles des constantes Ap/r, Bp/g - - .
positives.

2
+. .. Une condition suffisante pour que la partie

. E Fz . (Glg—aza)
Onpose@—Al—AQ— AR,

En résolvant le systeme MrXr = Fg, on obtient,

2 2

a; — T - =2
X=—\a||J|| —a1||Vs-J|| —az||VsNJ
Ay
E — |2 - =2 - = |2
_ HEt b |V E[ — 5[V AR
Ay
a1by — asby - = =12
+“2(121A;1)<a0 Vond| —a LRJ>

2

s
— bz ﬁREt

—(albg — CLle) H > 4
—hp 2 VIV A E
b2 AlAQ s N\ Bt

)

Les conditions suivantes garantissent que Re(X) > 0.

apa
2.3.12 >
(2.3.12) Re(A )_o,

1
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by
2.3.13 Re (L) <o,
(23.13) ( Al) <
(2.3.14) Re (aoag(a n agal) <0,
Ay
SR o)
(2.3.15) Re<2®—|—12>20,
Ay

Re (|bo|?0©) < 0.

L’on remarque (2.3.16)) & (2.3.17)) impliquent

(2.3.20) Re (A;) =0,
et (2.3.28]) & ([2.3.29)) impliquent
(2.3.21) Re (©) = 0.

Tandis qu’avec le systeme MpXp = Fp, on a

as —|2 - =2 — =2
X=2\ag|J| —a |V, J| —a|VsnJ
Ay
ZTQ — |12 e — — 12
_ HEt o |V B —n |V AE
Ay
a1bs — ashy - =2 -2
+CL1(121AQ2 1) (—ao VSJ +CL71 ERJ )

2

_blm—azbn<_‘v—;.gt o leaz,

A1A,

)

Les conditions suivantes garantissent que Re(X) > 0.

Aoz
.. >
(2.3.22) Re<A2)_o,
(2.3.23) Re(2) <0
.O. € A, ) = )
(2.3.24) Re (aoal@ . a1a2> <0,
Ay
(2.3.25) Re (—1@ + be1> >0,
Ay
(2.3.26) Re (|az]?As) <0,
(2.3.27) Re ([b|*A2) > 0,
(2.3.28) Re (|a1]’©) > 0,
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(2.3.29) Re (|bi*0) <0,

L’on remarque (2.3.26)) & ([2.3.27)) impliquent

(2.3.30) Re (Az) =0,

et (2.3.18) & (12.3.19) impliquent

(2.3.31) Re (©) = 0.

Pour conclure, on remarque que I'on peut utiliser 3 CSU
— les relations (2.3.11)), (2.3.12) a (2.3.15)), (2.3.20)), (2.3.31
— les relations (2.3.11)), (2.3.22) a (2.3.25]), (2.3.30)), (2.3.21
— T'union de ces deux ensembles qui est la CSU de la proposition.

Définition 2.27. On définit le sous-espace de C°

(ag, a1, as, by, by) € C?,
A, # 0,
Ay # 0,
Re (apa1Ar) >0,
CSULs = { Re (ag@zAs) >0,
Re(A)) =0,
Re(Ay) =0,
Im(b;) Im(A,) — Im(by) Im(A;) =0,
Re(b1Ay) < 0.

Proposition 2.28 (CSU de Lafitte : réduction du nombre de relations dans la CSU
précédente). On a

(ag, ay, az, by, by) € CSUL, = Re(X) >0,

ce qui entraine l'unicité de la solution du probléme {(2.2.1]),(2.3.3) }.

Démonstration. Utilisant cette derniere CSU, O. Lafitte a éliminé les redondances
et a obtenu une forme plus compacte.

(2.3.32) Re(A;) =0 =3 Re(a1) — Re(aghy) = 0,
(2.3.33) Re(As) =0 & Re(as) — Re(aghs) = 0,
(2.3.34) Re(®) =0 < Im(b) Im(Az) — Im(by) Im(A;) = 0.

Les conditions ([2.3.13) et (2.3.23)) sont alors redondantes et deviennent

Utilisant ([2.3.34]), 'inégalité (2.3.15]) se simplifie trivialement car

— biby — biby  boby Db
b 472 3 —
00 + A, 00 + A, + A, A,
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— baby

= (b2+bz>@+f2,

_ 9Re(b)o + 2L
AV

et ce dernier est imaginaire pur d’apres (2.3.33) & ([2.3.34)). De méme, pour I'inégalité

[2.3.25).
Enfin I'inégalité (2.3.14)) se simplifie aussi trivialement si ’on injecte la définition de
Aq et Ag car

Ts A by
%QQG + aza: = CT()QQ@ + @71 Zlao 1,
b by by
= Tpa20 + Gz + GO@KZ - ao@i + ao@i,
by
= (@gas + apaz) © + a3z + (1007~
AV
Ay + agbsy
= (@gaz + o) © + @ —— 2,
AV
_ — |as|?
= 2Re(agas)© + ,
AV

qui est imaginaire pur. De méme pour I'inégalité (2.3.24)).
Ainsi des 13 relations initiales, seules 8 sont conservées

A£D o Im(A,) # 0,
Ay #0 Im(Az) # 0,
(2.3.12)  Re(aparAy) >0 & Im(agar) Im(A;) <0,
Re (apazAs) >0 & Im(apaz) Im(As) <0,
Re(A1) =0 & Re(ay) — Re(aghy) = 0,
Re(Ay) =0 & Re(ag) — Re(aghs) = 0,
(12.3.34)) Re(©®) =0 < Im(b) Im(As) — Im(by) Im(A;) =0,
[£-3.35) Re(bA) <0 Tm(by) Im(Ay) > 0.

Soit S = {(ag,al,ag,bl, by) € C°;a1 = ag; by = by = 0}. On remarque que

(2.3.36) CSUgyy € CSUgy, xC?,
(2.3.37) CSU¢NS € (CSUy xC*H N S.
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Définition 2.29. On définit le sous-espace de C®

(ao, ai, as, bl, bz) € CS,

Ay #0,

Ay # 0,

Re (ag) > 0,

Re <a1 - b1Zoa1> <0,
CSUQCB = b2a01a2

Re( 2 — A, ) <0,

Re (b1A1) =0,

Re (byAg) =0,

Im (b1 A1) Im(by) > 0,

Im (b2 Ay) Im(by) > 0,

Proposition 2.30 (Une deuxieme CSU pour la CI3).
(CLQ, ai, as, bl, b2) - CSU2CI3 = RG(X) > 0,
ce qui entraine 'unicité de la solution du probléeme de Mazwell extérieur avec CI3.

Démonstration. En se basant sur la démonstration de la CSUgy, on remarque que
I'on peut déterminer les quantités (Yr, Zgr) (resp. (Yp, Zgr)) uniquement en utilisant
les équations (2.3.7)) et (2.3.8) (resp. (2.3.9) et (2.3.10)).

On déduit donc que si Ay #£ 0 et Ay # 0, alors

1 - = —||2 — =3 = =112
YR—<CL2<G0/J-£RJ—G2 LrJ >—b2</E'£RE_b2 LrE ))7

JADY r r

1 N = 2 (= - =12
YD:<CL1<(10/J-EDJ+(I1 LpJ >—b1</E'£DE+bl LpE ))

Aq r r

Utilisons ([2.3.5)), on obtient

_ _ —1|2 - = — =
X = —byYp + byYn+a5||J +6T1/J-L’DJ—5T2/J~L‘RJ.
T T

On développe les résultats de la démonstration précédente,

2 2 2

— — = — —
X=ay||J|| —a1||Vs-J|| —az||VsAJ
FQ T} 9 _ I — 12
+ 2 (ar (a5 |V n | —amleni?) -5 HVS/\E b, | caE
2

E - =2 9 . TP =12
— (i (a0 | Vo | +aleoa?) - —HVS-E o |enEl ).
1
=12 | = =12 ||= =2
On factorise les termes en H JI|, [|Vs-J||, [[Vs AN T
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2 B <a bl@o@l) H _ <a2 B b2a0a2> HV A J

N 2

X =ay|J

by 2
—= —b Ell —b
5 (o -5{5] o)
[71 5 N — =2 2
— K |CL1| HEDJ —b1 —HVSE +b1 .
1
On développe 'expression précédente
X:072_<a1_blaoa1> v.. ( b2aoa2>Hv 2
Ay
F2|a2|2 =2 52 - o2 bz|b2|2 =12
— - = E )
A, LrJ A, Vs A + A, Lr
b1’a1|2 12 bl 112 Fl‘bl‘2 112
) E
A, LpJ A V + 1 Lp

Comme condition suffisante, on impose a la partie réelle de chaque terme d’étre
positive, ce qui s’écrit

Re (ap) > 0,
— —2
_ biagm by
— < — | <
Re<1 A )_O, Re(Al)_O,
—2
baaga b
Re <a2— 2A°22> <0, Re (52) <0,
’CL1| E ’bl|2F1
< — | >
R ( A <0, Re A >0,
|az|?by |b2| by
< >
R ( A, <0, Re A, >0
On remarque alors que les conditions des deux dernieres lignes se combinent et
imposent aux parties réelles de b1 A; et by Ay d’étre nulles. O

Soit S = {(ao,al,aQ,bl, by) € C°;a1 = ag; by = by = 0}. On remarque que

(2.3.38) CSUZy; € CSUgy, xC?,
(2.3.39) CSUZ;3NS € (CSUgy xC*H N S.
On définit

z: CxC'xCr'xCxC—=C

2.3.40 b )
| ) (ag, a1, as, by, by) — 1—17%_L“0.
a a9

Par abus de notation, on omet les variables (ag, ai, as, by, bs)
(2.3.41) z(ag, ay,az, by, be) = z.
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Définition 2.31. On définit le sous-espace de C®

(ag,ar, az, by, by) € (357

ay 7é 07

% 7£ 07

Re (@gz) >0,

Re (a12) <0,

Re (a32) <0,
b

Re <1> >0,
ai

CSUZ,, =
CI13 Re <b2> >0,

a2

Re (ap) >0,

Re (aq) <0,

Re (CLQ) < 0,

Re (bl“?> <0,
a1Qgq

Re (bwl) <0,
a200

Proposition 2.32 (Une troisieme CSU pour la CI3).

ce qui entraine l'unicité du probléeme {(2.2.1)),(2.3.3)) }.

Démonstration. L'opérateur agZ + a1 Lp — ap Ly est inversible dans (S'(R?))? et 'on
se place dans (S(R?))? afin que les intégrales suivantes soient bien posées. Alors,

X = /1" (aOZ_i_ al‘cD - a2£R>_1 (I+ blﬁD - bQER) Et . Et'

On développe chaque terme

X = [ (@ +a:Lp—arte)”
+ by (aoT + a1 Lp — aslr) " Lp
—bg (aOI + &LCD - GQER)_I ﬁR) Et . Et.

On suppose a1 # 0 et ag # 0, alors

1
ED = ; (CL()I+ CL1£D - CL()I),
1

1
£R = - (a()I - GQER - CLOI) .
5)
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On déduit de ce qui précede que

X = / (1 — j — > (aOI—I— alﬁD — CLQLR)
1

by _
+ — (CLOI -+ CL1£D — CI/QER) ! (aOI+ CL1£D)

aq
b 1 - =
+ CT (CL()I + CllﬁD - G,QER) ((ZQI — (ZQ,CR) Et . Et.
2
On définit
by bo
z2=1-—ay— —aop,
aq (05}

— s
V = (CLoI + CL1£D — CLQER) Et,
N
W, = (Z —ag (agT + a1 Lp) " ER) Ey,
N
Wy = (I + aq (CL()I - a2£R>_l ED) Et.

On remarque que
_)

(I — Q9 (CL()Z + alﬁD)_l £R) W1 = Et,
— —
(CL()I + alﬁp) (I — a9 ((LQI + alﬁD)fl ,CR> W1 == (CL()I + alﬁp) Et,
—
w

—
(aoZ + a1Lp — axLr) W1 = (aoZ + a1 Lp) Ey,

(I +ay (agZ — agLp) ™" ED) Wy = Ly,
— —
(CLQI — CLQER) (I + aq (CL()I — CLQ,CR)_l ﬁD) Wg = (aOI - a2£R> Et,
IX/ —

On déduit

— —
X:/zv-(afoz+aﬁcD—@£R)v
I

b _ = =
+ (T - @ (@I +aLp) " Lr) Wi W,

ai
a2

Notons

— - o _1 —
R1 = (CLOI -+ alﬁp) LRW1,
— - s _1 —
R2 == (CL()I - CLQLR) EDWQ.
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Donc

:bl

Cll

by

ag

b1 = b

X = / Z‘_}(ai()z-—i—ailﬁp —@£R> W1 —7CL2R1 Wl‘i‘*CLlRQ W2
r

Comme

Lp (@I +aLp) = (@I +aiLp)Lp,
Lp (aoZ — a3Lg) = (@ — @2LR) Lk,

et que LpLr = LrLp = 0, on trouve

LpLrWi = Lp (GoZ + @ Lp) Ry,
_>
0= (aZ+aiLp)LpRy,

— —
LrLpWo = Li (a0 — a3LR) R,
0= (CTO:Z—CTQER) ERﬁQ.

Donc on déduit que EDRl =0, ERRQ = 0
%
Or par définition ERW1 (@ +aiLp) R1 et EDW2 (@y — @2LR) Rs, donc

— — — —
LW =ayRy, LpWy = agRs,
donc
— 1 = — 1 =
Ry = —LpWy, Ry = —LpW.
ao Qo

On réinjecte ce résultat dans la définition de X.

— —
X:/ZV-((TOZ—FCLTED—CTQ,CR)V
I

b b
4 2 |l = 22 / Loy - W,
aq (IlCLO
b 2y
+ 2wl + 2‘“/LDWQ W,.
(05} QA2

On impose la positivité de la partie réelle de chaque terme pour avoir Re(X) > 0. [
Soit S = {(ao,al,ag, bi,by) € C;a; = ag; by = by = 0}. On remarque que

(2.3.42) CSUY; € CSUgy, xC?,
(2.3.43) CSUZ;3NS = (CSUg xCH N S.
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2.4 Une condition nécessaire et suffisante pour
I’unicité des solutions du probleme de Maxwell
intérieur

2.4.1 Cas général : alternative de Fredholm

Cette partie détaille I'introduction a I'opérateur de Calderén du chapitre [1}

Pour exprimer l'opérateur de Calderén, nous devons exprimer les champs dans ['objet.
Il apparait nécessaire que ces derniers soient donc bien définis.

Nous exhibons une condition nécessaire et suffisante d’unicité des solutions du
probleme de Maxwell-Helmholtz dans 2, objet multicouche autour d’un
lconducteur électriquement parfait (CEP)| c’est-a-dire tel que 9Q =T U T} ou I est
la surface extérieure et I'g la surface intérieure. Le probleme de Maxwell harmonique

en ! s’exprime

(2.4.1)

{ VA B(E) + ik(@n()HE) =0 dans O

" —
V AH(Z) —ik(z)n(2) ' E(Z) =0
Nous rappelons le résultat général de CESSENAT 1996, Théoreme 8, p. 111.

Théoréme 2.33 (Alternative de Fredholm) Les champs E H solutions de ||

avec conditions aux limites de Dirichlet E|F =0, E|F0 =0 sont soit uniques si w* 0
n’est pas une valeur propre du Laplacien vectoriel, soit ces champs sont engendrés
par les vecteurs propres.

Nous renvoyons a 'ouvrage cité précédemment pour la démonstration, en dehors du
cadre de cette these. D’apres ce résultat, nous pouvons avoir des résonances pour le
probléme intérieur, c’est-a-dire des solutions non nulles du probleme sans source.

2.4.2 Simplification de la géométrie pour déduire 'opérateur
de Calderén.

Cette these s’attache a déterminer les coefficients des des sections précédentes.
Nous devons étre capables d’exprimer l'opérateur de Calderén pour 'approcher
par les CIOE. Il faut donc que les champs soient déterminés de fagon unique pour
exprimer cet opérateur. L’alternative de Fredholm nous permet d’avoir 'existence
des champs s’il y a unicité de ces derniers.

Ainsi nous étudierons trois objets modeles sur lesquels nous pouvons montrer ’exis-
tence des champs, et donc celle de 'opérateur de Calderdn.

1. Un objet plan infini

2. Un objet cylindrique

3. Un objet sphérique
Cependant, nous utiliserons des objets différents (cylindre a bouts arrondis, sphere-
cone) lors du calcul par équations intégrales, utilisant les coefficients de CIOE calculés

sur ces objets modeéles.
Les constantes relatives €, u (ou k,n) sont constantes par morceaux en fonction de z.
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vide

Proposition 2.34. Le probleme Maxwell-Helmholtz (2.4.1) avec conditions aux

— —
limites de Dirichlet homogenes E|.—., = 0, E.—.; = 0 admet une unique solution
pour deux couches de matériaux si et seulement si pour tout (ky, k,) € R? tel que

ki + ks #0
kokimytan ( ko(zo — 21) | # kikomitan ( ky(z0 — 21) ),

kikomotan ( ky(zo — 21) ) # kokimitan ( ky(20 — 21)

Ces relations ne contiennent pas les conditions de résonance pour chacune des couches.

Démonstration. On pose k; = VR — k2 — k2, ky = k3 — k2 —
—

ﬁ
On remarque que toutes les composantes du champs E ( idem pour H ) sont
2

solutions de a—z + (k] — (k2 + k))u = 0, dont les solutions sont données par la
u

famille (sin(k;z), cos(k;z)) selon la couche.
On peut donc exprimer le champ électrique tangentiel grace a des parametres
ai, c1, Gz, c2, b, d dépendant de (k,, k,) mais pas de z

A Jan sin(zg(z —2z1)) + bcos(%g(z —21)), 21 <2<z
: arpsin(ky(z — 2z1)) + beos(ki(z — 1)), 20<z<2z
& 2 sin(%z(z —z1)) + dcos(%Q(z —2)), 51 <z<z
Y crsin(ki(z — z1)) +deos(ki(z — 1)), 20<z2<2

Ces expressions prennent en compte la continuité des traces tangentielles du champ
électrique a 'interface z = 2.

En supposant ki+l{:§ non nul, nous définissons d’autres parametres Ay, Cy, A1, C1, B, D
tels que

g = Agkx — Cgky, Cy = Azky + Cgkx,
a; = Ak, — Ciky, c = Aky + Ciky,
b= Bk, — Dk, d = Bk, + Dk,,

et réciproquement

B a,gk’x + Cgk’y C, — Cgl{y — agk‘x

2 — 2 2 Y 2 — 2 2 )
k2 + k2 k2 + k2

o Cl,lk'x + Clk?y C . Clk‘y — Cblk?x

1 — 2 2 ) 1 — 2 2 )
k2 + k2 k2 + k2
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bk, +dk, b _ Uy — bk,
RN RN

Les divergences nulles des champs nous permettent de déduire de asq, c9,a1,¢1,b,d la

décomposition sur (sin(k;(z — 2;)), cos(ki(z — z;))) de E, :

]{32 +k32 -~ k2 +l€2 ~
E, = Y Ay cos(ka(z — 21)) — i—=—LBsin(ka(z — 21)), 21 < 2 < 29,
k’g ko

Dans 2y < z < z1, il faut remplacer Ay par Ay, Cy par C et ko par ky.

Nous cherchons des résonances, c¢’est-a-dire des solutions non nulles du probleme de
Maxwell harmonique avec conditions de Dirichlet homogenes sur les bords z = zj et
z = 29.

Notons oy = ki(z9 — 21), e = ko(2z0 — 21).

Les conditions sur £, et sur E, donnent, apres décomposition sur (k,, k,) et sur
(—ky, ki), en z=zp et en z = 29

Bcosa; = Ajsinag,
D cosa; = Csinay,
Bcosay = Assin ap,

D cos oy = Uy 8in as.

D’autre part, on écrit la condition de saut tangentiel du champ magnétique a
I'interface z = z;.

) - - 5
Les coordonnées tangentielles de F' =V A E dans z; < z < 2y son

k% + k2

yB&n@ﬂz—zﬁO

k2 + k2 ~
F, = —k, ( Y Ay cos(ka(z — 21)) —
k‘g k?

_@Q@@+@@m%@@—a»—w@+pmmm@@—m»

@:AQm&—@@m%@@—a»—@B—@Dmm@@—mﬁ

k2 + k2

yBﬁn@ﬂz—zﬁO

k2 + k2 ~
+ k, ( Y Ay cos(ka(z — 21)) —
s ko

D’ou I'on déduit les coordonnées tangentielles du champ magnétique dans z; < z <
Z9 .

» k k2 + k2 ~ k? + k2 N
%x = — .ky ( $~ yA2 COS(kQ(Z — 2,’1)) yBSln(k2<Z o Zl))
—1KaT)9 ks /{?2
k ~ ~
_ z’l;n ((k‘yAQ + k,Cs) cos(ka(z — 21)) — (Bky + Dk,) sin(ko(z — Z1))>
U212
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2.4. Une CNS pour I'unicité des solutions du probleme de Maxwell intérieur

~

. ks ~ ~
= ((k Ay — kyCs) cos(ka(z — 21)) — (kn B — ky D) sin(ha(z — zl)))
U212
k‘2 + k2 ~ k‘2 k‘2 ~
,kx Y Ay cos(ka(z — 21)) — m:L Y Bsin(ky(z — 21))
—1kany s s

Dans zy < z < z1, il faut remplacer Ay par Ay, Cy par C4, kono par kimy et ko par k.
Pour satisfaire a la continuité tangentielle du champ magnétique, il faut que

ky K2+ K ki k, K2+ k2 ks
—2L A — (kyAr + k,C1) = — —2L Ay — (kyAs + k,Cy),
ki Ky kim koo e, kan
k ky K2+ k2 k ke k34K
! (/{3 Al ]{7 Cl) + ~ yAl - 2 (]C A2 k? Cg) 2 2.
ki kame e koo Ty
On a ainsi un systéeme de 6 équations a 6 inconnues Aq, Cy, Ay, Cy, B, D.
On introduit les deux matrices
ki +ky o ~ [ S
—klk: -k, Y —kik, —koky — ky———  —kok,
_ k _ ko
My =] ek o~ | M= K24k~
kiky 4+ ky——= —kk, koky + ks —kak,
k’l k2

La continuité tangentielle du champ magnétique se résume a

1 A, 1 A,
—M =—M .
kim ' [CI] ka2 ? [02]
Nous aboutissons en multipliant par sin(aq) sin(as) puis en utilisant les relations en
fonction de B et D :
. Aysin(oq)| : Ay sin(ag)
kamg sin(ag) My [CI sin(an)| ~ ki sin(aq )My Cosin(as) |
: B . B
kamg sin(aw) cos(aq) M, pl = k1my sin(ay ) cos(az) My K
et le probleme de résonance se ramene a

det(K1M1 - KQMQ) =0

avec K1 = kong cos ay sin an, Ky = k11 cos o sin a.
Nous remarquons alors que

~ K2+k2 k2~
—kiky — byt —kik, k=t —kik,
k
M, = 9 'ho = 5!
~ k2 +k ~ k ~
bk + koot —kik, ko=t —kik,
kl kl

et en modifiant les indices, on obtient un résultat équivalent pour Ms.
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Chapitre 2. Unicité des solutions de Maxwell

En calculant directement le déterminant de K1M; — K5Ms, on trouve

2 2 k% k% P 7
(kIva?y) Ki— — Koz~ <K1k1+K2k2> =0
kq ko

On obtient donc 3 conditions de résonances. La premiere a déja été supposée, les
deux suivantes s’expriment respectivement en fonction de (k,, k)

kakqms tan (k?2(22 — 21)) = k1kony tan (k’l(Zo — 21)) ;

k1kanso tan (kg(ZQ — zl)) = kokyn; tan (kl(zo — zl)) )

Les constantes de matériaux étant complexes, il n’est pas possible d’en déduire des
conditions sur (k,, ky). O

Conclusion

Nous avons réussi a fournir pour plusieurs CIOE des CSU qui permettent de garantir
I"unicité des solutions du probleme de Maxwell. Nous avons vu que ces conditions
étaient non-linéaires, s’exprimaient comme des inégalités, des égalités, mais aussi par
différences (ex z # 0). Par contre, elles sont indépendantes de la géométrie et de la
fréquence. De plus, nous sommes en mesure de calculer ’expression des champs et de
I'opérateur d’impédance grace au calcul en amont d’'un déterminant. Grace a cette
condition, le probléeme est bien posé.
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Chapitre 3. Calcul des coefficients pour un plan infini

Introduction

Pour déterminer des coefficients complexes satisfaisants aux conditions introduites
dans la partie précédente, nous commencons par la méthode de I'approximation du
plan tangent, documenté par HOPPE et al.|1995|; MARCEAUX et al.[2000/; AUBAKIROV
2014, Cette méthode consiste a considérer localement I'objet, supposé régulier, comme
son plan tangent comme un plan infini, ce qui reste valable dans le cadre de cette
these, car nos objets d’études sont parfaitement réguliers.

Nous rappellerons 'opérateur de Calderén exact qui lie les champs électromagnétiques
a la surface extérieure de 'objet, ainsi que la condition nécessaire pour l'obtenir.
Pour des considérations de mise en ceuvre numérique, nous présenterons une méthode
itérative pour exprimer cet opérateur. Cette derniere va ajouter des conditions, dont
nous rappellerons qu’elles ne sont a considérer que dans le cadre de cette méthode
itérative.

3.1 Analyse de Fourier de 'impédance

Des résultats sur 'analyse spectrale de I'opérateur d’impédance ont déja été pré-
sentés par HOPPE et al. [1995| pour des conducteurs plans et cylindriques recouverts
d’une couche de matériau. Nous rappellerons la méthode pour les obtenir puis nous
montrerons qu’étendre ces résultats a plusieurs couches est immédiat.

Soit 2 un domaine fermé, borné, de frontiere réguliere. Soit a, €y, € UN repere local
adapté a la surface de €.

On suppose aussi que € et p sont constants par couche : €(xq, x9, z,) = €(z,).

— —

On suppose enfin que ces champs E(,t), H(2,t) ont des transformées de Fourier
partielles suivant les coordonnées tangentielles et le temps (YOSIDA [1995, Théoreme
de Plancherel, p. 153) telles que

S 1 ) —

E(ky, ko, xp,w) = —/ e~ ihertharatet) @ g g t)daydagdt,
21 JR2xR,

- 1

. 5
Ewy,ay,at) = o= [ eGm b s By by, w)dkndbadw.
XN

2

La dépendance temporelle des équations de Maxwell harmoniques est iwt, donc
I'opérateur — est remplacé par

Afin d’utiliser les mémes conventions que STUPFEL 2015, on substitue au champ
magnétique |H|'excitation magnétique
Le systeme d’équations de Maxwell harmonique usuel est

3 Alﬁkl, ko, Tp,w) = —iw,u(:cn)@kl, ko, Tp,w),
(3.1.1) Y ,
\V4 /\@k‘l, ko, xp,w) = iwe(xn)ﬁkl, ko, Tp,w).

mais le systeme considéré dans cette these est

eAlE]k:ly]'{327I717W) = _Zk: xn nr @klak%mm 7
(3.1.2) v .
V ARk ko, 2ny0) = i) @ B, b, 2, ).
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3.2. Opérateur de Calderén pour un plan

() >, () 4 @] () = () (), I%\i ()8 ().

= wy/o€p tel qu’en tout point extérieur de €2, (mn) :.

La quantité cléf de cette these, et dont les CIOE vont permettre une approxunatlon
est 'opérateur de Caldéron CESSENAT |[1996|, Def 4, p. 108.

Ce dernier est défini comme 'opérateur qui lie les traces tangentielles des champs
solutions du probleme harmoniques.

Dans la suite, on ne mentionnera plus la dépendance en w.

3.2 Expressions exactes des matrices d’impédance
et des matrices de réflexion pour un plan infini

Dans un premier temps, on peut sans perte de généralités faire une rotation du repere
Y
. N 1. , .
pour avoir le plan orthogonal & z. Nous utilisons une transformée partielle en z, y.

— e
E(x,y,2 / / iheethyd) B(k,, ky, 2)dk,dk,.
27T R2

N

%
Grace a cela, nous simplifions le probleme en étudiant E grace aux multiplicateurs
de Fourier associés aux variables x, y.
Soit k la fonction constante par morceaux telle que

k: [—d,0[U[0, 00 — C

2
v/ —d < z<0,
2 k(z) = w2 i =7
w /oy 0 < 2z < o0.
Définition 3.1. Soit (k,,k,) € R? fizé. Soit k3 la fonction constante par morceauz

en z telle que

ks : [—d,0[U[0, 00] — C

k? — k2 — k2, Im(k >0 —-d<z<0
2o ka(2)iha(a)? = { B, TR T Rp Il 20 d < 2

ky — ki — kK, Im(k3(2)) <0 0<z
Le choiz du signe de la partie imaginaire se déduit de la décroissance a l'infini des
champs diffractés définis ci-dessous.

Proposition 3.2. On se place dans le matériau et 'on suppose tel que Vz €
[—d, 0], k3(2) # 0. Alors il existe (ci(ky, k,))1<i<a, € (C(R?))* tels que les champs
solutions de[3.1.9 sont de la forme

By (ky ky, 2) = €mE2¢) (ky, k) 4 e * %y (K k),

43



Chapitre 3. Calcul des coefficients pour un plan infini

ﬁy(k‘x, ky, z) = eik3(z)203(kx, k) + e_ik3(z)zc4(k:x, ky).

Les constantes c¢; ne peuvent en réalité pas étre choisies arbitrairement, car les
exponentielles complezes divergent quand k2 + k;; — 00 et ces solutions n’ont pas de
transformées de Fourier. Nous supposons que les constantes c; vérifient la propriété
, ot il n’y a pas de résonances. Nous supposons que les constantes c; satisfassent

la propriété (2.34).

Démonstration. On commence par coupler les équations de Maxwell pour obtenir
des équations sur chaque champ seul

Donc chaque composante de chaque champ est solution d’une équation de Helmholtz.
On s’intéresse alors a la composante en y seulement :

AE, + k(2)’E, =0,
AH, + k(z)*H, = 0.

Ces |équations aux dérivées partielles (EDP)| deviennent pour les transformées de
Fourier

O?E R
2 (b by, 2) + (k(2)* = k2 = k2) By (ke by, 2) = 0,
0*H,

o (ke by 2) + (F(2)* = k2 = k2) Hy (b, by, 2) = 0,

On suppose alors que k3(2)? ne s’annule pas dans la couche. S’il s’annule, les solutions
sont linéaires en z et nous renvoyons a I'annexe [D]
Une solution générale s’écrit alors

By (ky, ky, 2) = €* ¢, (ky, ky) + e @70y (ky, k),

ﬁy(km ky, 2) = eiks(z)z%(kx, ky) + eiik3(2)204(kxa y)-

o

Par abus de notation, on identifie ¢ = ¢(—d") = ¢(07), u = pu(—d") = p(07),
k= k(—d") = k(07), ks = ky(—d") = ks(07).

3.2.1 Expressions des champs tangentiels dans chaque couche

Remark 3.3. Nous supposerons dans ce qui suit certaines matrices inversibles ( en
autres, Bg(ky, ky, —d"), voir plus loin pour la définition de cette derniére ).

Ceci est uniquement une commodité de calcul mais n’est pas une condition nécessaire
d’ezxistence de l'opérateur de Calderén. On identifie 'existence et ['unicité d’un
champ vérifiant les équations de Maxwell harmoniques avec condition de Dirichlet a
l’existence de l'opérateur de Caldéron.

Voir par exemple la proposition pour un exemple de condition nécessaire d’exis-
tence pour 2 couches.
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3.2. Opérateur de Calderén pour un plan

Définition 3.4. On définit les matrices Ag(ky, ky, 2), Bg(ky, ky, 2), A (ks ky, 2),
By (ky, ky, z) constantes par morceaux en z

B kyky _k(z)nr(z ks(2)
Ap(ky, ky, 2) = e*al®)? { k(2)? — k2 k(2)? — k2 } ,
1 0
kb RO @hk(G)
By (ka, ky, 2) = e a(2) { k(2)? — k2 k(2)? — k2 ] ,
1 0
0 -1
AH(l{x,ky,Z) _ eiks(z)z |: k(z)kg(z) - kxky ] ,
m(2)(k(2) = k7)) k(2)? — k]
0 -1
By (ko ky, 2) = e~ Hal2) { k(z)ks(z)  kaky ] .
(2)(k(2)2 = k3)  K(2)* = K]

On remarque que €, p sont constantes par morceaux, donc k, 7, aussi. Sur une interface
d’équation z = z, entre deux matériaux, il y a donc un saut de valeurs pour ces

matrices : (lsir% Ag(ky, ky, 2z, +0) — Ag(ks, ky, 2, — 6) # 0.
—

Proposition 3.5. 11 existe (¢;(ky, ky, 2))1<i<a constants par morceauz en z tels que
les composantes en e—;, e—; des champs sont

A

Ei(ka k), 2) = Ap(ka, k), 2) [

c1(ky, by, 2 co(ky, ky, 2)
k., ] + Bg(ky, ky, 2) [ (oo b 2|
(kank:ya )
] +BH(kzaky?Z) lC4(kx,ky>Z) :

Démonstration. On se place dans une couche, les constantes de matériaux sont donc
fixées.

o
T

<
W

( )
5 )
7t(kx,ky,z) = Ap(ky, ky, 2) [E;,EZ ;

&
E
<
N

A partir des composantes e, ey des équations de Maxwell, on détermine un systeme
d1equat10ns différentielles ordinaires (EDO)| sur By, E,, H,, H, a partir de E,, FL,.

. OFE o . OH, _
zk;y]_j]z — a—;j = _anTHf7 ikyH, — 5 = ikn le,
ik, By — iky By = —ikn,H., z'k;ﬂ{ — ik, ’H = zknr Ez.

Cela revient a résoudre Y = M.X ou la matrice M et les vecteurs X, Y sont définis
tels que

i O, |

0 —ik, —ikn, 0 K, T 0z

| ik 0 0 —1kn, B |tk By
M=l o 0 —ik, |’ X=lg|w V= oH,
0 ikn ' ik, 0 H. -

ik, M,y |
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Chapitre 3. Calcul des coefficients pour un plan infini

Cette matrice est inversible si det(M) = (k% — k§)2 est non nul, ce qu’on suppose, on
peut en déduire X

) OE, |
o 0 ik, —ikn, 0 By
E|l 1 —ik, 0 0  —ikn,| | ik.E,
H,| K-k |ikn,t 0 0 ik, o,
. 0 ikn ' —ik, 0 Y
LikoHy |

On extrait alors uniquement les composantes tangentielles

A

R 1 oA OH

E:p = m <Zk'ylkxEy + Zk'f]7«8zy> ,
)

Ey _ eikgzcl + efikgzcm

—/)Lzy — _eikngB o efikgzc47

A

. 1 4 0E, s
Hx = m (-Zk’nr laizy + Zky@kx%y) .

R 1 ; —ik3z
E, = m (_ (kykxcl + k”]rk303) ezkgz - (k:yk3302 B k}nrk304) € " ) ’
Y
E'y = eikgzcl +e Zk?’zc )
_}zy — 6ik‘3zc e—lk?)zc ,
1

On obtient alors

A

- [Cl kma ky

C2
Cy

Et(kxakyaz) = AE(kxyky’Z) 1 + BE(kgmk?ﬁZ) [

/N
Eulie
g8 8
X
e
S—

}t(kxakyvz) = Ap(ks, ky,z) lcl 1 + Bu(ks, ky, 2) [czg

3.2.2 Expression de la matrice d’impédance pour une couche
de matériau

A

On commence par montrer un lemme tres utile pour trouver 'expression de Z(k,, k).

Lemme 3.6 (Continuité des impédances).

Soit z,, une interface entre deux matériaux. Soient (E},ﬁt) des champs solutions du
probléeme de Maxwell dans les deux couches, alors si l’'on peut définir des matrices
qui lient les traces tangentielles des champs a l’interface de ces couches, alors ces
matrices sont identiques sur [’interface.

Si

A

—

Eky, by 25) = ZF (koo k) o (ks Ky 225,

Y “m Yr~“m
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3.2. Opérateur de Calderén pour un plan

= R =

Ei(ky, ky, z,,) = L7 (ky, ky) J (kg ey, 21).
Alors A A

2t (kyyky) = 27 (kuy ky).

Démonstration.

3 . 3

Ey(kyy ky, 25) = 24 (kg ky) J o (Ko, Ky, 2.
On utilise la continuité des champs

3 X 3

Ey(kyy ky, 2,) = 24 (kyy ky) T (kay Ky, 2,
Ce qui sidentifie & Z7 (ky, k,)

= N =

Ei(ky, ky, z,,) = L7 (ky, ky) J (kg ky, 2,,).

[
Définition 3.7. On définit Z(k,, k,) la fonction de R x R dans Maya(C?) telle que

. o tan (ksd) [k — k2 —k,k
]{;3 = k’Q—kg —kz 7é07 Z<k$7ky) :ank(k;) [—k‘ kx k2—g2] ’
zivy Y

Proposition 3.8. Soient (E,’}?[) une solution du probleme de Maxwell-Helmholtz
harmonique dans la couche avec les conditions aux limites E'ﬂzz,d =0 et
Ey.o = Eo.
Si on suppose que
ks # 0,
kyd # g +nr,V¥neN.

Alors il existe une unique solution, et cette solution conduit a
5 X 3
B, iy 07) = Ziky, by ol iy 07),

ot Z(k:x, ky) est donné dans la définition précédente.

Démonstration. Dans la couche, étant donné les expressions des champs, il existe
une répartition des constantes (c1, ca, 3, ¢4) telles que (¢, ¢;) s’exprime en fonction
de (ck, ¢;). Ici nous choisissons

A= o] Gtk = [ ]

Nous utilisons la condition aux limites de conducteur parfait

A

—
Ey(ky, ky, —d*) =0,
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Chapitre 3. Calcul des coefficients pour un plan infini

— —
= Ap(ky, ky, —d)Cy (ky, ky) + Bp(ke, ky, —d7)Co(ky, ky).
Si I'on suppose que ces matrices sont inversibles, donc que k3 est non-nul alors on a
— ) L N
Co(ka,ky) = — (Be(ky, by, —d%))  Ap(ke, ky, —d")Ci(ky, k).

Or on injecte le résultat précédent

A

%
Et(k’x, ky, 0_) -
_1 —
(AE(kz, £y 0) = (Balke by —d")) " Ap(hs, by, —d+)> Ci (ko k),

3
Ji(ky, Ky, 07) =
-1 —
(AH(kx, £y 07) = (Balke by —d")) " Ap(hs, by, —d*)) Ch (ko Iy).
On en déduit I'impédance
Z(ky, ky) =
—1
(AEU@C, by, 07) = Bp(ka, by, 07) (B (ke by, —d%))  Ap(ks, ky, —d+>)
_ —1
(AH(kx,ky, 07) — By (ky, ky, 07) (BH(k;x, ky, —d+)) " Ap(ka, ky, —d+)) .
Comme on a supposé les matrices inversibles
Z(ky, k) =
_ + -1 _ " -1
Ap(ke, by, 07) (Ap(ky, by, —d")) = Bp(ke, ky,07) (Bp(ke, ky, —d*))
B Ll B A
(AH(km,ky,O ) (A, kye—d")) " = Bulky, ky,07) (Bulks, by, —d*)) ) .
On va alors exprimer chacun des termes grace aux expressions des matrices
Apke by 07) (Ap(ha by, —d%)) T = ML,

B (ks by, 07) (Bi(ke by —dh)) = e L,

1 K~k kok,

ks, ky, 07) (A — = elhsd
) (As( ) = l bk, kQ—kfj’
o ikea L= Kok,
sl by 07) (Be(kes by, —d7)) =~ k:n,.kzgl kok, K2 —k2)
Soient les matrices Lip, Lg définies a la section m
A~ K2 kuk, ~ k2 —kgky
LD__lk:mk:y k;f,] L = [kk kr |
On remarque alors que
- o\ iksd o1
A (ko by, 07) (Ap(ha, by —dT)) = €™ kmk?)(k I-Lg),
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3.2. Opérateur de Calderén pour un plan

-1 . 1 ~
B (ky, by, 07) (Be(ke, by, —d*)) = —e*Z’“dm(k?I —Lg).

Ces matrices sont inversibles si k3 est non nul, ce que nous avons déja supposé.

~ 1 ~
Un simple calcul matriciel permet de trouver que (k*I — Lg) ™' = 252 (kQI + LD).
3
En supposant ksd # g + nmr, donc e*3? 4 e7#3d £ () on déduit que
iksd _ —iksd
5 e — € 2 ~
R e B (FI+Lp),
. tan (ksd) / ~
= m,———— (k°I+ Lp).
gy (W14 L)
On a démontré la propositon avec l'expression de la définition [3.7 O

Dans I'article de MARCEAUX et al. 2000, la matrice d’impédance est telle que, soit
— —
K =7 AE alors on a

tan(ksd)

= D A
K, = 3H;,0u 3= —1n)y ks

(1#1 - LAR) .

C’est une forme équivalente a la noétre ou 7 =T3T avec T = [(1) _01] .

Notons que Z(ky,0) est une matrice diagonale.
Dans la littérature (STUPFEL [2015; AUBAKIROV [2014/; HOPPE et al. [1995)), on
nomme les termes diagonaux Zrys, Zrg tels que

7 = Zru J .
0 Zrg

3.2.3 Expression de la matrice d’impédance pour plusieurs
couches

On suppose que 'on a n couches de matériaux :

vide
7 e, =10
fnnU/na n N
e,
l»—, o
€x
%
e

On suppose qu’il n’y pas de résonances donc que la condition nécessaire a ’existence
de lopérateur de Calderon est vérifié. Nous rappelons que nous avons montré le cas
de deux douches a la proposition [2.34]

n
Soit 2, la hauteur de l'interface p, 2z, = — Z d;. On dit que 'on se trouve dans la

i=p+1
couche p si z,-1 < 2 < 2.
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Chapitre 3. Calcul des coefficients pour un plan infini

Définition 3.9. On définit les fonctions de R X R X [z,-1, 2,[x M3(C) — M (C) :

MA(kCIH ky7 Z, Z) = AE(kl‘7 kya Z) - ZAH(kxa kya Z)7
My (ko kys 2, Z) = Bp(ks, ky. 2) — ZByr (ks Ky, 2).

Définition 3.10. On définit la fonction de R X R X [z,_1, 2p[x M3 (C) — M5(C) :
R(ky, ky, 2,Z) = —Mp(ky, ky, 2, Z) "M y(ky, ky, 2, Z).

A priori, pour kg, ky, z donnés, f{(k:x, ky, z,Z) n’est pas définie pour toute matrice Z.
On prolonge ces définitions aux autres couches.

Définition 3.11. On définit T, la fonction de R* x x[z,_1, 2,[* x M3(C) — My(C) :

T, (ke  ky, 2,2\ Z) =
(AE(kma kya Z, )MA(k:Jca kya ZI> Z>71 - BE(kxa ky7 Z, )MB(kma kyv 2/7 Z)il)

1

(AH(kxa kya Z, )MA(kxa kya Zla Z)_l - BH(kan ky» Z, )MB(kaza kya Zla Z)_1>_ .

A priori, pour (ky, ky, z,2") donnés, T,(ky, k,, 2,2, Z) n’est pas définie pour toute
matrice Z.

Nous allons donc pouvoir exprimer I’approche itérative : déterminer la relation liant
les champs électromagnétiques d’une couche a 'autre.

5 5 = N =
Proposition 3.12. Soient B, H tels que Ey(ky, ky, 2, ) = Lp(ke, ky) Jo(kes Ky, 2,).-
S1 les matrices sutvantes sont inversibles

A A

MA(kaca ky7 Zp_7 Zp(k::m ky))7 MB(k::m ky: Zp_a Zp(kl’a ky))a

A A

AH<kxa kya Zp71>MA(ka:7kya 2;7 Zp(kza ky))il - BH(kazvkya prl)MB(k:mk z, Zp(kxa ky))ila

Ysr~p

A

- R .
alors Ey(ke, ky, 2p-1) = Tp(ka, by, 2p-1, 2, Lip(ka, ky)) (T ¢ (ks Ky, 2p-1)).
Une condition aux limites sur le bord supérieur d’une couche détermine la condition
aux limites sur le bord inférieur.

Démonstration. On se situe dans la couche p (z,_1 < z < 2,) et I'on sait qu’il existe
dans cette couche des constantes ¢;(k,, k) telles que les champs vérifient

_ c k:mk N c kx’k
AE(km7 k?y7 Zp ) [C;Ekr, kzﬂ + BE(kJ:7 ky» Zp ) [ngkwa kz§‘| —

7 (ks ky) (AH(k‘x,k‘y,zp_) [ZEIZZZH + Bu(ke, ky, 2, ) [ﬁjﬁii%ﬂ) :

Ce qui revient a

_ A C kw,k — A G k:uk
MA(kilH kyy Zp 7Zp(k?z; ky)) [C;Ekz’ RZ;‘| - _MB(k:E7 ky7 Zp 7Zp<k$7 ky)) [Cigk17 kZ;‘| :
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3.2. Opérateur de Calderén pour un plan

On suppose que les matrices MA(/{Mky,z;,zp(k‘x,ky)),MB(kx,k:y,zp_,zp(kx,k‘y))
sont inversibles donc

] I T AR el

On injecte ce qui précede en z = z,_; :

~

N
Et(k(ﬂ7 kya Zp—l) =

. ., ko K
(Br (ke by 2 )R (ke by 2, Zy (R b))+ A by, 2p) [Cl( y)] |

A

N
Jt(kx; kyy Zp—l) -

A . c1(ke, k
(BH(/%, ky7 prl)Rfo’ ky’ Zp > Zp(kx’ ky)) + AH(kx’ ky’ Zpil))) L;Ekw kZﬂ '

On suppose alors que cette derniere est inversible pour tout (k,, ky).
On obtient

A

4
Et(k:ca ky> Zp—l) =
(AE<k:p7 kya Zp71> + BE(kxa kyu prl)f{(kx; kyy 2y s Zp(k:m ky)))
A A -1
(Asr(ke, by, 2p1) + Brr(ka, by, 2p ) Rl by, 2, 2 (K, Ky)) )
N
Jt(k‘x,ky,zp_l).

Comme on a supposé l'inversibilité des deux matrices M 4, Mp, on simplifie afin
d’obtenir la propriété. O

L S X 3
Proposition 3.13. Soient Ey, H; tels que Ey(ky, ky, zp—1) = ZLyp—1(ky, ky) Tt (ks Ky, 2p—1)-
S7 les matrices suivantes sont inversibles

A A

MA(k:m ky, Zp—17 Zp—l<kxa ky))a MB(kxa kya Zp—la Zp—l(km ky))7

By (ke Ky, Z;)MB(k:rv Ky, zp-1, prl(krm ky))il — Ay (ke Ky, z;>MA(kx7 Ky, zp-1, Zp71<k:va ky))ila

A

= =
alors Ey(ky, ky, 2,) = Tp(ka by, 2, 2p1, Lip1 (ks ky)) T (ks oy, 2, )

P
Une condition d’impédance sur le bord inférieur d’une couche détermine la condition

auz limites sur le bord supérieur.

Démonstration. Méme méthodologie que pour la proposition |3.12 O]

Une analyse rigoureuse des trois résultats qui précedent est la suivante :

o1



Chapitre 3. Calcul des coefficients pour un plan infini

Proposition 3.14. On considére le probleme de Calderén pour p couches.
Sous condition de non-résonance C,, le probleme P,, constitué des équations des

Mazwell dans les p couches avec conditions de Dirichlet, homogéne sur ['interface
NN
inférieure z = zy et inhomogéne sur l'interface supérieure z = z,, E = Ey, a une

— .
unique solution, ce qui permet de calculer H|.—.,— et la matrice d’impédance Z,.

Sous condition de non-résonance C,_4, le probléme P, 1, constitué des équations des
Maxwell dans les p — 1 premiéres couches avec conditions de Dirichlet, homogéne sur

Ak
= =

Uinterface inférieure z = zy et inhomogéne sur l'interface supérieure z = z,_1, E = E,,,

—
a une unique solution, ce qui permet de calculer H|,—.,_,_ et la matrice d’impédance
Z, .
Sous les conditions de non-résonance C, et C,_1, on peut exprimer la matrice Z, en

fonction de Zp,l et réciproquement.

Proposition 3.15.
5 5
Soient Ey, Hy tels que

3 R 3
Ey(ke, ky, 2p-1) = ZLp—1(ka, ky) (Ji(ka, Ky, 2p-1)),

A
A

= 3 = B
Bk kg, ) = Zy(kes k) (1 (s s 2):

MA(kxy kya Zp_v Zp<kxa ky))v MA(kx7 kya Zp—17 Zp—l(kxv ky))a
MB(kza kya 2;7 Zp<ka:a ky))v MB(k:m kya Zp,l, Zp71<kx7 ky))a

A (kg by, 2y Ma (ki by, 2p1, Zp1 (ks Ky)) ™' — Bk, Ky, 2, )Mp (Ko, oy, 291, Zp—1 (K, Ky)) 7
AH(k$7 kyu Zp*1>MA(kI7 ky; 2’;7 Zp<kx7 ky))il - BH(km ky; prl)MB(kI7 kya 2;7 Zp<kx> ky))ila

alors

N>
3
—
—~
™
g
o
<
N—
Il

Tp<k:v7 kyv Zp—1; 257 Zp(kfm ky))v
Zp(kan ky) = Tp(ke, by 2 s 201, Zp-1 (K, iy ).

p

On peut donc déterminer itérativement les matrices Zp pour obtenir la matrice
associée a l'opérateur de Calderén. Dans notre cadre d’étude, la présence d’un
conducteur parfait sur 'interface z = zy implique Zo(ks, k) = 0.

3.2.4 Expression des coefficients de la série de Fourier

On se place de part et d’autre de 'interface p donc z,_1 < 2 < 241.
Définition 3.16. On définit les fonctions de R* X [2,_1, zp41[x Ma(C) — My(C) :

NE(ICI, k?y, Z, R) = AE(kza k’y, Z) + BE(k’x, ]’Cy, Z)R,
Ny (kg by, 2, R) = Ay (ke ky, 2) + By (ko by, 2)R.
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3.2. Opérateur de Calderén pour un plan

Définition 3.17.
On définit T, la fonction de R? X [2,_1, 2p[X[2p, 2ps1[ X Mo (C) = My(C) :
Tplkuy by, 2,2\ Z) =
- (NE(kI7 ky7 2/7 Z)_IBE(kam ky7 Z) - NH<k$7 kya 2/7 Z>_1BH(k$7 kya Z))il )
(NE(k:Z, ky, 2\ Z) " Ap (ke ky, 2) — Np(ky, ky, 2 ) Ag (kg by, z)) .

A priori, pour kg, ky, 2,z donnés, T,(ks,ky, z,2',Z) n’est pas définie pour toute
matrice Z.

Proposition 3.18.
On suppose qu’il existe Ry,1(ky, ky) telle que

A

N

~ —
Ey(ky, ky, Z;_) = Ng(ks, k 2y Ry (ke ky))Cpia (ks k),

Ys ~p >

- A

_>
Je(kay by, 2,) = N (ko by, 2 Rpr1 (ko y)) Cpa (K, o).
St les matrices suivantes sont inversibles

NE(kxa kya Z;_, Rp—i—l(’%m ky))a NH(kxa kya Z;_, Rp+1(kxa ky))a
N (ko ky, 27 Rp1 (K, ) ' Br(ka, Ky, 2y) — Ny (ko by, 2, Ry (Ko ky)) 7 Bir (ki Ky, 2,),

alors
= B 3 . LA —
Et(kxv kya Zp ) = NE<kx7 kya Zp ) rzp(k:ﬂ? kyv Zp ) Zp ) Rp+1(kz> ky))>0p<kxa ky)a

Euka by, 20) = Ny(kas by 20 (ko ks 2 25 R (o ) )) O (Ko Ky ).

Y D Y p7 p? p?
Démonstration. De part et d’autre de z = z,, on a

A~ —+

N
Ey(k, ky, Z;) = Ng/(ka, ky, Zp+7 Rp+1<kw7 ky))Cl (kz ky)?

- —— ——
Eu(ka by, 2) = Ap(ka, ky, 25)Cy (Kay k) + Bi(ka, ky, 25)C (Kay Ky,

N —+

4
Jt(kz, Ky, Z;r) = Ny (kz, ky, ’Z;;rv Rerl(kim ky))cl (kz, ky)v

—

— - ——
Ti(kgs by, 27) = Agr(k, by, 25)Cy (K oy) + B (ki by, 25)Cly (K ).

Yr~p Yr~p

Il y a continuité des champs a 'interface donc

—— —— ~ -+
Ap(ks, ky, 2,)C (K, ky) + Bp(ks, ky, 2, )Cy (kz, ky) = Np(ke, ky, 2, Rps1(ka, ky))Cy (o, ky),
—= —— ~ —+
Api(ko, by, 2, )C (ko ky) + Bk, by, 2, )Cy (Ko, ky) = N (ko by, 2, Ry (Ko, ky))Cy (Ko Ky,

donc si on suppose les matrices Nz, Ny inversibles

N —— ——
Ng(ka, by, 25 Rpi1 (K, Ky ) 7 (AE(kx,ky,zp_)Cl (kg, ky) + Bg(ks, ky, 2, )Cy (kx,ky)) =

Yr~p Y ~p
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Chapitre 3. Calcul des coefficients pour un plan infini

~ —— ——
Ny (ky, ky, z;, R, 1 (ks ky))*1 (AH(/%, ky, 2, )Cy (Ko, ky) + Bk, ky, 2, )Cy (e, ky)) )
On regroupe les termes pour obtenir une relation entre les deux vecteurs,

(NE(km kya Z;;ra ﬁp—i—l(km; ky))ilAE(kmy kya Z;)

-

~ N (ks by 2 Rpia (ks b)) " A (o by, 25)) Oy (K By) =
- (NE(km ky7 Z;ra Rerl(km ky))ilBE(k:m kya Z;)

~ —
~Np (b, by, 25 Rps (b, b)) "B (b, by, 2,) ) Cy (ki Ky )-

e
On suppose l'inversibilité de la matrice devant C (k,, k), et alors

—

- . —
Cy (kos by) = Tp(kas by, 2, , 25, Rpya (Ko, ky))Cy (K, Ky).

p7Tpy

Proposition 3.19.
On suppose qu’il existe R, (k,, k) telle que

A

- A

_>
Eilka, by zy) = Ng(ka, by, 25, Ry (ke ), k),

=

N —
Tolkas Ky 25) = Ny (K, by, 27, Ry (K, b)) Cp (i, By ).

S7 les matrices suivantes sont inversibles

A

NE(kxa kya Zp_7 Rp<k$a ky))v NH(kam kya Zp_v Rp(kx7 ky))7

NE(kma kya 2;7 Rp(kza ky)>71BE(kza kya Z;) - NH(km kya 3;7 Rp(k':m ky))ilBHUf:va kya Z;r)a

alors

A

3 -
Et(kzu kya Z;) - NE(kwa ky7 Z;_,‘Ip(kz, kyu Z;_’ Zp 7Rp(k;u ky»)Cp—f—l(k:va ky)a

= ~ —
Bk, by, 25) = Nug(kas by, 25, (ks by 25, 27 R (Kiay k) Copit (s Ky ).

PP
Démonstration. Preuve identique a la proposition [3.18 O]

Proposition 3.20.
On suppose qu’il existe Ry, (ky, k) et Ry1(ks, ky) telles que

A~
A

Ey(ky, ky, 2, ) = Np(ka, ky, 2, Rp(ka, ky))Cp (Ko, Ky ),
= R —
Ji(ke, by, 2, ) = Ny (ke ky, 2, Ry (ke ky) ) Cp(kay ky),

A

— —
Et<kxa kya Z;) - NE(k:cy k:yy Z;_, Rp—&—l(kxy k:y))op-i-l(kxa ky)a

=

A —
Jt<k$7 kya Z;_) - NH(k$7 ky’ Z+7 Rp+1 <k$7 ky)>0p+1<kmu ky)

p

o4



3.2. Opérateur de Calderén pour un plan

St les matrices suivantes sont inversibles

Ng (ke ky, 25, Ry (ke ky), Ny (kg ky, 27, Ry (ke Ky)),

Yr~p> Y ~p

NE(k':qu kya 257 Rerl(k:Jca ky))v NH(kmy kya Z;J Rp+1(kx7 ky))a

NE(kza kya Zp_, Rp(kxa ky))_lBE(kxa kya Z;_) - NH(kma kya Zp_7 ]-:A{'p(ka;a k'y»_lBH(k:ca kya Z;—)7
Np(ky, ky, 25 Rp1 (kay k) ' Br(ke, ky, 2,) — Ny (g, ky, 2 f{pﬂ(kx,ky))_lBH(kx,ky,z_),

Y ~po Y “p Yr “p

alors

On peut donc déterminer itérativement les matrices R que 'on nomme matrice de
réflexion. Dans notre cadre d’étude, la présence d’'un conducteur parfait sur 'interface
z = z; implique Ry (ky, k) = —Bg(ke, ky, 28) T Ap(ke, ky, 208).

3.2.5 Applications numériques

La figure permet de vérifier les résultats de HOPPE et al. [1995] p. 33 pour une
couche de matériau sans perte. Dans cet ouvrage, 'opérateur de Calderén lie les
0 1
-1 0
Iopérateur de Calderén utilisé par Hoppe. On remarque que le symbole de Hoppe
est dimensionné ( en Ohm ) tandis que le notre non. De plus les ondes évanescentes,
c’est-a-dire telles que k, > ko sont prisent en compte sur ce graphe. En reproduisant
ces résultats, nous nous assurons que notre approche itérative est correctement codée.
On applique les hypotheses précédentes d’invariance par rotation, donc k, = 0,
sachant que pour k;/ko = 2, k3(k,,0) est nul et 'impédance n’est pas définie en ce
point.

Comme le matériau n’a pas de perte, la partie réelle de 7 est nulle et n’est donc pas
tracée.

La figure permet de vérifier les résultats de SOUDAIS |2017 pour une couche de
matériau sans perte (¢ = 4, u = 1, d = 0.0035m, ko = 251.5m ') qui montrent
la présence d’une asymptote sur le module des coefficients diagonaux de 7 pour

— — A A
traces de E; et H; ( voir annexe H| ) et on pose 3 = Z le symbole de

2
2
ky/ko = \|€p — (Zéd) ~ (0.903105... ( voir (3.4.3) pour 'obtention de cette formule
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Chapitre 3. Calcul des coefficients pour un plan infini

__________________________________________________ — TM
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FIGURE 3.1 — Partie imaginaire des coefficients diagonaux de 3 pour € = 4, =
1,d =0.015m, f = 1GHz

1
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. L 50
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K ) ;
T 00
F 20| |
—50
—400 | : .
| | | _100 | | |
0 05 1 15 0.8 0.85 09 095 1
kz/ko k:):/ko

FIGURE 3.2 — Partie imaginaire des coefficients diagonaux de 7 pour € = 4, =
1,d = 0.0035m, f = 12GHz

3.3 Approximation par une CIOE de 'opérateur
de Calderén plan

3.3.1 Expression des opérateurs Lp, Lr en Fourier

Soient (z,y, z) les coordonnées cartésiennes d'un point de I'espace et un plan d’équa-
tion z = 0.

Soit V = (S(IR?))? I'espace des fonctions infiniment dérivables définies sur ce plan et
de carré intégrable.

Définition 3.21. On définit Lp 'opérateur de V tel que
— - = =
LpU(z,y,z) =VVs-Ulx,y, 2).

On définit Lp la fonction de R x R — My(R) telle que

- k2 kok
Lo (ks ky) = — [k i k;f] .
x Y

26



3.3. Approximation par une CIOE de l'opérateur de Calderén plan

%
Proposition 3.22. Soit U € V, alors

_— R al
LpU(ky, ky,0) = Lp(ks, ky)U(ks, Ky, 0).
Démonstration. Par définition de Lp, on a
%

— - —
LpU =V V- U.

On utilise les expressions en coordonnées cartésiennes des opérateurs aux dérivées
partielles (voir annexe |C]).

—

= oU, oU,
vs : U<x7yaz) - ax <x7y7z) + %('x’ya 2)7

- . % — ﬁ —
st(%?/a Z) - 8:17 (xaya Z)el‘ + ay (ma%z)ey

Or d’apres la définition de la transformée de Fourier

— ,
U(r,y,2) = — / / Uk by, =)™+t ke
on a
= 5 N N
Ve Ulhg, by, 2) = ikigUs(ka, by, 2) + ik, Uy (ko Ky 2),
= P - o p —
Vsf(ky, ky, 2) = iky f(ky, ky, 2)ex + iky f(kz, ky, 2)ey,
donc

—

LUk, by 2) = (K28 = kb)) Unlka, by, 2) + (—kokyeh — K26)) Uk, by 2).
O

Définition 3.23. On définit Lr Uopérateur de V' tel que

—

— —
LrU(z,y,2) =V AN (Vs AU)(2,y, 2).
On définit Lr la fonction de R x R — My(R) telle que

. kK2 —k,k
LRUCx,k‘y) = [—kiky .2 y] .

%
Proposition 3.24. Soit U € V, alors

—

LU (ks by, 0F) = L (o, kU (ko Ky, 0F).

Démonstration. Par définition de Lz, on a
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Chapitre 3. Calcul des coefficients pour un plan infini

On utilise les expressions en coordonnées cartésiennes des opérateurs aux dérivées
partielles (voir annexe |C]).

s ou, U,
Vs A U(fE,y, Z) - E(x7yaz) - %(xaya Z),
9 Y

Vs A f(xaya Z) = aj;(xvyvz)em - ail‘(xvgﬁz)e—;,

donc comme pour 'opérateur Lp

Vo AU (koo by 2) = ikaUy (ke ko 2) — ik U (ko ey, 2),

g P - .02 —
Vs A f(ks, ky, 2) = iky f(ky, by, 2)ex — thy f (ke Ky, 2)ey,

donc
LU (ks by, 2) = (kyex — kakyey) Un(has by, 2) + (—hakyer + k2ey) Us (ko by, 2).

]

3.3.2 Expression de approximation du symbole de Calderén
par une condition d’impédance

Grace aux multiplicateurs de Fourier matriciels précedent, on peut par exemple
définir Zcr3 Vopérateur matriciel associé a la condition d’impédance CI3.

-1

. Lp(ky, k Lg(ky, k
(3.3.1) Zeys(ka ky) = (I +b D(kQ W) _ by R(k2 y>>
0 0
Lp (ky, k Ly (ks k
<a01+a1 D(k:(z) y) — a9 R(kg y)) .
Les CIOE dérivées de la CI3 ( CI0, CIO1, CI1, CI4 ) s’obtiennent s’en déduisent :
R L, L)
ZC’I4(kJ:> ky) = CLQI + al??(kxy ky) - a2k7l;(kxa ky)a
0 0

~ ~ -1 ~ A~

Zon (ke ky) = (I+bl®k3h{(k’x,ky)> <a01+a11”3k8h‘(kx,ky)> :
Lp — Lg
ko
Les coefficients de la CIOE peuvent étre choisis comme ceux qui minimisent la distance
entre Z(k:m, ky), le symbole de l'opérateur de Calderén, vu comme un multiplicateur
de Fourier matriciel et ZCI(/%, ky), le multiplicateur de Fourier associé a la CI.
Selon le nombre de parametres de la CIOE, ce minimum peut ne pas étre unique
pour un couple (k,, k,) donné. Nous avons choisi de nous donner un grand nombre
de ces couples, et pour chacun d’entre eux, calculer le symbole de Calderén exact
du I'empilement plan de matériaux, et nous présentons dans la section suivante la
méthode de calcul.

20101 (l{?m, kiy> = CL()I + a; (l{?m, kiy>

1. La distance choisie est la norme de Frobenius
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3.4. Choix 1 des coefficients de la CI3

3.3.3 Le cas spécial de la condition de Leontovich

Cette sous-section traite de la condition de Leontovich qui consiste a approcher la
matrice par une constante, et donc a avoir a; = as = by = by = 0. Cependant, cette
condition rend compte exactement de I'impédance a incidence normale. Dans ce cas
particulier, nous ne réaliserons pas de minimisation, mais on fixera cette constante a
la valeur de la matrice quand (k,, k,) = (0,0) donc Zgyo = Z(0,0). Cette derniere
est diagonale.

3.4 Choix des coefficients de la CI3 par moindres
carrés sur 'impédance

Dans la section précédente, nous avons exprimé les matrices y/ (dite d’impédance) et
la matrice R (dite de réflexion) en fonction de I’empilement. Nous allons montrer
que nous pouvons choisir deux manieres de trouver les coefficients de la CIOE CI3

(ce qui s’étend facilement aux CIOE dérivées de cette derniere).
On se donne N, k, et N, k. Il existe donc Ny = N, N, couples tels que (K, kyj) =

(km ky)(jfl)Neri'

Définition 3.25. Soit (-,-) le produit scalaire usuel de C™* et ||-|| la norme associée.

Ny
i=1

Soit (-, ) p le produit scalaire usuel de Ms(C) et ||-|| la norme associée.

(A,B), = Ti(A'B).

3.4.1 Calcul des coefficients pour une incidence (k,, k,) don-
née

Définition 3.26. On définit Heops la fonction de R X R x Mo(C) — Myx5(C) telle

que

I Lp(ke ky)n —Lr(ks k) — Lok, k)Z)  (Le(k. k)Z)
Hora(ko, b, Z) = 0 L:D(zc:,;,ky)12 —L:R(kx,ky)lg —(L:D(k;x,k;y)Z)u (L:R(kgﬁ,ky)z)12
0 Lp(keky)or —Lr(keky)n — (Lp(ke k)Z)  (Lr(ke k,)Z)
1 Lp(keky)z —Lr(ke ky)e —(Lolkek)Z) (Tr(ke,k)Z),

Proposition 3.27. Soit X = (ag, a1, az,b1,bs), (ks, ky) fixé et Zew le symbole de
lopérateur de Calderon de [’empilement plan de matériauz.

29



Chapitre 3. Calcul des coefficients pour un plan infini

S’il existe un unique X minimisant la distance entre ces deux matrices alors

argmrin HZC[g(kz, ky, X) — Ze:p(kmky)H =
XeC>

argmin |Hers(ke, by, Zew (Ko, £)) X = b(Zew (e, Fy))

XeC5

Démonstration. On rappelle que dans la section précédente, on a introduit ( au
coefficient kg pres)

Zers(kaky) = (T4 0L (ke ky) — boLi (ko))
(a0l + a1 Lip (ka, ky) — a2Lg (ks b))
On pose
Zp (ks ky) =1+ b Lp (ke ky) — boLg (ks ky),
Zn (kg ky) = aol + a1 Lip (ko ky) — asLig (ke, k).
Et ainsi, on développe

argmin |Zors (e, by, X) = Zealbs )|

XeCd

= argmin | Zp(ky, ky) " 2y (kay ky) = Zica (Kay )|
XecCs

= argmin Zip (ke kiy) ™ (Ziny (K, By) = Zp (K, By Ba (K By) ) |
XeCs

= argmin ZN(kx,ky) — Zp(kfx, ky)Zex(/{x,ky) ,
XeCb

= argmin | Z (ka, ky) — (1L (ke ky) = bl (K, by) ) Zew (ko by) = ZBia(bi, Ky
XeCb

= argmin |[Hers(ke, by, Ze (ko k)X = 0(Ziea (e, k)|
XecCh

]

Les fonctions associées aux CIOE CI0, CI01, CI1, CI4 se déduisent aisément.

Pour un couple (k;, k), les coeficients d'une CIOE (ici la CI3) sont solutions d'un
probleme d’optimisation. Cependant, comme sans pertes de généralités, nous pouvons
nous ramener a des matrices diagonales quand £, est nul, alors il existera une infinité
de solutions possibles.

3.4.2 Balayage en incidences et moindres carrés

Pour déterminer numériquement les coefficients de la CIOE, nous allons considérer
que k,, k, appartient respectivement a un domaine discret réel de taille respectivement
Ni,, Ny, .

Définition 3.28. On définit Acys la matrice de Mun,n,x5(C) telle que
HC’I3(kIE17 ky17 Zel‘(kwl? ky1))

Acpz = Hers(ke,, by, Zeo (Ko, ky;))

_HCI3(kxNz7 kyNy7 Zeaz(kwNza kyNy))_
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3.4. Choix 1 des coefficients de la CI3

On définit g le vecteur colonne complexe tel que

A -

[ (Lo (Ko, Ky)

9= b(zex(kxm kw))

_b<zex(kcﬂNza kyNy)>_
Définition 3.29. On pose M¢cr = AL Acy.

Cette matrice est importante car comme nous le montrerons plus tard, elle apparait
dans la forme quadratique associée a la minimisation. Nous allons donc démon-
trer immédiatement que la matrice associée a une des CIOE est inversible. Cela
nous permettra de démontrer ’existence et 'unicité de la solution du probleme de
minimisation vérifié par les coefficients de la CIOE.

3.4.3 Inversibilité des matrices M
3.4.3.1 Inversibilité de la matrice Mg

Proposition 3.30. La matrice Mcyo1 associée a la CI01 est inversible, si et seulement
sl existe au moins deux couples (ky, k) différents parmis les Ny considérés.

Démonstration. Soit t le vecteur de Rf’“ tel que t(;_1)n,+i = k2, + kjj et 1 le vecteur
de R™ dont tous les éléments sont 1. On a

Ny
N - 1
> (L1 —(L1)
MCIOI =2 Ny, Ny, =2 ¢ .
=Dt Db
i=1 i=1
Pour prouver son inversibilité, on exprime son déterminant

=4((1,1) (t,1) = (£,1)%) .

Donc d’apreés Cauchy—Schwarz (voir DLMF 2019, eq. 1.7.1)), le terme de droite est
non-nul pour tout ¢ non colinéaire au vecteur dont toutes les composantes valent 1,
c’est-a-dire n’importe quel vecteur ayant au moins deux composantes différentes. [

3.4.3.2 Inversibilité de la matrice Mgy
Proposition 3.31. La matrice M4 associée a la C1j est inversible, si et seulement
s’il existe au moins deux couples (ky, k,) différents parmis les Ny, considérés.

Démonstration. En reprenant la définition des vecteurs de Rfk t et 1 introduits
ci-avant, on a

MCI4 = | <t7 1> <t7 t> 0
Donc immédiatement

det(Mcpa) = 2(t,1) ((1,1) (t,1) = (,1)%).

On conclut ici aussi grace a Cauchy—Schwarz. O
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Chapitre 3. Calcul des coefficients pour un plan infini

3.4.3.3 Inversibilité de la matrice Mg,

Nous renvoyons aux définitions des vecteurs de Rf’“ t et 1 introduits ci-avant.
Soient s le vecteur de C™* tel que s; = <I, Z(k:x, k:y)i>F et z le vecteur de RV tel que

Zi = HZ(kZ;m ky)z

- On a l'expression suivante de Moy
_2<171> —2 <t71> <t75> |

Ng
—2(t, 1) 2(t,t)y =D tIs;
=1

Mcn =
Ny, N,
<t7§> _thz‘?i thzzzQ
L i=1 i=1 i

Alors

det(Mcp) = <t2, 22> det(Mgyo1) + 4 (t, 1) Re <<t2, s> <t2,§>)
= 2[t17 | (&, ) [* = 2Ni| (2, 5) .

Supposons t et 1 colinéaires, ce qui revient a ne prendre qu'un seul couple £, k,.
Alors la deuxieme colonne est multiple de la premiere. Donc son déterminant est nul.
L’introduction de Z., dans M ne permet plus d’exprimer simplement le déterminant
de cette derniere.

Nous 'avons vérifié numériquement et pour nos empilements, nous n’avons jamais
constaté que ce déterminant s’annulait.

3.4.3.4 Inversibilité de la matrice M3

Cette CIOE complexifie les expressions.
Nous renvoyons aux définitions des vecteurs de Rf’“ t et 1 introduits ci-avant. Soient
sp, Sg les vecteurs de CV* et I, I les vecteurs de Rf’“ tels que

Spi = <LD(1€$7 ky)i7 Z<k1‘a ky)Z>F )
SRi = <LR(kx7 ky)i7 Z(kxa ky)z>F s
lDz' - HLD(kma ky)z 7 (kac; ky)z 7o
i = [Tk, by )i 2k By )i
On a l'expression suivante de M3
2<171> _<t71> _<t71> _<17SD> <17SR>
- <t’ 1> <t7 t> 0 <t7 SD> 0
MCIS - - <t7 1> 0 <t7 t> 0 - <t7 SR>
- <177D> <t75> 0 <lD7 ZD> 0
<177R> 0 - <t7ﬁ> 0 <lR7 ZR>

Nous n’exprimons pas le déterminant dont nous n’avons pas de simplification.
Tout comme pour la CI1, nous avons vérifié numériquement sur un certain nombre
d’empilements et d’incidences qu’il ne s’annule pas.
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3.4. Choix 1 des coefficients de la CI3

3.4.4 Calcul des coefficients des CIOE par moindres carrés
Définition 3.32. On définit la fonction Jy
T2(X) = ||AcrX — g||*.

3.4.4.1 Minimisation sans contraintes

Définition 3.33. Soit X* € CV wune solution du probléme suivant dit sans CSU,
c’est-a-dire
Trouver X € CV tel que

X = argminJz(X).
XecN

Proposition 3.34. Si AL Ay est inversible, alors
X" = (ALAcr) ' (AL).
Démonstration.

J7(X) = |AciX —g|°,
= (AciX —g,AciX —g),

le produit scalaire est hermitien donc

= (Aci X, AciX) — (Aci X, 9) — (9, Aci X) + (9, 9),
= <X7 AtC[ACIX> - <X7 AE"19> - <AtCIgvX> + <gag> )

Si la matrice AL;Acr est inversible, comme elle est par définition hermitienne et
positive, alors la fonction J; est quadratique. Il existe donc un unique minimum ou
le gradient de cette fonction s’annule. Or

=0.

Donc si I’hypothese de la propriété est vérifiée, on déduit X*. O

3.4.4.2 Minimisation avec contraintes

Définition 3.35 (Minimisation avec contraintes pour la CI3).
Soit CSUgy; le sous-espace de C° issu de la définition |2.81. Alors les coefficients de
la CIOF respectant cette CSU sont solutions du probleme suivant
Trouver X* € C® tel que

Jz(X*) = min Jz(X).

#(X7) XeCSUd,, 2(X)

Si la fonction Jyz est quadratique et continue, alors il y a existence de ce minimum
X, et pour certaines CIOE (CI0, CI01, CI4), nous avons démontré I'inversibilité des
matrices My donc le caractére quadratique.
L’unicité dépend en plus de la convexité de 'espace des contraintes, ce qui est vérifié
pour les CIOE (CI0, CIO01, CI4).
Nous n’avons pas trouvés numériquement de cas ou les autres CIOE ( CI1, CI3 ) ne
permettaient pas de vérifier I'existence et 1'unicité de ce minimum X™.
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3.4.5 Résultats numériques sans contraintes

Sans contraintes, on résout le systéme linéaire HX = b.
Dans STUPFEL 2015 sont introduites les CIOE

— CI01
— L\ =
Et = <a01_+ CL12> J,
kg
— CIn ’ ,
— —
(I + b2) Et = (CL()I + a12> J
ko ko

L’opérateur L est le laplacien tangentiel A, appliqué a chaque composante. Le
multiplicateur de Fourier associé est la matrice.

. k2 + k2 0
= — T Y
L [ 0 k§+k§]'

La matrice L est multiple de l'identité donc la matrice Z¢ associée & ces CIOE
n’approchera pas bien la matrice Z.,. La figure présente donc quelques résultats,
ou ’on voit bien la limite de ces CIOE par rapport a la CI3 et il en est de méme
pour les coefficients de réflexion visible a la figure [3.4]

Polarisation TM Polarisation TE
025 T T T T 025 T T T T
—&— Exact
—— CI0
= e ~aaess == CIo1
=02 0.2 i CI1
= —— CI3
N
M
o
0.15 0.15| -
| | | | | | | |
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
kx/kO k:ac/kO

FIGURE 3.3 — Module des coefficients diagonaux de Z pour e = 1 — L,pu=1d=
0.05m, f = 0.2GHz
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3.4. Choix 1 des coefficients de la CI3

CI0

a0

3.178E-03 +2.127E-011i

CI1

a0
al

| (K, 0)|

0.4

8.611E-03 +2.067E-011i
6.096E-03 +2.543E-011
1.208E+00 +2.060E-05i

TABLE 3.1 — Coefficients associés a la figure

Polarisation TM

0 20 40 60 80

sin(k, /ko) ™" (deg)

0.85

CI01
a0l 3.243E-03 +2.126E-011i
al -5.161E-02 +5.639E-02i
CI3
a0 3.179E-03 +2.127E-011i
al -1.047E-01 +1.079E-01i
a2 -2.731E-05 -6.113E-04i
bl -1.493E-02 +3.544E-04i
b2 -1.782E-02 +3.980E-04i
Polarisation TE
—&— Exact
—— CIO0
—— CIO1
CI1
—— CI3

0

20

40 60 80
sin(k, /ko) ™" (deg)

F1GURE 3.4 — Module des coefficients diagonaux de R pour e =1 —14,u=1,d =
0.05m, f = 0.2GHz

La figure [3.5 permet de vérifier les résultats de HOPPE et al. [1995] p. 33 pour une

couche de matériau sans perte ou il n’y a pas de k, réel tel que k3d = — + nm donc

pas d’asymptote. La condition d’impédance d’ordre élevé est bien meilleure que la
condition de Leontovich.

CI0

a0

0.000E+00 +3.636E-011

CI3
a0 1.072E-19 +3.636E-011i
al 6.036E-20 +9.087E-02i
a2 -4.660E-18 -2.397E-031
bl -3.989E-02 -1.596E-19i1
b2 -4.676E-02 +1.438E-171

TABLE 3.2 — Coefficients associés a la figure
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Polarisation TM Polarisation TE
T T T T T T
0 —= Exact

135 —— CI0

= —— CI3

5 —90 130

=

S
125

2 100

120

kx/ko ka:/kO

FIGURE 3.5 —e=4,u=1,d = 0.015m, f = 1GHz

La figure permet de vérifier les résultats de SOUDAIS 2017, p. 11 pour une couche
de matériaux sans perte ou ’on remarque une asymptote. Si 'on n’impose pas de
contrainte, la CI3 capture cette asymptote grace a son dénominateur et approche
bien 'opérateur de Calderdn.

Polarisation TM Polarisation TE
10 \ \ 10 \ \
— FExact
5+ . 51 e CIO0
= —— CI3
<&
(5 0 0 8
£
_5l | 5| |
_10 | | | _10 | | |
0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5
kx/k‘o kx/ko

FIGURE 3.6 — Partie imaginaire des coefficients diagonaux de 7 pour € = 4, =
1,d = 0.035m, f = 12GHz
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CI0 CI3

a0  0.000E+00 -2.604E+001i a0 4.232E-19 -2.645E+001
al 9.844E-19 -6.057E-01i
a2 -1.318E-18 +1.960E-01i
bl 1.226E+00 -2.118E-181
b2 1.226E+00 +1.150E-18i

TABLE 3.3 — Coefficients associés a la figure

La figure 3.7 montre la limite de la CI3 pour capturer trois asymptotes. Pour cela, il

faudrait utiliser une CI d’ordre au moins 6 sur I'opérateur agissant sur Et. La CI3
n’est donc une bonne CIOE que si le nombre d’asymptotes est inférieur a 1, ce que
I'on peut calculer connaissant I’empilement (voir proposition .

Si la matrice d’impédance exacte possede plusieurs asymptotes, il faut autant de
poles a la CIOE pour étre une bonne approximation.

L’expression d’une CIOE vérifiant ce critere est la [CI7]

(3.4.1)

) ) foei

Polarisation TM

—&— Exact

—— CIO

—— CI3
—— CI7

kx/k() kx/k()

FIGURE 3.7 — Partie imaginaire des coefficients diagonaux de Z pour € = 4, =
1,d=0.2m, f = 1GHz

3.4.6 Probleme de la singularité de ’impédance dans le cadre
du plan infini pour une couche de matériau sans perte

Dans la these de AUBAKIROV 2014, les constantes de la couche de matériau € =
4, 0=1,f =12 GHz, et d = 3.5 mm.
Il existe un s, tel que Zex(kosz, 0.) = oo si e € R. En effet, d’apres la formule pour
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[C10) CI7

a0  0.000E+00 -8.54BE-01i a0 -1.239E-17 -8.808E-01i
bl -6.128E-17 -6.811E-01i

[C13] b2 -4.416E-17 -1.093E-01i

a0 4 .199E-20 -7.966E-011i b3 -7.712E-18 +3.244E-03i
al  2.144E-19 -4.462E-01i ¢l -5.901E-17 -2.921E-011
bl  6.473E-01 +4.985E-19i c3 ~-8.598E-18 +7.465E-021
b2  3.825E-01 +6.861E-20i dl 2.669E+00 +3.486E-171
d2  1.372E+00 +9.070E-18i

d3  1.937E-01 -7.261E-19i

el  2.669E+00 +2.264E-17i

el  2.669E+00 +2.264E-17i

e3  1.936E-01 +2.628E-18i

TABLE 3.4 — Coefficients associés a la figure

une couche de matériaux de la définition

(3.4.2) Zew(kip, 0.) = Zk\/k;g—ikz tan(y/k? — k2d) (K*1 — Ly .

Ainsi, il est facile de voir que I'on a une asymptote a cause de la tangente, et donc
pour cet empilement

549 e (2)

Le probleme est donc que si nous balayons en incidence et que 'on passe par ce
point, alors la matrice Z n’est pas définie en ce point. Or comme le gradient de la
fonction est fonction de cette matrice, le gradient n’est pas défini pour tout X.

Si I'on utilise une méthode basée sur le gradient de type Newton, ce que nous avons
fait, on comprend pourquoi la méthode numérique échoue a calculer des coefficients.

3.4.6.1 Réduction du nombre de variables de la minimisation

On décompose alors nos matrices et vecteurs en séparant les parties contentant cette
asymptote.
On suppose donc qu’il existe Hy, oo, Xoo, tels que

H=H.+H,,
b= by + by,
X=X+ X,

Ces matrices et vecteurs sont reliés par les relations

(3.4.4) Hoo Xoo = beo,
(3.4.5) H, X, =0.
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Il faut voir cette décomposition comme deux parties, ou I'une est nulle quasiment
partout sauf pour le s, problématique, et I’autre est définie normalement sauf aux
termes correspondant au s, ou elle est nulle.

Schématiquement, on définit 7, I'indice d’une ligne telle que b(Z)iz = 00,

H = Hoo + Hra
Hy, - Hy, 0o ... 0 H,, - H.y,
Hi.1n - Hioing o - 0 Hi1q - Hiing,
Hi, - Hin, | = |[Hin - Hine | + U 0
Hiitin - Hiqine, o - 0 Hin - Hijine
_H4Ni71 T H4NiaNCI J L 0 T 0 J _H4Ni,1 T H4Ni7NCI i

Dans les faits, H,, a 4 lignes non nulles et H, en a autant de nulles aux mémes
endroits.
On développe donc la fonction suivant cette décomposition :

argmin |[HX — b||* = argmin ||(Hy + H,) (Xoo + X.) — boo — b, ||
X Xr

On utilise la relation entre Ho X et b

= argmin |[Ho X, + H, X + H, X, — b,||*.
Xr

Enfin par définition de H,, et X, leur produit est nul
= argmin ||H, (X, + X)) — b°.
Xr

On voit alors que I'on peut résoudre le probleme si ’'on minimise uniquement sur X,

les autres étant fixés, et si I'on enleve du systeme les lignes ot I'impédance n’est pas
définie.

3.4.6.2 Application de la réduction a la CI3

On rappelle I'expression de la CI3
N ~ ~ —1 ~ ~
Ziap(ka, 0) = (T+ byLp (kz, 0) = boLi (ks 0)) (a0l + a1Lp (kz, 0) — azLg (kz, 0))

Une condition nécessaire et suffisante pour que Zap ait une asymptote est que la
matrice de gauche ne soit pas inversible en s,.

La matrice H,, est donc nulle partout sauf en 8 termes, placés sur les deux dernieres
colonnes et les 4 lignes correspondantes a (k,, k) = (kos.,0).

Connaissant les expressions des matrices Lp, Ly introduites dans la partie précédente
alors on déduit que

0 Qg

0 ax

Xoo = 0 y Xr = a2
(koSz)72 0
(k’osz)iQ 0
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3.4.7 Choix de la méthode numérique pour résoudre la mi-
nimisation sous contraintes

Des méthodes basées sur le gradient sont adaptées, car la fonction est dérivable
pour tout X et les contraintes se comportent comme des polyndémes dépendant
uniquement des composantes de X. Nous avons donc fait le choix de la méthode
lsequential quadratic programming (SQP)| pour les raisons suivantes :

— elle est éprouvée depuis KRAFT [1988| et des sources Fortran a jour sont
disponibles a https://github.com/jacobwilliams/slsqp, ce qui est capital
pour l'intégrer dans un code industriel ;

— elle est rapide, nous avons observé que cette méthode convergeait en quelques
dizaines d’itérations au plus;

— elle accepte des contraintes non linéaires, donc elle est adaptée a nos CSU.

3.4.8 Résultats numériques avec contraintes

La figure montre un empilement ou les coefficients déterminés sans contraintes
ne vérifient pas la CSU%y, de la définition et ol on peut observer une différence
entre I'opérateur de Calderdn et son approximation avec les coefficients calculés en
vérifiant cette CSU.

Polarisation TM Polarisation TE
T T T T T T
—= Exact
0.3} - —— CI0
= | 0210] ||+ C18
- 025 [ Cl3csu
=
N
0.2 "= i
0.205 - A
0'15 L | | B | | |
0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5
kx/ko kx/kO

F1GURE 3.8 — Module des coefficients diagonaux de Z pour € = 1—14, =1, d = Hcm,
f = 200MHz.
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CI0

a0l
CI3
a0 3.180E-03 +2.126E-01i
al -1.047E-01 +1.079E-01i
a2 -5.762E-05 -5.770E-04i
bl -1.480E-02 +3.522E-04i
b2 -1.765E-02 +5.529E-041

3.178E-03 +2.127E-011i

ICI3 avec CSU|
a0 3.351E-03 +2.118E-011i
al -1.011E-01 +1.068E-011i
a2 -2.946E-04 +3.085E-03i
b1l 4 . 373E-08 +4.108E-081i
b2 2.419E-03 +4.678E-041i

TABLE 3.5 — Coefficients associés a la figure

La figure montre 'effet des matériaux sans perte sur la minimisation. Nous
complétons la figure [3.6] ot nous avions déja observé la précision de la CI3, dont
les coefficients étaient alors calculés sans contraintes. L’on observe bien que si 'on
n’adapte pas la minimisation pour le cas de ce matériau sans perte en fixant les
coefficients by et by (CIBESU sur le graphe), la matrice d’impédance approchée n’est
pas du tout une bonne approximation de I'opérateur de Calderon.

Polarisation TM

10

—10
0

Polarisation TE

—& Exact

—— CI0

—— CI3
CI3csu

Oy

0.5

1

1.5

10 T T
5 - |
=
<&
§ 0
H
—5HL N
_10 | | |
0 0.5 1 1.5
ko /Ko

km/ko

FIGURE 3.9 — Partie imaginaire des coefficients diagonaux de Z pour ¢ = 4, =

1,d = 0.035m, f = 12GHz
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CI0 CI3
a0  0.000E+00 -2.604E+001i a0 4.232E-19 -2.645E+001

al 9.844E-19 -6.057E-01i
a2 -1.318E-18 +1.960E-01i
bl 1.226E+00 -2.118E-181
b2 1.226E+00 +1.150E-18i1

ICI3 avec CSU| ICI3* avec CSU|
a0 0.000E+00 -5.197E+00i a0  0.000E+00 -2.638E+00i
al 0.000E+00 -2.345E+00i al 0.000E+00 -5.154E-01i
a2 0.000E+00 -2.811E+00i a2  0.000E+00 +1.816E-01i
bl -2.602E-01 +0.000E+001i bl 1.226E+00 +0.000E+001
b2 -1.991E-01 +0.000E+001 b2  1.226E+00 +0.000E+001i

TABLE 3.6 — Coefficients associés a la figure

3.5 Choix des coefficients de la CI3 par moindres

carrés sur les coefficients de la série de Fourier
Soient M 4 et Mp les fonctions introduites a la définition et R la fonction définie
en B.I00

Définition 3.36. On définit les fonctions Rex,RC[g de R x Rx — My (C) telles
que

Rex(kxa ky) = R(k:xv kya Zex(kxv ky))a
Rers(ke, ky) = Rike, by, Zors (ke ky)).-

0t Zew, Zicrs sont des fonctions définies d la pmposz’tion et a l’équation (3.3.1]).

3.5.1 Expression de la fonction Jp

On utilise les fonctions N g, Ny introduites a la définition et LAD, LAR définies a
[3.2TH3.23]

Définition 3.37. On définit Ay, A1, Az, Ay, By, By les fonctions de RxRx Ms(C) —
My (C) telles que

=~

(kzs ky, R) = Ng(ky, ky, 07, R),

(ku, ky, R) = L (ka, k) )Ng(k,, ky, 07, R),
Ay(ky, ky, R) = —Lg (ky, k,)Ng(ky, ky, 07, R),

(ku, Ky, R) = Lip (ka, by )N (kg ky, 07, R,

(ku, ky,R) = =L (ka, k) )Ny (ky, ky, 07, R).
On définit fICB la fonction de R x R x M3(C) — Myy5(C) telle que

1:1013(/%, ky,R) =
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AO(ka kyu R)ll Al(kwu kyu R)ll A2<kx7 ky; R)ll Bl(kx7 ky> R)ll BQ(kxy ky7 R)ll
AO(ka kya R)12 Al(kxa ky7 R)12 A2<kw7 kya R)12 Bl(k:m ky> R)l? BQ(k:m ky7 R)12
Ao(kz by, R)or Aq(ka, ky, R)a1 Ag(ky, by, R)ar Bi(kg, by, R)ar Ba(ky, by, R)oy
AO(kxakyaR)ZQ Al(kzakyaR)22 AZ(kkava‘)QQ Bl(km7ky7R’)22 BZ(kxakyaR)QQ
On définit b la fonction de R x R x My(C) — C* tel que

NH(km7 ky7 0+7 R)ll

» — NH(km/fy,OJr,R)lz

b(kx’ kya R) T NH(kma ky7 O+a R)Ql

NH(kxa ky7 0+a R)22

Proposition 3.38. Soit X = (ag, a1, az, b1, b2), (ky, ky) fixé et R.. la matrice définie
en|3.56, alors

argmin ’f{ma(km by X) = Rea (ks ky)H B
XeCs
argmin I:[C[g(km7 ky’ ﬁem<k$7 ky))X — Z(kwa ky7 Re:p(kxy ky))” .
XeCd

Démonstration. C’est la méme méthodologie que pour 'impédance. On rappelle de
la section précédente

A A A -1
Zrs(kay ky) = (T+ biLp (ke, ky) — bl (k. k)
(aol + a1 Lp (ks ) — a2l (ki k) -

On pose Zp (ky, ky) = T+b L (ks ky) —boLig (ka, ky) €t Ziy (K, ky) = aol+aLip (ky, ky ) —
asLg (ks k) donc

argmin f{,c_[3(kx, ky, X) — f{w(ij, ky)H
XeC5
= argmin _MB(kcvy kya 0+7 ZCIS)_lMA(kara kya 0+7 ZCIS) - Rem(kxy k:y) )
XeC5
- argmiﬂ _MB(kzm ky7 0+7 2013)_1 (MA(kzm ky7 0+) 2013) + MB(k.r) ky’ 0+7 ZCI3>R6$(k$7 ky)) ’
XecC5
= argmin | M (kz, ky, 0, Zss) + Mp (ko by, 07, Zors)Rea (b, by )|

XeCd

D’apres la définition [3.9) des fonctions M4, Mp,

= argmin
XeC?

’(JE<I§$7 kya O+) - 2013(k$7 ky)JH(kata ky7 0+))
+ (Hp(ky, by, 07) = Zers (ko by Hp (ko by, 07)) Rew(ka, k)|
D’apres la définition de 2013,

= argmin
XeCs

Zp (ks )™ (Zip (K, by T (b, Ky, ) = Zoy (i, by ) 1 (ks ey, 0F))

t+ Zip(ka, biy) ™ (Zp ke, by H (ko iy, 0F) = Zy (ko by ) H g (ko by, 01)) Rea (b, By)|

)
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= argmin ‘
XeCs

(Zp (ko )T (o, by, 0F) = Ziy (ki Koy T s (K, By, 0F))
+ (Zp (ke by Hp (kg by, 0F) = Zin (b, by ) gy (ks by, 0F)) R (i, )|
D’apres la définition des fonctions Ng, Ny,

= axgmin |Zy (ky, ky)Np (e, by, 0%, Rea (b, ky)) + Zip (ke by N (ko by, OF, Rea (b, by )|

XeCd
et on conclut d’apres la définition des fonctions Zp, Z . O

Définition 3.39. On définit 1&013 la matrice de My, n,. x5(C) telle que

A

HCIB(nla k.1, Rem(nlv kzl))

Aoz = :E[C[g(ni, kzj, ]-:A{ex(nia kzj))

_HCI3<nNn7 kZNkZ ) ﬁem(”Nnu kZNkZ ))_

Np,

On définit g le vecteur colonne C*V telle que

- ~

b(nh kle, Rem(nla kzl))

@2
I

Z(?’Li, k’zj, Rex (ni> ij))

~
A

_b(TLNn, kszZ ) Rex (nNn7 kszz ))_

On peut alors calculer les coefficients de la CI3
Définition 3.40. On introduit la fonction

Jr: C° =R
AoX —§

X —

Définition 3.41 (Minimisation sans contraintes pour la CI3). Les coefficients de la
CIOFE sont solutions du probléme
Trouwver X* € C° tel que

X" = argminJgr(X).
XeCs

~1 ~

Proposition 3.42. Si A ;3Acrs est inversible, alors

~T ~ ~7
X* = (AcsAcn) Ayl
Démonstration. Méme méthode que pour la proposition sur 'impédance. [

Nous n’avons pas réussi a démontrer que cette matrice était définie pour tout
empilement et toute incidence, pas méme pour des CIOE plus simples.
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Définition 3.43 (Minimisation avec contraintes pour la CI3). Soit CSULy, le sous-
espace de C° issu de la déﬁm’tz’on alors les coefficients de la CIOFE respectant
les CSU sont solutions du probléme
Trouwver X* € C° tel que
X* = argmin Jg(X).
XeCsud,,

Conclusion

Nous avons proposé une méthode pour calculer des coefficients complexes vérifiant
une des CSU choisie, et qui permettent d’approcher I'opérateur de Calderén dans le
cas d’un objet plan infini en minimisant au sens des moindres carrés la différence
entre les matrices d’impédance exactes et approchées.

Nous avons montré que minimiser ’erreur entre les matrices de réflexion aboutit aux
meémes coefficients de CIOE. Pour cela, nous avons réalisé une analyse spectrale des
équations de Maxwell et montré que la condition d’impédance s’exprime comme un
multiplicateur de Fourier matriciel, tout comme la matrice de réflexion. Grace a cette
analyse spectrale, nous avons aussi exprimé les CIOE comme des multiplicateurs
de Fourier matriciels dont on a déduit la matrice de réflexion associée. Nous avons
alors exprimé le probleme de minimisation sous contraintes et montré que celui-ci a
besoin d’étre réduit dans le cas d’une couche de matériau sans pertes. Nous avons
montré sur cette géométrie que la CIOE choisie, la [CI3] était largement plus précise
que les précédentes et [CTI] Ce gain en précision est tel que I'on peut introduire
des contraintes lors du calcul et avoir une solution finale convenable, relativement a
I'opérateur exact.
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Chapitre 4. Calcul des coefficients pour un cylindre infini

Introduction

L’introduction de courbures dans les CIOE est un atout majeur, car les objets réels
sont rarement plats. Nous considérons ici le cas d'un cylindre infini déja traité par
HoOPPE et al. 1994 en reprenant largement les résultats du plan.

4.1 Expressions exactes des matrices d’impédance
et des matrices de réflexion pour un cylindre
infini

vide

—  epd

On exprime les équations de Maxwell dans le matériau en coordonnées cylindriques
et sans perte de généralité, on effectue une transformée de Fourier en z par invariance
en translation. La solution étant périodique en 0, elle est développable en série de
Fourier sur cette coordonnée.

H
Soit E la transformée de Fourier telle que

- 1 X ) Sy
i(nb+k.2)
H(r,0,z2)= gy > /Re E(r,n,k,)dk,.

n=—oo

Nous rappelons que les coefficients de Fourier k. doivent satisfaire la propriété [2.34
pour assurer I'unicité des solutions et que le champ a bien une transformée de Fourier.

%
La fonction E(r,n,k,) est solution d’'une [EDO|en r que nous allons résoudre pour
chaque parametre n, k..

Définition 4.1. Soit k3 la fonction constante par morceaux en r telle que
ks : Rj_ — C
T/ k% — k2.
Soit J, la fonction de Bessel d’ordre n et H,(f) la fonction de Hankel d’ordre n de 2°
espece.

Proposition 4.2. On suppose que le matériau est homogéne isotrope pour rp,_1 <
r < Ty, donc e(r) = €, u(r) = p, ks(r) = ks.

On suppose qu’il n’existe pas de paramétres k, tels que ks(r) = 0 pour tout rp,,_1 <
A

Alors pour (n,k,) donné, pour tout rp—1 < r < 1y i eziste (¢;(n,k,))i1<i<a €

(C(N x R))* telles que

(r,n, k) = c1(n, k) g, (kar) + ea(n, kZ)Hflz) (ksr),

E,
H.(r,n, k.) = c3(n, ko) Ty (kar) + ca(n, k) HP (ksr) .

78



4.1. Opérateur de Calderén pour un cylindre infini

Pour toute autre couche, ces constantes sont différentes.

Démonstration. Les équations de Maxwell harmoniques dans la couche sont

. . . dE, 1 (d(rE . :
i(”Ez—szg)eiJr(' B - )Zﬁ( (r 9>—mET>a;:—¢knﬁ,
T

r r dr
) ) .d d(rH , .
i (nHz - kz%g) e_; + /L'szr - H 60 + (TH0> - ZTLHT €_>Z = anilﬁ
r dr T dr

On remarque que les 2 premieres composantes de ces deux égalités permettent de
déduire E,., Ey, H,, Ho de E., H..
On couple les 2 équations du systeme de Maxwell :

) . -
2 5\ ~ . .nd(rkp) . dE,
oo E L ZAE6) —
kz> T+ZT2 T + ik, O 0,
d L d (1d(rEp) k. 4
— — k) Ey— — |~ —-n—FE, = 0,
d ( ) Z> " ar (7“ dr ) r
e ( k. - n?\ » 1d [ dE
ZEy— kK- = |FE, — —— z = 0.
r - r? 7“2> rdr <T dr )
De la troisieme égalité, on a
2B, dE, ~ . d(rE,) .
r? 07 + T? + <r2k2 — n2) E, =ik,r O nk,rEy
- 5
OrV-E=0et!lona
5 1d(rE
v.p o LAUE) i kB =
r dr

donc

. d(rE R
K22, = ik.r (:1 Y ko,
T

Si I'on injecte cette cgalité dans la 3° composante du systeme de Maxwell couplé
ci-dessus, on obtient sur £, (et donc aussi sur H. ).

On obtient I'équation différentielle en r vérifiée par E, et H, :
2’ f'(x) + xf' (x) + (x2a2 — n2> f(z) =0.

Si a = k3 est non nul, ¢’est une équation de Bessel (voir BOWMAN [1958| eq (6.80))
sinon une équation d’Euler et nous renvoyons a l'annexe [E]

Si k3 est non nul, il existe donc (c;(n, k), ca(n, k.)) € (C(N x R))? telles que le
champ s’exprime dans la couche

E.(r,n,k.) = c1(n, k)T, (ksr) + ca(n, k) HP (ksr)
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ol J,, est la fonction de Bessel d’ordre n, H'? la fonction de Hankel de deuxiéme espéce
d’ordre n. Il existe d’autres notations pour désigner ces fonctions, voir ABRAMOWITZ
et al. [1964], p. 358. On sait que 'on peut prendre n’importe quel couple de fonctions

de Bessel, voir annexe (F.4)).
De plus, d’aprés ABRAMOWITZ et al. 1964, p. 358 ( DLMF [2019| https://d1lmf .

nist.gov/10.4 ), une fonction solution de 1’équation de Bessel d’ordre n est
linéairement dépendante de la méme fonction d’ordre —n, donc

Vn € N,Vr € RY J,(r) = (—=1)"J_,(r),
s n ry(2
Vn e N,vr e R HO (r) = (-1)"H2)(r).
Donc Ez(r, n, k.) est colinéaire a Ez(r, —n, k). On peut donc se restreindre a n entier
naturel.

On trouve exactement les mémes résultats pour #. dans la couche de matériaux. Il
existe (c3(n, k.), ca(n, k.)) € (C(N, x R))?

Ho(r,n, k) = cs(n, k) Jn (ksr) 4 ca(n, k) HD (ksr) .

]

4.1.1 Expressions des champs tangentiels dans chaque couche

Définition 4.3. On définit les matrices Jg(r,n, k,), Hg(r,n, k,), Jy(r,n, k), Hy(r,n, k.)

ot k(r),n(r) sont constants par morceauz en r

ik(r)n(r) ,

Tu(r,n k) = rk (r ()z‘]("()’“?;( ) kg(r)(j”(%(””} ,

[ nk, 2 (ko () ik(r)n(r) o Py
Hg(r,n, k,) = rkg( )R (ks (r)r) ks(r) Hi (s () )] ;

L HO (ks(r)r) 0

[ . 0 —Jn(k3(r)r)
Tl k) = | bl s Jn(ks(r)r)] |

[ 0 —H® (ks(r)r)
Hy(r,n, k) = | k() ), Sy nk: Py ]

aka(r) O g )

Sur une interface d’équation r = r, entre deux matériaux, il y a donc un saut de
valeurs pour ces matrices : (lsirr(l) Je(ry+6,n,k,) —JIg(r,—d,n,k,) #0.
—

Proposition 4.4. Dans chaque couche v,y < 1 < 1y, il existe (¢;(n,k,))1<i<4
telles que les composantes en 67;, e. des champs : e, , dites composantes
tangentielles par abus de langage, sont

A

(4.1.2a) Et(r,n, k) =Jg(r,n,k,) [ggzz zzﬂ +Hg(r,n, k,) [ZEZ: zjﬂ ;
(4.1.2b) ﬁt(rv n, kz) = JH(Tv n, kz) [EQEZ: ]]zﬂ + HH(T’ s kz) [ZEZ: Z:ﬂ '
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4.1. Opérateur de Calderén pour un cylindre infini

Démonstration. A partir des composantes en er, ep des équations de Maxwell, on

A

peut déterminer Er, E@, H., Ho.

~ mn

) A

- . K( S PN
_; ' __m SUE ik =
ZkZEQ + Zk(r)n(r)Hr - 7: z 2,17(7,) + ? H@ r ;L[A
oA 5 dE; k() A 4 d#H.,
kB, + ik _—— M) g ik, = ,

i + ik (r)n(r)He e n<r)E9 ik, H T

— —

Ce systéme est équivalent a Y = MX ou la matrice M et les champs de vecteurs
- =

X, Y sont définis tels que

in
0 —ik, ik(r)n(r) 1 A ——E
ik, 0 0 ik(r)n(r) L, dEz
k(1) . e Ey =
M= |i—= k X=|= y = | .dr
G I #| in g
k(r) : H ro
i 0 Z% —Zkz 0 ] 0 _de
L dr J

On remarque que M? = (kg — k(r)2> I = —ks3(r)?I et donc que det(M) = ks(r)*.
—

On suppose ce dernier non nul, on peut déduire X :

. [0 —ik, ik(r)n(r) 0 b
L, ik, 0 0 ik(r)n(r)| | dE.
Eg . 1 ]f(?”) . dr
He |~ —ks(r)2 | () (()) ’ e g
Ho LG 0 "
i n(r) ’ _dH.
L dr A

On extrait alors E@, He pour obtenir les champs orthogonaux a e, en tout point
connaissant déja F,, H..

= e (M2 - () 2 )
E. = c1Ju(ks(r)r) + e HO (ks (r)r),
—H. = —c3Jn(ks(r)r) — cs HP (ks(r)r),
o1 ([ k(r)dE.  nk.
He“kg(rv (Zn(r) a H)
ce qui donne
A nk,
QZ—W(clng( r)r) + e HP (ks (r)r))
# B (o (har)r) + cdH ar)r).

E. = c1J,(ks(r)r) + co HP (ks (r)r),
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—H. = — c3Ju(ks(r)r) — ca H (s (r)r),

1y = —i k(r) erJ! (ks(r)r) + co H® (kg (r)r
Ho = — iy (@ uka(r)r) + B (ks (r)r)
- rkzlz;)z (s Tu(ks(r)r) + caHP (ks(r)r)) .

]

Proposition 4.5. Si p(r)e(r) € C\R, alors les matrices Jg(r,n,k,), Ju(r,n, k.)
sont inversibles pour tout couple (n, k).

Démonstration. Par définition des matrices,
det(Jg(r,n, k,)) = —————=
det(Jy(r,n, k.)) = ——————

D’aprés ABRAMOWITZ et al. 1964, p. 370 ( DLMF 2019, https://d1lmf .nist.gov/
10.21#1 ), les zéros des fonctions de Bessel d’ordre réel v > —1 sont tous réels donc
si k3 € C\R alors ces matrices sont inversibles. ]

Pour les matrices Hg(r, n, k.), Hy(r,n,k,), on a

det (Hs(r,m, £.)) = — 2D o) 090y O (1 (1)),

det(Hy(r,n, k,)) = —————2—H® (ks (r)r) H®' (ks (r)r).

Et on ne peut rien conclure, car les zéros peuvent étre complexes ( voir SANDSTROM
et al. 2007 ). On va donc supposer ces déterminants non nuls.

4.1.2 Expression du symbole de I'opérateur de Calderén
pour une couche

Soit 1 = rg + d. On se place dans le matériau donc ro < 7 < rq.

Proposition 4.6. Si on suppose que la matrice
Hy (ry,n, k) — Iu(ry,n, k) Ig(rg, n, k) "Hg(rg,n, k.) est inversible pour tout
(n, k), alors on a

A~

S R et
Et(rl_) n, kz) - Z(n) kz) (Jt<rl_7 n, kz))
ot

Z(n,k.) = (Hg(ry k) He(rd,n, k)™ = Tp(ry k)T p(rg,n, k)7

-1

(HH(Tl_a n, kZ)HE(Ta_7 n, kz>_1 - J'H (T1_7 n, kz>JE(r8_7 n, kz)_1>
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4.1. Opérateur de Calderén pour un cylindre infini

Démonstration. On se place dans le matériau : rop < r < r;. Dans cette couche,
e(r) = e, u(r) = p.

_>
On applique la condition aux limites du conducteur parfait E(rg,n,k,) = 0 dans

(12a). donc

A

c1\n, kz) o 02( )
n, kz)‘| - —HE(T(),TL, kz) [C4(’I’L, kz) :

On peut donc exprimer les composantes tangentielles

JE(T07 n, kz) [

—~

C3

N

Et(7"17n,kz) = (HE(T’1,7’L, kz) - JE(7"1>n>kz)JE(7’o,n, kz)_lHE(Tmn?kz)) [
= —1 CQ(TL, kz)
Jt<7'17n7kz) = (HH(Tlan:kz) - JH(Tlana kz)']E(r0>n> kz) HE(7107n7 kz)) (n k ) .

On calcule le déterminant de cette matrice

det(Hy(r1,n, k) — I (r1,m, k )JE(ro,n k) 'Hg(ro,n, k.)) =
_k?(’T‘)Q (H}lz)(’f‘lkfg)J;L(Tol{Tg) J (7"1]63)]’] (T‘okﬁg))(H 2)/(7‘ k?g)Jn(Tokfg) J/ (le?g)H (7"0]63))

n(r)? T (1o k) Ju(rq k)

H (7’1]{53) - 7‘[7(12)/(7”0]&7,) Hg)/(rlki’)) o Hg) (7”0]{3)
J (7"1]{’3) Jﬁ(?“ok’g) Jé(?"lky,) Jn(TOk‘g) '
Il n’existe pas a notre connaissance de propriétés connues des fonctions de Bessel pour
déduire de ces égalités des conditions sur k, k,,r1,79. On suppose donc simplement
Hy (r1,n, k) — Iy (ri,n, k) I g(ro, n, k) " Hg(ro, n, k) inversible, la matrice Z(n, k)

5 N =
telle que Ey(r1,n,k,) = Z(n, k,)J(r1,n, k) est alors

ou quand

Ce dernier s’annule quand

7 = (HE<7"17n7kz) - JE(Thn, kz)JE(To,n, kz)ilHE(r()ana kz))
(F(r1,m, k) = Jpu(r1,m, k)T (ro, n, k)~ H(ro, m, k) )

-1

Comme on a supposé la matrice Hg(rg, n, k,) inversible, on peut simplifier par cette
matrice d’ou la proposition.
]

4.1.3 Expression de la matrice d’impédance pour plusieurs

couches

p
Soit 7, le rayon de l'interface p, r, = ro + Z d;. On dit que I’'on se trouve dans la
i=1
couche p si rp_y <7 <71

Définition 4.7. On définit les fonctions de [rp—1,7p[XN x R x M3(C) — My(C)

Mj(r,n, k., A) = Jg(r,n, k) — Ady(r,n, k),
Muy(r,n, k., A) =Hg(r,n, k,) — AHy(r,n, k).
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vide

/_\
ENes UNe; Ane

Définition 4.8. On définit la fonction de [rp,—1,r,[xN x R x My(C) — My(C)
R(r,n, k., A) = —Mu(r,n, k., A)""Mj(r,n, k., A).

A vpriori, pour (r,n, k,) donné, R(r,n, k,, A) n’est pas défini pour toute matrice A.
On prolonge ces définitions aux autres couches.

Définition 4.9. On définit T, la fonction de [r,_1,7,[*XN x R x My(C) — My(C)

T,(r,r',n,k,, A) =
(JE(ru n, kZ)MJ (rla n, kz; A>71 - HE<T7 n, kz)MH (T/7 n, ku A)il)

(J'H(T7 n, kZ)MJ(Tlv n, kzv A)_l - H’H(T, n, kZ)MH(Tlv n, k27 A)_l)_l

A priori, pour (r, 7', n, k,) donné, T,(r,r",n, k., A) n’est pas défini pour toute matrice
A.

ENEN . . EN
Proposition 4.10. Soient Ey, H; tels que Ey(r, ,n,k.) = Zy(n, k.)(J(r, ,n, k).
S7 les matrices suivantes sont inversibles

M;(r,, n, ks, Zy(n, k.)), M (r, 0, k2, Zy(n, k),

Jo(r . n k) My () n, ks, Z,(n, k)"t — Hy(rF

p—D p—D

n, k. )Mu(r,,n, k., Zp(n, k)L,

KN . N
alors Ey(ry_y,n, k.) = Tp(ri_y,ry n ke, Zp(n, k) (Jo(rf_y,n, k).
Une condition d’impédance sur le bord supérieur d’une couche détermine la condition

aux limites sur le bord inférieur.

Démonstration. On se situe dans la couche p (r,_1 <7 < r,) et 'on sait qu’il existe
dans cette couche des constantes ¢;(n, k,) telles que les champs vérifient

Je(ry,n, k) [Clgn’ £2)

ool kz)] +Hg(ry,n, k) liigzzﬂ _

Zp(n, k.) <JH(7“p,n, k.) [

)
i
—~~
s
S
N 183
~— —
—_
_|._
X
—~
§ﬁ
S
o~
I
~
1
Q
[\
—~~
s 3
e
IS 83
~— —
| —
N———

Ce qui revient a

&1

MJ(rp,n,kz,Zp(n, k.)) [
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4.1. Opérateur de Calderén pour un cylindre infini

On suppose que les matrices My(r,,n, kz,Zp(n, k.)), Mu(rp,n, kz,Zp(n, k.)) sont
inversibles donc

1
Q
)
—~
S
a5
N

~— —

] = R(rp, n, ks, Zy(n, k2)) [Cl

On injecte ce qui précede en r = r,_4

N
Et(rpfla n, kz) =

’ 7kz
(Hg(rp-1,m, k)R (rp, ks, Zi(n, K2)) + T (11, K2) E;EZ )1 7

A

5

Jt(rp—h n, kz) =
- C1 (na kz)

(Flag(rpr, m, k)R, m, ki, Zip(n, b)) + Tag(rpor,m, K1) ) |

On suppose alors que cette derniére est inversible pour tout (n, k).
On obtient

A~

3
Et(rpfluna kz) =
(JE(Tp—la n, kz) + HE(Tp—la n, kZ)R(Tpv n k2‘7 Z (TL, kz

)
-1
(J2e(rp—1, 1, k2) + Hyg(rp1,m, k)R (1, m, ke, Zi(n, K2))
hat?t(rp_l, n, k).

Comme on a supposé l'inversibilité des deux matrices M ;, My alors on peut factoriser
a droite le numérateur et le dénominateur et on a la propriété. O

Proposition 4.11. Soient Et, ?—[t tels que Et(
S7 les matrices suivantes sont inversibles

n,k,) = Zp 1(n, k )(Jt( n, k).

pl? pl’

My (rt ,n, ks, 21 (n, k2)), Mu(rf 1,1, k., Zp1 (0, k2)),

Tp—1 Tp—1

Hy(r),n, k) Mu () n, ke, Zyoi(n, k)™ = Jae(ry  n, k)M (ry n ke, Zypy(ny k) 7

P 1 p 1
i) —

P p 11 ks, Zp 1(n, k. ))(Jt(rp ;n, k).

Une condition d’impédance sur le bord inférieur d’une couche détermine la condition

auz limites sur le bord supérieur.

EN
alors Ey(r, ,n,k.) = Ty(r,

Démonstration. Méme méthodologie que pour la proposition [£.10] O

5 5
Proposition 4.12. Soient E;, H; tels que
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Chapitre 4. Calcul des coefficients pour un cylindre infini

S7 les matrices suivantes sont inversibles

MJ<T};7 n? k27 Zp(n7 kz))7 MJ(rgfh n7 kz; prl(nu kZ))?
MH<T;7n)kZ7Zp(n7 kz))v MH(T;;DTL, k27zp—1(n7 Z))7
J’H(Tp7 7k )MJ( p 1,1, kzazp l(n k )) _HH( y 1, k )MH( p 1 kZ7ZP—1<n7 kz))_la

Jo(ry 1,y k) My (), m, ko Zop(ny k)™ — Hyg(r

Tp—1
alors
Z,1(n, k) = T,(rt n, k., Z,(n, k.)),

p—1 p’
Z,(n, k) = T,(r; n, ko, Zp1(n, k).

p’pl?

On peut donc déterminer itérativement les matrices d’impédance. Dans notre

cadre d’étude, la présence d'un conducteur parfait sur 'interface r = rj implique

Zo<n, kz) =0.

4.1.4 Expression des coefficients de la série de Fourier
On se place a l'interface p donc rp1 <1 < 7rpyq.
Définition 4.13. On définit les fonctions de R x N x R x My(C) — M,(C)

NE(T7 n, kz; A) = JE(Tu n, kz) + HE<T7 n, kz)-A?
Ny(r,n, k,, A) =Jy(r,n, k) + Hy(r,n, k) A.

Définition 4.14.
On définit T, la fonction de [rp—1,7p] X [rp, 7pi1] X N X R x Ms(C) — My (C)

To(r,r ik, A) =
- (NE(r/a n, kza A>_1HE(T7 n, kz) - N'H(T/7 n, kza A)_lH'H<T7 n, kz))_l
(Ng(,n ke, A) T p(r,m, k) = Nag(r',n, by A) " Jgg(rm, b))

A priori, pour 7,7, n, k, donné, X,(r,r’',n, k,, A) n’est pas défini pour toute matrice
A.

Proposition 4.15.
On suppose qu’il existe R,11(n, k,) telle que

Et< o ks) = Np(rt,m, ke, Ryer (1, £2)) Coa (m, ),

—

Jt( . k.) = Ny (rFn, ke, Rypra (n, k) (0, K2).
S7 les matrices suivantes sont inversibles

NE( y Ty kzaRp-i-l(n k )) NH(r;,n, kzaf{p—&-l(na kz))y

Ng(r,),n, ko Rpir(n, k ))_IHE(rp_,n,k: ) = Ny(r),n ke, Rpii(n, k)™ 1HH( k),

alors

Et( k) = Ny, by Ty (7 1, Ky Ry (n, 52))) G, K2,

P’ P7

iy mk) = Noglrs ons ks S ke Ry (k) G, ).

p’ p’
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4.1. Opérateur de Calderén pour un cylindre infini

Démonstration. De part et d’autre de r =1, on a

Et( k) = Np(r o n, ke, Ry (n )55 (0, k),

—
Et( p ) s kz) = JE( ) T, k )C (n k ) + HE(T;ana kz)02 (n’ kz)v

N +
Jt( k) = Nyg(ri m, by Ry 1 (1, £2))Cy (n, K2,

Jt(p,n,k:) Tl k) Cy (n, k) + Hg(r n, b)) Cly (n, k).

Il y a continuité des champs au travers de I'interface donc

== - —+
JE(T;,TL, k.)C, (n,k,) + HE(T';,TL, k.)Cy (n,k,) = NE( n, kZ,RpH(n k))C, (n, k),
—+

T k) Cy (n, ) + Hyg(r m, 52)Cy (n, ke) = Nog(rt,m, e, Ry (n, 52))Cy (n, k),

donc si on suppose les matrices N, Ny inversibles

R — —
Nt m, ke Ryer (1, 52)) ) (JE(rp,n, k)Cy (n, k2) + Hp(r; n, k.)Cy (n, kz)) _
N — —
N (it ke, Ry (1, £2)) (J%( 1, E)Cy (n, k) + Hyg(r n, k) Cy (n, kz)).
On regroupe les termes pour obtenir une relation entre les deux vecteurs,

(Ng(ryn, ke, Rpa (n, k) T (ry m, k)
N 1k, Ry (n,2)) (1 m,k2)) Cy (k) =
— (Ng(r),n, k:z,RpH( k) "He(r, 0, k.)

-
On suppose l'inversibilité de la matrice devant C, (n, k), et alors

=

C’2 (n7 kz) = (Zp(r

p7 P’

-
n, k., Rpi1(n, k.))C, (n, k).

Proposition 4.16.
On suppose qu’il existe R,(n, k) telle que

Eu(ry,n, k) = Np(ry,m, ke, Ry (n, £2))Cy(n, k),
Jo(ryn, k) = Nag(ry e, Ry (n, ) Co(n, ).
St les matrices suivantes sont inversibles

Ng(r, ,n k., Ry(n, k.)), Ny(ry n, k., Ry(n, k),
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Chapitre 4. Calcul des coefficients pour un cylindre infini

Ng(r,,n, k., Ry(n, k) " Hg(r}, n, k) — Ny(r, ,n, k., R, (n, k ) T Hy(r) n k),

alors
—
Et( ,n, k) = Ng(rf,n k., T,(r) ), n, ko, Ry (1, k2)))Cpin (0, k),
~ —
Et( i, k) = Ny () n, ke, Ty ry n ke Ry(n, k) ) Cpia (1, K.
Démonstration. Méme méthodologie que pour la proposition [4.15] O

Proposition 4.17.
On suppose qu’il existe Ry(n, k,) et Ry11(n, k) telles que

(7 nks) = Np(ry ke, Ry (n, £2))Co(n, ),
T r o ks) = Nyg(rs m, ke, Ry (n, §2))Cp(n, B2,
Ey(rf,n k) = Ng(rf n, ks, Ry (n, b)) Cppa (n, k),
Tulr m k) = Nog(r ok, Ry (n, £.))Con (n, ).

S7 les matrices suivantes sont inversibles

Ng(r, ,n, k., Ry(n, k.)), Ny (7,
NE( ok, Ryra(ns k2)), N ( ; n, ka p+1(n> k),

NE(T;,n,kz,Rp(n,k )) 1HE( , 1, k ) N;L[( ,n kz,R ( k ))71HH(T+
NE(T;,’II, kzpr—I—l(na kz)) 1HE< y T k ) N’H( TV k27Rp+1( k ))_IH’H(T;7TL7 kz)a

alors

Ry, 1(n, k) =T,(rf, o n k., Ry(n, k),

p>Tps
f{p(n, k) =%,(r, n, k:Z,RpH(n k.)).

p’ P’

On peut donc déterminer itérativement les matrices de réflexion. Dans notre cadre
d’étude, la présence d’un conducteur parfait sur U'interface = 4 implique Ry (n, k.) =
—Hp(rd,n, k) Tpird,n, k).

4.1.5 Applications numériques

On pose (ky, ky) = (kos,0) pour le plan. On compare I'impédance du plan Z(ky, 0)
a 'impédance du cylindre Z(n, 0) quand n est de l'ordre de kgrys pour de faibles
courbures. On reprend la notation de HOPPE et al. |1995] p. 62 qui définit k;, = n/rq.
Pour une couche de matériaux sans pertes, la matrice 7 est imaginaire pure, donc
les parties réelles ne sont pas tracées.

La figure permet de vérifier les résultats de HOPPE et al. 1995, p. 62 (voir Figure

H2).

On voit donc que 'impédance du cylindre tend vers celle du plan quand r augmente.
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4.2. Approximation par une CIOE de l'opérateur de Calderén du cylindre

Polarisation TM Polarisation TE
T T T T

= t. =9 1o = 0.03m

8 * ' o 19 = 0.3m
= 0. 15/ . 0T
N 0.8 ---r9g=3m
Eﬁ ."’w.,.' — plan
§ O.6<.....

2 0.4 ﬁ

0 05 1 15 0 05 1 15
k?t/k‘o; kx/ko kt/k?o; ]f:c/ko

FIGURE 4.1 —e =6, u =1, d = 0.0225m, f = 1GHz

4.2 Approximation par une CIOE de 'opérateur
de Calderén du cylindre

4.2.1 Expression des opérateurs L), Lr en Fourier

Soit C'(0, 7) un cylindre de centre 0, de rayon 7. et d’axe e, et (r, 6, z) les coordonnées
cylindriques d'un point de I'espace.

Soit V = S(C(0,r.))* I'espace des fonctions infiniment dérivables définies sur le
cylindre et de carré intégrable.

Définition 4.18. On définit Lp opérateur de V'
— - = =
LpU(r,0,z) =V Vs -U(r,0, z).

On définit Lp la fonction de N x R — My (R) telle que

LAD(n, kz) _ l(]ﬂi{l;cgc kzZQ/T’c] ‘

z

%
Proposition 4.19. Soit U € V, alors
= . EN
LpU(re,n, k) = Lp(n, k)U(re,n, k).
Démonstration. Par définition de Lp, on a
4)

LpU =V.V.-U.

On utilise les expressions en coordonnées cylindriques des opérateurs différentiels
(voir annexe [C]) :

1

V- ﬁ(r,@,z) = 1%(7@6, z) + aazz

(r.0,2),
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Chapitre 4. Calcul des coefficients pour un cylindre infini

10f of —
90 P (r,0,z)e,.

Or d’apres la définition de la -série z-transformée de Fourier

V—;f(r, 0,2) = ———(r,0, 2)eg + ——

U(r 6, z) 2— Z / rn, ky)em TR AL,

n=—oo
les opérateurs en Fourier sont
=5 = 17 ~ ) N
Vs-Ulr,n, k,) = —Uy(r,n, k,) +ik,U,(r,n, k),
r

mn

= A - 7 —
Vif(rin k) = —f(r,n,k,)eg + ik, f(r,n, k,)e,
r

donc
— 9 k . k R
EDﬁ(T‘,n, k.) = < nQ ch— = Z?z> Ug(r,n, k,) + ( n “ep — k ez) U,(r,n, k).
r r r

Définition 4.20. On définit Lr Uopérateur de V'
— — —
LrU(r,0,2) =V AN (Vs AU)(r,0,2).
On définit Ly la fonction de N x R — My(R) telle que

kz —k.n/r.

Lr(n,k.) = —k.nfr.  (n)re)?

H
Proposition 4.21. Soit U € V, alors

—

= R 5
LrU(re,n, k) = Lr(n, k,)U(re,n, k).
Démonstration. Par définition de Lg, on a
— — —
LrU =V AN (Vs ANU).

On utilise les expressions en coordonnées cylindriques des opérateurs différentiels (
voir annexe |C))

- 1 @U 8U9
VsANU(r,0,z) = 7‘80( r,0,z) — o —(r,6,2),
- af - 10f N
Vs A f(r,0,z) = P —(r,0,z)eyg — 50 —(r,0, 2)e,
donc comme pour 'opérateur Lp,
Vs A ﬁ(r,n, k.) = %Uz(r,n, k.) — ikzﬁg(r,n, k.),

VoA f(rn k) = ik f(r,n, ke — — f(rn, k.)es,
T

donc

o~

Cadtron,b) = (126 = ") Gutrm )+ (<05 4 1522 ),
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4.3. Choix 1 du calcul des coefficients de la CI3

4.2.2 Expression de la matrice d’impédance approchée par
une CI

Tout comme dans le cas du plan infini, on peut donc définir Z; g 'opérateur matriciel
associé a la condition d’'impédance d’ordre élevée. Par exemple,

-1

Lp(n, k.) b Lg(n, @))
— U2

(4.2.1) Zes(n k) = <I+b1 - -
kg kg

Lp(n, k. Lr(n, k.
((loI +a D(kQ ) — Q9 R(]{;2 >> .
0 0

4.3 Choix des coefficients de la CI3 par moindres
carrés sur 'impédance

Dans la section précédente, nous avons exprimé les matrices 7 et la matrice R
en fonction de 'empilement. Nous allons montrer que nous pouvons choisir deux
maniéres de calculer les coefficients de la CIOE CI3 (ce qui s’étend facilement aux
CIOE dérivées de cette derniere).

4.3.1 Choix de la fonction J;

Ce premier choix consiste a minimiser l’erreur entre le le symbole de l'opérateur de
Calderén et le multiplicateur de Fourier matriciel associé a la CIOE.

Définition 4.22. On définit Hers la fonction de N x R x My(C) — Myy5(C) telle
que

I Lp(nk)u —Lr(nk)u —(Ip(n,k)Z) - (Le(nk.)Z)
Hop(n b, Z) = |° Lp(n, k)i —Lr(n, k) —(L:D(n,k:z)Z)w (L:R(n,kz)Z)lg
0 Lp(n k) —Lr(n k) — (Lp(n,k)Z)  (Le(n,k.)Z)
I Lp(n k) —Lr(nk)n —(Uo(n,k)Z)  (Le(nk.)Z)

b(Z) =

Proposition 4.23. Soient X = (ag, a1, as,by,by)", (n,k.) fizé et Zoew Uopérateur
d’tmpédance exact du cylindre. Supposons qu’il existe un unique X minimisant la
distance entre ces deux matrices alors

argmin HZC[:),(TL, k., X)— Zm(n, k.)

XeCs

= argmin Hng(n, k., Zw(n, k)X — b(zex(n, kz))H )

XeCd
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Chapitre 4. Calcul des coefficients pour un cylindre infini

Démonstration. C’est la méme méthodologie que pour le plan. On rappelle que dans
la section précédente, on a introduit

. N R 1
Zers(n, k) = (I + biLp(n, k.) — boLr(n, k‘z)>
(aOI + alLAD(n, k,) — agLAR(n, kz)) )

On pose Zp(n, k., X) = I+ biLp(n, k.) — boLr(n, k) et Zy(n, k., X) = aol +
alLAD(n, k) — agLAR(n, k.) donc argmin Hchg(n, k., X)— Zex(n, k.)

XeC5
= argmin Zp(n, k:Z,X)_IZN(n,/{:Z,X) — Zez(n, k)|,
XeCs
= argmin | Zp(n, k., X) 7' (Zy(n, ke, X) = Zip(n, ke, X) Zew(n, k) )|
XeCb
= argmin ZN(n, k., X)— ZD(n, kZ,X)Zex(n, k),
XeCs
= argmin ZN(n, k., X)— (blLAD(n, k) — bgLAR(n, k:z)) Zm(n, k) — Zex(n, k),
XeCs
= argmin |Heys(n, k., Zew(n, k)X — b(Zw(n, kzz))H )
XeCs

]

Afin de calculer numériquement les coefficients, on tronque la série de Fourier a N,
termes et l'on considere que k. appartient a un domaine discret de taille Ny . Il
existe donc N, Nj,_ couples tels que (n;, kz;) = (n, k.)(j—1)N, +i-

Définition 4.24. On définit Acrs la matrice de M4NnNkzX5((C) telle que

- A

HCI3(”17 kzlv Zew(nly kzl))
Acps = HC]3(ni; kzja Zea:(nia kzj))

A

_HCI3 (nNna kZNkZ7 Zex(nNn7 kszz ))_

Ni.,

On définit g le vecteur colonne de C*r tel que

b(Zex(nla kzl))

g = b(Zex(niv kzj))

D(Zew (s Koy,
On peut alors calculer les coefficients de la CI3.
Définition 4.25. On définit

Jy;: C° =R
X |AcsX —g|*
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4.4. Choix 2 du calcul des coefficients de la CI3

Théoréme 4.26 (Minimisation sans contraintes pour la CI3). Les coefficients de la
CIOF sont solutions du probléeme
Trouwver X* € C° tel que
X" = argminJz(X).
XeCb
Proposition 4.27. Si AL ;Acrs est inversible, alors
X" = (AtCI3ACI3>71At0139-

Démonstration. Méme démonstration que pour le théoreme (3.34} m

Nous n’avons pas réussi a démontrer que cette matrice était définie pour tout
empilement et toute incidence.

Théoréme 4.28 (Minimisation avec contraintes pour la CI3). Soit CSUZy, le sous-
espace de C® issu de la définition alors les coefficients de la CIOE respectant
les CSU sont solutions du probléeme

Trouver X* € C° tel que
X* = argmin Jz(X).
XeCSUL,,

4.4 Choix des coefficients de la CI3 par moindres
carrés sur les coeflicients de la série de Fourier

Soient My et My les fonctions introduites & la définition 4.7/ et R la fonction définie
a la définition [4.8

Définition 4.29. On définit les fonctions Res, Rors de N x R — My (C) telles que
Re:p(ny kz) = ]-:A{(na kza Zez(”; kz))a
RCI?)(”H kz) = R(na kza ZCI3(n7 kz))7

0t Ziew, Zors sont des fonctions définies d la pmposz’tz’on et a l’équation (4.2.1]).
4.4.1 Choix de la fonction Jp

On utilise les fonctions Ng, Ny introduites a la définition [4.13]

Définition 4.30. On définit Ag, A1, Az, Az, By, By les fonctions de NxRx My(C) —
My (C) telles que

n, ka' = LD(n7 kz)NH(T:ana kzaR)a

( )
( )

As(n, k., R) = —Lr(n, k.)Ng(rf, n, k., R),
( )

By(n, k., R) = =Ly (n, k.)Ny(rf, n, k.. R).

On définit ﬁC[g la fonction de N x R x My(C) — Myy5(C) telle que
Heps(n, k., R) =
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Chapitre 4. Calcul des coefficients pour un cylindre infini

Ao(n, k., R) (n, k., R) (n,k.,R) (n,k,,R) (n, k., R)11
AQ(’I’L, kz7R>12 Al(n,kz,R)u Ag(n, kz,R)IQ Bl(n, ]{327R)12 BQ(TL, kz,R)lg
Ao(n, kz,R>21 Al(’rl,kz,R>21 AQ(’I’L, k’z,R)Ql Bl(TL, kz,R)Ql BQ(TL, k’Z,R)Ql
Ao(n, ko, R)oe Ar(n, ko, R Ag(n, k., R)a Bi(n, ko, R)ae Ba(n, ko, R)a

NH(T;‘F) n, k27 R)ll
7 _ NH(T:_7n7kzaR)12
b(n’ kz, R) - NH(TZ_7 n, kz; R)Zl
NH<TZF> n, kza R>22
Proposition 4.31. Soient X = (ag, a1, as, b1, by)" € C°, (n, k) fixé et R.. la matrice

définie en[4.29.
Supposons qu’il existe un unique X qui minimise la distance entre ces deux matrices,
alors

argmin Hf{mg(n, k., X)— f{ex(n, k.)

XeC5

argmin
XeCs

ﬁCI3(n7 k27 ﬁez(n7 kz))X - g(”; kz; Re:v(nu kz))H .

Démonstration. C’est la méme méthodologie que pour I'impédance.

argmin chg(n, k., X)— f{ex(n, k.)
XeCb
= argmiﬂ _MH(TZ_7 n, kza 2013)_1MJ (T:a n, kza 2013) - f{e;t(n) kz) )
XeCb
= argmiﬂ _MH(TJ7 n, k27 2013)71 (MJ (7,,er n, kza 2013) + MH(TJ7 n, kza 2013)1%62:(”7 kz)) )
XeCb
= afgmin MJ (rZr’ n, km ZCI?)) + MH(TZF7 n, kz7 ZCIS)ﬁem<n7 kz) .
XeCh

D’apres la définition [4.7) des fonctions My, Mg,
= argmin H (JE(T;'_, n, k) — Zegs(n, k) Iy (rh n, kz)>
XeCs

+ (HE(T:, n, kz) - ZCIS(”; kz)HH<r:7 n, kz)) ﬁem(”; kz)

D’apres la définition de Zc 3,
= argmin |Zp(n, ke, X) ™' (Zp(n, ke, X)Ip(rf m k) = Ziy(n, by X) I (rFm, k) )
XeC5

+ ZD(nv kza X)_l (ZD(TL, kZ7 X)HE(Tz_v n, kz) - ZN(TL, kz: X)HH(r:a n, kz)) Rex(n7 kz)
= axgmin |[(Zp(n, ko, X)Ip(rd n, k) = Zv(n, ke, X) I (rdm, k) )

XeCb

+ (Zp(n, kza X)HE(T:_> n, kz) - ZN(”? kz; X)HH(’I“Z_, n, kz)) Rex(n7 kz)

9

D’apres la définition des fonctions Ng, Ny,

= argmin HZN(n, k., X)Np(rf,n, k., Rea(n, k) + Zp(n, ko, X)Ng (0, k., Rea(n, k‘z))H
XeCs

et I'on conclut d’apres la définition des fonctions y/ D 7. O
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4.4. Choix 2 du calcul des coefficients de la CI3

On tronque la série de Fourier a [V, termes et on se dote de Ny, k.. Il existe donc
Ny, Ny, couples tels que (n;, k.;) = (n, k.)(j—1)N, +i-

Définition 4.32. On définit 1&013 la matrice de Myn,n,. x5(C) telle que

A

HCIs(m, k.1, Rex(nla k?z1))

Acis = ﬁ013(ni, k‘zj, Rex(nia kzj))

_HCI3(nNn7 kszz ) ﬁem(”NnJ kZNkZ ))

N,

On définit g le vecteur colonne C* tel que

b(nl, kzly f{ew(nla kzl))

5 = g(n“ kzj; Rex(nia kz]))

~
A

_b<nNn7 kszZ ) Rez (nNn7 kszz ))-

On peut alors calculer les coefficients de la CI3 :

Définition 4.33. On définit la fonctionnelle Jr

AC’]3X _5 :

Jr(X) =

Définition 4.34 (Minimisation sans contraintes pour la CI3). Les coefficients de la
CIOF sont solutions du probléme
Trouver X* € C° tel que

X* = argminJg(X).

XeCd

~t ~

Proposition 4.35. Si A, 3Acrs est inversible alors

~t ~ ~1
X* = (AcpAcs) Ao
Démonstration. Méme méthode que pour la proposition sur 'impédance. [J

Nous n’avons pas réussi a démontrer que cette matrice était définie pour tout
empilement et toute incidence.

Définition 4.36 (Minimisation avec contraintes pour la CI3). Soit CSUZy, le sous-
espace de C° issu de la définition[2.31. Alors les coefficients de la CIOE respectant
les CSU sont solutions du probléme

Trowver X* € C° tel que

X* = argmin Jg(X).
XeCsud,,
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Chapitre 4. Calcul des coefficients pour un cylindre infini

4.5 Reésultats numériques

Lors des calculs numériques, les opérateurs différentiels sont divisés par k:g pour
respecter les conventions des codes internes existants.
Ainsi la CI3 s’exprime

ED ER ED /;R
ZT+b——b E, = i J
( + 01 W2 2 k(%) t = (ao +a1—-5 K2 k0>

et donc la matrice d’'impédance associée est

Zers(n, k) = <I+ ZQLD(n k) — ZZL (n, k ))1
<a01+ 2 —Lp(n, k) — kQL r(n, k ))

Il est évident que la CI3 n’est pas une bonne approximation du multiplicateur de
Fourier de l'opérateur de Calderén, par exemple quand (n, k.) = (0,0).

Une CIOE plus intéressante, que ’on nomme CI6 et qui est inspirée de HOPPE et al.
1995, p. 60, est alors

L L ) L Lr\—~
(I-i- 0175 - k§> By = <d1ag (a1, a2) + bl?g — 521;> J
0 0 0 0

La figure trace les valeurs des termes diagonaux de la matrice Z quand les
coefficients sont calculés en minimisant Jz. La figure [4.3] trace les valeurs des termes
diagonaux de la matrice Z quand les coefficients sont calculés en minimisant Jg.
On prend une incidence normale au cylindre (k, = 0), donc les matrices d’impédance
exactes et approchées sont diagonales. On fait varier n de 0 a [ko(ro + d)]. On trace
sur ces figures les parties imaginaires des termes diagonaux pour chaque n, les parties
réelles étant nulles. Les coefficients sont calculés sans contraintes.
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4.5. Résultats numériques

Polarisation TM Polarisation TE
124 | | - | | —= FExact
1L | —— CI0
. 1.6 || —— CI3
()
§ 0.8 | —— CI6
_.E 14} .
0.6 -
1.2 -
04+t -
| | | | \
0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5
K./ ko ki /ko

FIGURE 4.2 — Minimisation de Jy : Partie imaginaire des termes diagonaux des
matrices d’impédance pour I'empilement € = 6, u = 1, d = 0.0225m, f = 1GHz,
ro = 0.03m en fonction de k; = n/(ro + d).

Polarisation TM Polarisation TE
T T T T
L2, - - Exact
L | —— CI0
8 1.5 [ | —— CI?)
g —— CI6
& 0.8, -
El
= 0.6 I \
04 - y
| | | |
0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5
Ky / ko ke /ko

FIGURE 4.3 — Minimisation de Jg : Partie imaginaire des termes diagonaux des
matrices d’impédance pour I'empilement € = 6, u = 1, d = 0.0225m, f = 1GHz,
ro = 0.03m en fonction de k; = n/(ro + d).

On voit donc bien que les deux méthodes donnent des résultats différents, mais
dans les deux cas, la CI3 est une mauvaise approximation tandis que le calcul des
coefficients de la CI6 par la minimisation de Jr donne la meilleure approximation de
I'impédance.

Cependant cette CIOE ne sera pas retenue car son implémentation dans le code
équation intégrale nécessite une modification de ce dernier et nous n’avons pas de

CSU.
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Chapitre 4. Calcul des coefficients pour un cylindre infini

CI0 CI6
a0 -2.278E-18 +1.167E+00i al -4.863E-16 +5.917E-01i
a2  4.817E-16 +1.T42E+00i
CI3 bl -1.915E-13 -1.912E+01i
a0 -2.278FE-18 +1.167E+00i b2 -5.186E-14 +5.844E+011i
al -2.188E-13 +1.796E+02i ¢l -1.735E+02 +5.065E-131
a2 -5.276E-14 +1.035E+02i €2 -8.484E+01 -4.292E-131
bl  1.792E+02 +2.511E-13i
b2 -6.250E+02 +1.176E-13i
TABLE 4.1 — Coefficients associés a la figure
CI0 CI6
a0  6.765E-16 +1.167E+00i al -4.552E-16 +5.917E-01i
a2  1.872E-15 +1.T42E+00i
CI3 bl -8.695E-13 -1.912E+01i
a2 -3.555E-14 +7.228E+01i €2 -8.484E+01 -4.285E-13i
bl  4.234E+02 +3.168E-13i
b2 -2.509E+02 -6.071E-14i

TABLE 4.2 — Coefficients associés a la figure

Les tableaux @ contiennent les valeurs des erreurs relatives au carré de Z. Plus

précisément, I'expression de ces erreurs est

TM :

TE :

complete :

Les tableaux @ contiennent les valeurs des erreurs relatives au carré sur R dont
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Z; jzl Ze:v(nia kzj)ll - Zap(nh kzj)ll’
Ny Ni. ’
Z Z |Zem<niakzj)11|2
i=1j=1

N, Nk, N 9

Z; jgl Zew(nia kzj)22 - Zap(ni7 kzj)22’
Ny N, ’
2. 2 Zem(”ivkzj)22|2
i=1j=1

2 2 Np Nk, L A

p;l qzz:l izz:l ng | Z e (4, kzj)pq Ly (14, kzj)pq|
2 2 Ny Nk,
> 2 Z Z |Ze:v(niak2j>pq|2
p=1¢g=1i=1 j=1



4.5. Résultats numériques

CIOE ‘ Minimisation Jg Minimisation Jy

™

TE complete ™ TE complete

CI6 1.62E-01 3.38E-04 8.23E-02 | 1.17E-02 ©5.60E-04 6.23E-03
CI3 4.30E-01 3.99E-01 4.15E-01 | 6.82E-02 1.71E-01 1.19E-01
CI0 5.15E+00 1.16E+00 3.18E+00 | 5.15E+00 1.16E+00 3.18E+00

TABLE 4.3 — Erreur relative sur les matrices d’impédance Z.

I’expression est

TM™ :

TE :

Np Nk, . ~ 9
'Zl Zl |Rea:(niv kzj)ll - Rap(niv kzj)11|
i=1j=

Y
n

Neo o,
Z 'Zl |Rew(ni7kzj)11|2
j:

i=1

N, Ne, . N 9
‘2:1 Zl |Rex(nia kzj)22 - Rap(nia ij)22|
1=1 5=

Nn Nkz ’

Z Z ’]-:A{e:r(niv kzj)22‘2

i=1j=1

somme : TE + TM.

CIOE ‘ Minimisation Jgr Minimisation Jz

™

TE somime T™M TE somme

CI6 1.50E-04 2.56E-03 2.71E-03 | 1.03E-02 2.69E-01 2.79E-01
CI3 3.31E-01 2.33E-01 5.64E-01 | 3.00E-01 7.14E-01 1.01E+00
CI0 1.56E-01 1.73E+00 1.88E+00 | 1.56E-01 1.73E+00 1.88E+00

TABLE 4.4 — Erreur relative sur les matrices de réflexion R.

Conclusion

Cette géométrie a pu montrer la limite de la CI3 pour approcher I'impédance exacte
et I'on a introduit une meilleure CIOE, mais nous n’avons pas de CSU pour cette

derniére.
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Chapitre 5. Calcul des coefficients pour une sphere

Introduction

Apres le cylindre, nous présentons la sphere, qui possede une courbure dans deux
directions. Cette géométrie présente des résultats similaires au plan et au cylindre,
car elle possede une courbure, comme pour le cylindre, et fera donc intervenir des
fonctions de Bessel, mais possede une invariance par rotation en plus, comme pour
le plan.

Nous rappelons d’abord des résultats connus sur les fonctions spéciales usuelles (J.-C.
NEDELEC 2001).

5.1 Les harmoniques sphériques vectorielles

Définition 5.1 (Harmonique sphérique d’ordre n et de degré m). Soit[Py ()] le poly-
nome associé de Legendre (voir ABRAMOWITZ et al. |1964, Chapitre. 8 ou équivalent
DLMF (2019, https: //dlmf. nist. gov/14. 21#4. p1) d’ordre n et de degré m.
On appelle harmoniques sphériques d’ordre n et de degré m les fonctions de RxR — C
telles que

— [
mﬁa@:04wdﬁglg+z%mwmww»

Proposition 5.2. Les harmoniques sphériques Y, , sont solutions de
Azu(f, ) =0, Y(0,¢) € [0,x] x [0, 27].

Proposition 5.3. Soit S la sphére unité. Les harmoniques sphériques forment une
base orthonormale de L*(S).

Démonstration. Voir J.-C. NEDELEC 2001, p. 14 O

Définition 5.4. On appelle fonctions de Bessel sphériques d’ordre n les fonctions
de C — C solution de

2dduz(2z) N 2Zd1;(22) + (2 —nln+1)) u(z) = 0.

Ces fonctions sont détaillées dans ABRAMOWITZ et al. 1964, p. 437 ou DLMF 2019,
https://dlmf .nist.gov/10.47. On note j, la fonction de Bessel sphérique de
premiere espéce et hg) la fonction de Hankel sphérique de deuxieme espece.

z

Proposition 5.5. Soit z, une fonction de Bessel sphérique d’ordre n et Y, ,
une harmonique sphérique d’ordre n et de degré m, alors les fonctions —
20 (k(r)1) Y (0, @) sont solutions de

Au(r,0,¢) + k*u(r, 0, ¢) =0, Y(r,0,¢) € R x [0,7] x [0,27].
Démonstration. Voir J.-C. NEDELEC 2001, section. 2.6.1. O

Définition 5.6. On définit 'opérateur [tildd agissant sur les fonctions dérivables tel
que
Pour tout f € C'(C),

f(2) = () +21'(2), vzeC.
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5.1. Les harmoniques sphériques vectorielles

Définition 5.7. Soit z, une fonction de Bessel sphérique d’ordre n et Y,,, une
harmonique sphérique d’ordre n et de degré m. On appelle harmoniques sphériques
i

vectorielles (ou vecteurs harmoniques sphériques) les fonctions telles que
— — N
(5.1.1) My (r,0,0) ==V A (Tzn(k(r)r)Ym,n(Q, gb)) :
. 0
m
_8Ymn (0, 0)
00
— V A M
(512) N;Ttn(rﬁea ¢) = Tm’n(ﬁe,@ﬁ),
an(k(r)r)n(n + 1)Yn, (0, ¢)
~ OYn
= 71 zn(k(r)r) (0. 9)
k(r)r e
2 (K()7) Yo (0, 6)

Proposition 5.8. Ces fonctions sont solutions de

- - = —

VAV AU(r0,8) — kK2U(r,0,8) =0,
- =
V-U(r0,¢) =0.

Démonstration. Voir J.-C. NEDELEC [2001, Théoréme. 5.3.1 et sa démonstration ou
lannexe [Gl ]

Proposition 5.9.

VA Mz (r,0,0) = kN2 (.0, 6),
V A NZ(r,0,6) = kM2, (.0, 6).

_)
Démonstration. La premiere se déduit de la définition de N?* . la seconde de la

m,n’

propriété précédente. O

Définition 5.10. On définit les fonctions de R x R +— C?

. (6, 9)
(5.1.3) Upn(0,0) = smaeymn )
__ 89 (07 ¢)_
[ 0Y, i
N mn 0’
(5.1.4) U (0.6) = i o
L S1N -

Proposition 5.11. Les parties tangentielles des vecteurs harmoniques sphériques
peuvent s’écrire :

Mz, (r,0,6) = 20 (k(r)r) U, (6, 0),

1 ~ - 1

Nt (r,0.6) = -

m,n¢
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Chapitre 5. Calcul des coefficients pour une sphere

On en déduit les propriétés supplémentaires

Proposition 5.12.

M;nngr,e,cb) = k()2 U, (8,9),

1 - —
k?(’f’)?“ Zﬂ(k(r>T)Um,n(07 ¢)

e A Nf,fnt(r, 0,0) = —

5.2 Expressions exactes des matrices d’impédance
et des matrices de réflexion pour une sphere

,,,,, % 7,,,,,,/,///,,,,,,/,/,7‘,,7,777%\
T e, T
RLNLR000070 07 ()

On exprime les équations de Maxwell dans le matériau en coordonnées sphériques.
Les solutions des équations de Maxwell sont développables en série de Mie

Proposition 5.13. 1l eziste (@mn, Cmn, dmn, dmn) constantes par morceaux en r telles
que les champs sont

E(r,0,¢)=3%_ > amnMJ” (r,0,9) +bmnNZ}{in(7“,9,¢)

nezZ mez
+cmth " (r,0,0) +dmnNh 2 (r,0,),
-
(7“ 0 ¢ N Z Z amann 7’ 6 ¢) + bmnMZ'Zn(he?gb)
) nezZ mez
+cmnNh " (1,0,0) +dmnM’L o (r,6,9).
Démonstration. On renvoie & CHENG et al. [1993 ]

5.2.1 Expressions des champs tangentiels dans chaque couche

Définition 5.14. On définit les matrices jg(r,n), hg(r,n),jx(r,n), hy(r,n) ou
k(r),n(r) sont constants par morceauz

elrn) = [ln(kér)r) jl(kzO(r)r)] |

hp(r,n) = [hg>(1;(r)r) h?)(Z(r)r)] ’

u(rin) = ft [‘JZN(’S(T)” (k(r)r)Q?n(k(T)T)l |
hyy (1, n) k(r);(,n)r (k) (k(r)r)%oﬁ?(k(?”)r)]
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5.2. Opérateur de Calderén pour une sphere

En utilisant les fonctions définies précédemment, on a les expressions des coordonnées
. - = o =
tangentielles de F, J = e, A H.

Proposition 5.15.

0.0 =5 [07 0.0) UL w0 (1500 i st ).

(r,0,0) = ZZ ZZ [ U;HL(H,QS)] (ja(r, n) [Z::] +hy(r,n) BZZD :

Démonstration. On exprime les champs tangentiels

(10.6) = 32 3 KO 0.6) + b0 0,5

neZ meZ

+ e K0I)U,(0:0) 4 ™ S0, (6.6),
Trn0.6)= Y —a Mzﬁ (0, 8)+bynk ()1 i (R(P)PY U (8, 6)
O G g kG OB B R B
WO (k(r)r) L1

ConnUp (0, 0) + k(r)rh (k(r)r)dwaU,,.. (0,0).

Puis en réorganisant les termes, on a

(r,0,) = > 3" [ UZWL(@,M

neZ meZ

(l'n(kér)r) ;nuimﬂ R

On remarque que les parametres €, ;1 (et donc k,n ) sont constants par morceaux.
Sur une interface d’équation r = r, entre deux matériaux, il y a donc un saut de
valeurs pour ces matrices : (lsir%jE(rp +d,n) —je(r,—90,n)#0.

H

Proposition 5.16. Si u(r)e(r) € C\R, alors les matrices jg(r,n), jy(r,n) sont
inversibles pour tout n.
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Démonstration. Par définition des matrices,

det(je(r,n)) = jn(k(r)r)jn(k(r)r),

1 ~

det(ju(r,n)) = ———=n(k(r)r)jn

(rlr.m) = s nl(r)r)

D’apres ABRAMOWITZ et al. 1964, p. 370 ou DLMF 2019, https://dlmf .nist!
gov/10.58, les zéros des fonctions de Bessel d’ordre réel v > —1 sont tous réels,
or les fonctions de Bessel sphériques d’ordre n sont des fonctions de Bessel d’ordre
n 4+ 1/2 donc si k(r) € C\R alors ces matrices sont inversibles. O

Pour les matrices hg(r,n), hy(r,n), on a

det(hg(r, n) = b (k(r)r)h? (k(r)r),

n

det(hy(r,n)) = —

On ne peut rien conclure, car les zéros peuvent étre complexes (voir SANDSTROM
et al. [2007). On va donc supposer ces déterminants non nuls.

5.2.2 Expression de la matrice d’impédance pour une couche

Soit 1 = rg + d. On se place dans le matériau donc ro < r < rq.

Proposition 5.17. Supposons que la matrice hyy(ry,n)—ju(ry,n)ig(rd,n) the(rd,n)
est inversible pour tout n, alors

~ N
= =

Ei(ry . n) =Z(n)Jy(ry ,n)
o

Z(n) = (hE(rl_7 n)hE<Ta_’ TZ)_l - jE(Tl_v n)JE(Tga n)_l)

. _ . —_— _1
(hye(r ) h(r 1) ™ = oy n)je(rg n) ™)

A
Démonstration. On applique la condition aux limites du conducteur parfait E(rg,n) =
0 dans (5.15). Comme les harmoniques sphériques forment une base de L?(S(rp)),
chaque terme doit étre nul, donc par identification

o] - s z]

nm

On peut donc exprimer les composantes tangentielles
> . . -1 Cnm
Ei(ri,n) = (hE(Tlan> —Jje(ri,n)je(ro,n) hE(T&n)) [d 1 ;

jt(ﬁ,n) = (hH(Tlvn) _jH(rl’n)jE(To’n)_lhE(roan» LCZZ:] .
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5.2. Opérateur de Calderén pour une sphere

—jnu(ri,n)je(ro,n) thg(re, n) inversible, la matrice Z(n)

~—

On suppose donc hy(ry, n

= A
telle que Fy(r,n) = Z(n)

<l

(r1,n) est alors

A

7 = (hE(rl,n) —jE(len)jE(To,n)flhE(TOan))

(hH(Th n) — ju(ri,n)jg(ro,n) " Thp(r, ”))_1 :

Comme on a supposé la matrice hg(rg,n) inversible, on a la proposition.
O

5.2.3 Expression de la matrice d’impédance pour plusieurs

couches
vide
/\
Vp, Tlps dp

V17n17d

//////////////////////////////////////////////
//////////////////

€o
®
p
Soit 7, le rayon de l'interface p, r, = ro + Z d;. On dit que 'on se trouve dans la
i=1

couche p si r,_y <71 <7,
Définition 5.18. On définit les fonctions de [rp_1,7,[xN x My(C) — My(C)

Mj (73 n, Z) = jE(rv n) - ZjH(ra n)7
Mh(n n, Z) = hE(ra n) - ZhH(T7 TL)

Définition 5.19. On définit la fonction de [rp_1,7,[XN x My(C) — My(C)
R(r,n,Z) = —My(r,n, Z) " *M;(r,n, Z).

A priori, pour r,n donné, f{(r, n,Z) n’est pas défini pour toute matrice Z.
On prolonge ces définitions aux autres couches.

Définition 5.20. On définit T, la fonction de [ry_1,7,[> XN x R x M5(C) — My(C)

T,(r,r',n,A) =
(s (r, )M (1,7, A) ™ = b, )M (1, A) ™)
(j“f‘(“ n)M;(r',n, A)™ = hyy(r,n) My (', n, A)fl)_l .

A priori, pour r,7',n donné, Ty(r,r’,n, A) n’est pas défini pour toute matrice A.
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A

505 3 .3
Proposition 5.21. Soient E,H tels que Ey(r, ,n) = Z,(n)J(r, ,n).
S7 les matrices suivantes sont inversibles

jH(r+ 15 n)MJ (7}77 n, Zp(n))_l - h’;.[(’/’—t

= R =
alors Et(r;_l, n) = Tp(T;r_p Ty M, Zp(”))Jt(r;_—h n).

Une condition d’impédance sur le bord supérieur d’une couche détermine la condition
aux limites sur le bord inférieur.
Démonstration. On se situe dans la couche p (r,—1 <r <r,). On utilise la relation

enr=r, :

je(r,,n) lZ::] +hg(r,,n) LCZZ:L@] —
2,0 (intry) 2] + bty 7] )

Ce qui revient a

bnm

My 2,00) 7] = Mt 2,000 7]

On suppose que les matrices Mj(r, , n, Z,(n)), My(r, , n, Z,(n)) sont inversibles donc

lm] = R(r;,n,Z,(n)) lanml .

bnm

On injecte ce qui précede en r =1,

T+

1> n)) est inversible pour

On suppose alors que hy,(
tout (n) :

n)R(r;, n, Zp(n>) ‘|‘j7—[(7ﬁ;;1,

N
Ey(ry1,n) = (je(ry i, n) + e, n)R(r, 1, Zy(n)))
N -1
(dre(ry 1 m) + Doy, )R (7 1, Z(n)) To(ryfy,m).

COH]H’IG on a su 0sé 'inversibilité des deux matrices M ; Mh alors on a la propriété.
J
O
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5.2. Opérateur de Calderén pour une sphere

A

5 4 3
Proposition 5.22. Soient E, 1 tels que Ey(r)_,,
S7 les matrices suivantes sont inversibles

Mj (70p+717 n, prl(n))a 1\/Ih<7nJr RRUZ Zp*1<n))7

n) = Zp_l(n)jt(rJr n).

by (r), )M (r) 2, Zp 1 ()™ = ()M (i m, 21 () 7

p—1»

A

= . =
alors Ey(r, ,n) = Ty(r, 7’;_1, n,Zy,_1(n))J(r, ,n).

Une condition d’impédance sur le bord inférieur d’une couche détermine la condition
auz limites sur le bord supérieur.

Démonstration. Méme méthodologie que pour la proposition [5.21] O

S7 les matrices suivantes sont inversibles

MJ(T; n, Zp(n))a Mj (7";—17 n, prl(n)%
Mh(T;7 n, ZP(”))J Mh(ﬁ;tlv n, Zp—l<n))v

Jury )M (ri 1, m, Zy 1 (n) ™ = hyy(ry ,n) M (r; 1, m, Zp 1 (n) 7,
j"H(r+—1’ n)Mj Tp T Zp(n»il - h"l(T;F—M n>Mh(r;7 n, Zp(n))717
alors
Zp—l(n) = Tp(r;_—lv T.p_7 n, Zp(n))>

Zp(”) = Tp<T; 7’;;1,71, Z, 1(n)).

On peut donc déterminer itérativement les matrices d’impédance. Dans notre cadre
d’étude, la présence d'un conducteur parfait sur l'interface r = 4 implique Zg(n) = 0.

5.2.4 Expression des coefficients de la série de Fourier

On se place a l'interface p donc rp—1 <r < rpyq.

Définition 5.24. On définit les fonctions de R x N x M3y(C) — My(C)

Ng(r,n,A) =jg(r,n) + hg(r,n)A,
NH (Tv n, A) = j?"l(r? n) + hH<r7 n)A

Définition 5.25. On définit T, la fonction de [rp—1,7,[X[1p, Tp+1 [ XNXR X My (C) —
M;(C)

To(r,r'in, A) =
- (NE(rla n, A)ilhE(ra TL) - N?—l(T/a n, A)ilh”H(n n)>_l
(NE(T/, n, A) p(r,n) — Nu(r',n, A) Hy(r, n)) .
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Chapitre 5. Calcul des coefficients pour une sphere

A priori, pour r, 7', n donné, T,(r,r’',n, A) n’est pas défini pour toute matrice A.

Proposition 5.26. On suppose qu’il existe ﬁp+1(n) telle que

(i) = No(r, m Ry (1)) G (n),

3
Jo(ryn) = Nag(r,, n, Rpy1(n) Cppa ().

S1 les matrices sutvantes sont inversibles

NE(T;_v n, Rp+1(n))> NH<T;_> n, Rp-‘rl (n))a

NE(T;_7 n, ]-f{'p-l-l (n)>_1hE(T;a TL) - NH(T;_7 n, Rp+1 (n))_th(rp_, n)?
alors
3 —
Ey(ry,n) = Ng(r, ,n,Ty(r, ,r 0, Ryia (n))) Cp(n),

i m) = Noglrs o m, Ty 1 . Ry () G ().

Démonstration. De part et d’autre de r = r,, on a

1

A~

pa A —+
Ei(ry,n) = Ng(ry,n, Ry (n))C (n),

A

Ey(ry .n) = ju(ry ,n)Cy (n) + hi(ry ,n)Cy (),

A

= . " N —+
Jt(rp 7n) = NH(Tp 7n7 RP+1<n))Cl (n)7

= . B — B -
Jt<rp 7n) = JH(Tp 7n>01 (n) + h7‘l<7np 777’)02 (n)
Il y a continuité des champs au travers de I'interface donc

ip(ry m)Cy (1) + hp(rs )y (n) = N, Ry (m))Cy (1),

- - —+

jH(r;’ n)Cl (n) + h’H(r;a n)CQ (n) = N’H(Tp I, RP+1 (n))cl (n)’
donc si on suppose les matrices Ng, Ny inversibles

—— ——

NE(T;_7 n, f{p+1(n)>_1 (jE(T;, n)Cy (n) + hE(T;, n)C, (n)) =

Nau(ry o Ry ()™ (Jrury,m)Ch () + a(ry ,)Cy ().

Factorisons :

(NE(T,‘I, n, ﬁpﬂ(”))_le(Tp_, n) — Ny (r;,n, ﬁpﬂ(”))_lj?i(?”;: n)) Cy(n) =

)
N —=
— (Np(rf,n,Rypia (n) " hp(r, ,n) + Nog(r,n, Ry (n) M hyg(r, ) Cy (n).
On suppose l'inversibilité de cette derniere et alors

—— ——

Cy (n) = T,(ry 151, Ryt ()€ (n).

p’'p>
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5.2. Opérateur de Calderén pour une sphere

Proposition 5.27. On suppose qu’il existe f{p(n) telle que
. —
Ey(r,,n) = Ng(r, ,n,Ry(n))Cp(n),
Julrym) = Nog(ry,n, Ry ()
Si les matrices suivantes sont inversibles

NE(T;,TL,RP(TL)), NH(ri n>Rp(n))7

NE(T;,n,Rp(n))_lhE(r+ n) — Noy(r5,n, Ry(n)) thy (7, n),

P P> P>
alors
Eu(ry,n) = Nis(rf,n, S, (rf 75, Ry () Cpea (),
Tl n) = N, 5,7y 0 Ry () Cpa ().
Démonstration. Méme méthodologie que pour la proposition [5.26] O]

Proposition 5.28. On suppose qu’il existe R,(n) et R, 1(n) telles que

Eiry ) = Ni(ry . n, Ry(m)Cyn),
Jo(rs ) = Nog(rs,m, Ry (n)) Gy (),
E(rf,n) = Np(rf,n, Ry (n))Cpa (n),

N
‘]t(T;—)‘r’ ’I'L) - NH(T;_7 n, Rp-i—l(n)) p+1(n)-

S7 les matrices suivantes sont inversibles

NE(T;,H,RI,(’Q)), N"H(T77n7f{p(n>)v
Ng(ry . n, Rya(n)), Ny (ry,n, Rpa(n)),

NE( ,n,Ry(n))~ 1hE(7" n) — NH( n, R »(n))” hy.[(r;,n),
Ng(r),n,Rp1(n)thp(r,,n) — Nag(ry,n, Ry (n) ey (r, ),

alors

p
Rp(n> = Ip(rgv Tp+7 7Rp+1 (n>)

On peut donc déterminer itérativement les matrices de réflexion. Dans notre cadre
d’étude, la présence d’'un conducteur parfait sur Uinterface r = rj implique Ry (n) =
~hp(r,n) e (g, n).
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Chapitre 5. Calcul des coefficients pour une sphere

Polarisation TM Polarisation TE
~ =0 19 = 0.03m
C:; e 19 = 0.3m
<
Y --- 19 =3m
g — plan
=
0 0.5 1 1.5 0 0.5 1 1.5
k?t/ko; k‘x/k‘o kt/k(); k’a:/k’o

FIGURE 5.1 —e =6, p =1, d =0.0225m, f = 1GHz

5.2.5 Applications numériques

On pose (ky, ky) = (kos,0) pour le plan. On compare I'impédance du plan Z(kzx, 0)
a 'impédance de la sphere Z(n) quand n est de l'ordre de kgris. On reprend la
notation de HOPPE et al. 1995, p. 62 qui définit k, = n/r.

Pour une couche de matériaux sans pertes, la matrice Z est imaginaire pure, donc
les parties réelles ne sont pas tracées.

On trace dans la figure les parties imaginaires des coefficients diagonaux de ces
matrices.

On voit donc que I'impédance de la sphere tend vers celle du plan quand r augmente.
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5.3. Approximation par une CIOE de I'opérateur de Calderén de la sphére

5.3 Approximation de la matrice d’impédance pour
une sphéere par une CIOE

5.3.1 Expression des opérateurs Lp, Lr en Fourier

Soit S(0, rs) une sphere de centre 0, de rayon ry et (7,0, ¢) les coordonnées sphériques
d’un point de I'espace.

Soit V = 8(S(0,r,)? espace des fonctions infiniment dérivables définies sur cette
sphere et de carré intégrable.

Définition 5.29. On définit Lp l'opérateur de V tel que
— - = =
'CDU(Tsa 97 ¢) = vsvs : U(rs> 97 ¢)

On définit Lp la fonction de N — My (R) telle que

A 0 0
Lp(n) =—1, n(n+1)|.

ﬁ
Proposition 5.30. Soit E; dans V' donc il existe apm, bpm, Com, dnm tels que

Et(rs, 0,¢) =
= — L . - -
émzez [Umm(e’ ¢) Umm (97 ¢):| (JE(TS?TZ) [Zmn‘| + hE(T577’L) [gmn‘|> )
alors

EDEt(’T’s, 0, ¢) —
2 2 {UZM@) U (6, ¢)] Lp(n) (JE(rs,n) lzm”] +hg(rs,n) [flzzb

n€Z meZ mn

Démonstration. Par définition de Lp, on a
— - = =
ﬁDEt - VSVS . Et.

De plus,

Et(fs, 0,9) = Z Z ((amnjn(krs) + cmnhn(krs))UZ,n(6’> o)

nEZ meZ

+ (B (Es) + dmninm))zf;f(e, ¢>) .

On rappelle les expressions des vecteurs (voir (5.1.3)), (5.1.4))) dans la base sphérique

— = =

(67“7 €, 6(1)) :
0 0
- m m ime — L 6P:Ln(cos(9)) imae
Um,n(ea ¢) = Slnaep]:[:?écos(ée))))e ) Um,n (07 ¢) = ,0—96
_9En \COSWT)) ime T pm imé
50 e sin@P" (cos())e
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Chapitre 5. Calcul des coefficients pour une sphere

On commence par calculer la divergence surfacique (cf annexe [C|) en sphérique.

N —
L 1 O(sin(0)U,,,,) 1 Q(Um,%)
Vi Unpn(rs,0,0) = 7, sin(0) 00 * resin(@)  0¢

_ame™? (PR (cos(d))  IP(cos(6))

~ rysin(6) a0 00 |

= 0.

Donc

—
ACDUmm(TS, (9, (25> =0.

- 1
Calculons maintenant l'action de Lp sur U, ,, .

(50(6) U ) U,
— — 1 1 O(sin (0 Umﬂ@ 1 e
Vs . Um,n (7"3, 07 ¢) - s Sln(ﬁ) ae + Ts Sln(@) 5’(]5 )
e (9 (9P (cos(0)) | m®
= @ (86’ (sm(@) 50 - sin@lp” (cos(8)) |

or les fonctions de Legendre sont solutions de 1’équation différentielle éponyme, donc

Sinl( 9); Gm(e)W) + <n(n +1) - si:(LZ)?) P (cos(6) = 0.

Nous déduisons

L 1 ,
V_; . U,_,;n (rs,0,0) = —M]P’ZI(COS(Q))GZWS.

Enfin d’apres la définition du gradient surfacique en coordonnées sphériques,

- = =L _on(n+1) (10P(cos(8)) jme— 1 deme N
V Ve U, (r5,0,0) = m <7"5 50 e 69+7"ssin(9) 9 P (cos())ey |
nn+1) - +
= —?Um,n (rs, 0, 9).

Définition 5.31. On définit Lr Uopérateur de V' tel que
— — — —
LrU(rs,0,0) =V AV AU (15,0, 0).
On définit Ly la fonction de N — My(R) telle que

n(n+1) 0]

LR(’I’L) = .
0 0
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5.4. Choix 1 du calcul des coefficients de la CI3

%
Proposition 5.32. Soit E, dans V. Il existe (anm, bpm, Cnm, dnm) tels que

Era00) = X 3 [0, 0.6) 0, 0.0)] (3t [ 40t ).

neEZ meZl

alors

LrE(rs,0.6) =
g%m% {U;n(e,@ ) ¢)] Lg(n) (jE(rs,n) lg:j +h(rs, n) [;:’;D :

Démonstration. On reprend exactement la méme méthode que pour Lp. O

5.3.2 Expression de la matrice d’impédance approchée par
la CI3

Tout comme dans le cas du plan infini, on peut donc définir Z; g 'opérateur matriciel
associé a la condition d’'impédance :

~ A~ —1 A~ ~
5 L L L L
(5.3.1)  Zcrs(n) = (14 by Dgn) — by Rgn) aol + a; Dgn) — ay Rgn) .
kg kg k3 k2

5.4 Choix des coefficients de la CI3 par moindres
carrés sur I'impédance

5.4.1 Expression de la fonctionnelle

Définition 5.33. On définit Heops la fonction de N x R x Mo(C) — Myy5(C) telle
que

I Lp(mu —Le(n)n —(LAD(n)z)11 (LAR<n)z)11
0 Lp(n);s —Lgr(n)i2 — (Lp(n)Z Lr(n)Z
Hors(n, 2) = | LADEn;m —LAREn;m —ELADEnizgz ELREn;Zii
I Lp(n)» —Lr(n)n —(Lo(m)z), (Le(n)Z)
On définit b la fonction de Ms(C) — Myy1(C) telle que

le
b(Z) = éz
ZZQ

Proposition 5.34. Soit X = (ag, a1, as, by, b)), n fizé et Zew Vopérateur d’impédance
exact du cylindre.

On suppose qu’il existe un unique X qui minimise la distance entre ces deur matrices,
alors

argmmHZCB n, X) — Z H = argmmHHcm(n Zex( )X — b(Zex(n))

I
XeCd XeCs
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Chapitre 5. Calcul des coefficients pour une sphere

Démonstration. C’est la méme méthodologie que pour le plan. On rappelle que dans
la section précédente, on a introduit

2013(n) = (I + blLAD (n) — bQLAR(TL)>71 (CL()I + alLAD(n) — CLQLAR(/”L)) .

On pose Zp(n, X) = I+bLp(n) —bLg(n) et Zy(n, X) = agl+a,Lp(n) — a;Lg (n)
donc argmin HZCIg(n, X) - Ze:p(n)H

XeCs

= argmin ||Zp(n, X) " Zn(n, X) — Zes(n)|
XeCs

= argmin ||Zp(n, X)) (ZN(n,X) —Zp(n, X)Zex(n)) )
XeCh

- argmin ZN(”’? X) - ZD(”)Zem(n7 X)H
XeCs

- argmgn ZN(”? X) - (blLAD<n) - bQLAR(n)) Zem(”) - Zew(n)’ ’
XeC

= argmin |Hes(n, Zeg(n)) X — b(Zex(n))H :
XeCs

m
Pour des considérations numériques, nous tronquons la série de Mie a N,, termes.

Définition 5.35. On définit Acrs la matrice de My, «5(C) telle que

H013(n1> Zem(nl))

A

Acpz = Hers(ni, Zeg (1))

_HCIS(nNn7 kza Zex(nNm kz))_

On définit g la matrice de Myy,, «1(C) telle que

b(Zex (1))

9= | b(Zein)

_b(zex(nNm kZ))_
On peut alors calculer les coefficients de la CI3

Définition 5.36. On définit la fonctionnelle Jz
Jz(X) = |AcsX —g|°.

Définition 5.37 (Minimisation sans contraintes pour la CI3). Les coefficients de la
CIOF sont solutions du probleme
Trouver X* € C° tel que

X" = argminJz(X).

XeCs
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5.5. Choix 2 du calcul des coefficients de la CI3

Proposition 5.38. Si AL ;Acys est inversible, alors
X* = (AbpAcn) ' Alpsg.
Démonstration. Méme démonstration que pour le théoreme (3.34) O]

Nous n’avons pas réussi a démontrer que cette matrice était définie pour tout
empilement et toute incidence.

Définition 5.39 (Minimisation avec contraintes pour la CI3). Soit CSU%y, le sous-
espace de C® issu de la définition alors les coefficients de la CIOE respectant

les CSU sont solutions du probléme
Trouwver X* € C® tel que
X* = argmin Jz(X).
XeCSUL,,

5.5 Choix des coefficients de la CI3 par moindres
carrés sur les coeflicients de la série de Fourier

Soient M; et M, les fonctions introduites a la définition et R la fonction définie
a la définition [5.19

Définition 5.40. On définit les fonctions R..,Rcrs de Nx — My (C) telles que
R..(n) = R(n, Zey(n)),
f{cm(n) = ﬁ(n’ 2013(71));

0t Ziew, Zors sont des fonctions définies d la pmposz’tion et a léquation (5.3.1)).

5.5.1 Expression de la fonctionnelle
On utilise les fonctions Ng, Ny introduites a la définition [5.24]

Définition 5.41. On définit Ay, A1, As, Ay, By, By les fonctions de N x My(C) —
My (C) telles que

AO(na R) - NE(r:r; n, R))

Al (na R) = LAD (n)NE(rjv n, R)7

Ag(ﬂ, R) = _LAR(n)NE(T:_> n, R’)a

Bl(”u R) = LAD (n)NH<r:7 n, R)7

B,(n,R) = ~Lr(n)Ng(r],n,R)

On définit Hers la fonction de N x Ms(C) — Myy5(C) telle que
Heps(n,R) =

AO(”» R)n A1(n, R)n Az(% R)n B1(n, R)n BQ(TL, R)n
Ao(m R)lz A1(7’L, R)12 Az(n, R)12 B1(n, R)12 Bz(”; R)12
AO(TL, R)21 Al(n, R)21 A2(n, R)zl Bl(n, R)Ql BZ(n7 R)21
Ao(”; R)22 Al(n, R)22 A2(n, R)22 B1(n; R)22 Bz(% R)22
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Chapitre 5. Calcul des coefficients pour une sphere

On déﬁm'tg la fonction de N x My(C) — Myy1(C) telle que

NH(TZF7 n, R)ll
7 - NH<T:_7TL7R)12
b(n,R) T NH(ijmR)m
NH(TZF,n, R)zz

Proposition 5.42. Soit X = (ag,ay,as,by,b)", (n) firé et R.. la matrice définie
en|5.40, alors

argmin Hf{c[g(n, X)— f{w(n)H = argmin
XeCs XeCs

Hers(n, Re (n))X — b(n, Rex(n))H |

Démonstration. C’est la méme méthodologie que pour 'impédance. On rappelle de
la section précédente

chg(n) = (I + blLAD (n) — bgLAR(n)>_1 (aoI + alLAD(n) — CLQL}{(R)) .

On pose ZD(n, X)=1+ blLAD(n) — bQLAR(n) et ZN(n, X) = aOI—l—alLAD(n) — agLAR(n)
donc

argmin ||Reps(n, X) — f{em(n)H
XeCs
— argmin |~ My, (rF, n, Zegs) "M (1T, 0, Zors) — Re(n) ’ :
XeCs
= argmin ||~ My(r$,n, Zers) ™ (M (rd,n, Zors) + Ma(rd,n, Zers) Rea(n)) |
XeCs
= argmin [M,(r] . n, Zers) + My, n, Zers)Rea(n)
XeC

D’apres la définition des fonctions M, My,

= argmin |[(Jp(rf, n) = Zers(n)Iu(rd,n))
XeCd

+ (He(rf,n) = Zes(m)Hy (rf,n)) Rea(n)|
D’apres la définition de Zc 3,

= argmin
XeCs

Zp(n) ™" (Zo(m)Ip(rf n) = Zn()Iu(rd,n))

+ Zp(n) ™ (Zo(mHp(r 1) = Zn(n)Hp (], 1)) Res(n)

= argmin ‘
XeCd

+ (Zp()Hp(rf n) — Zy(n)Hpu(rf,n)) Rea(n)] .

D’apres la définition des fonctions Ng, Ny,

= argmin HZN(TL)NE(T’:,H, f{ex(n)) + ZD(n)NH(r;“, n, f{ex(n))
XeCs

)

et on conclut d’aprées la définition des fonctions y/ D, YA O
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5.6. Résultats numériques

On tronque la série de Mie a N,, termes.

Définition 5.43. On définit 1&013 la matrice de My, «x5(C) telle que

A

Heos (1, Reo(n1))

A

Acrs = ﬁcjg(ni, Rea:(nz))

| Hers (nNn, f{ex(nNn))_

On définit g le vecteur colonne C* telle que

A

b(n1, Reo (1))

A

b(ng, Rea (1))

@2
I

~
A

_b(nNn 5 Rez (nNn))_

On peut alors calculer les coefficients de la CI3

Définition 5.44. On définit la fonctionnelle Jr

Jr(X) = |[|AcX — 9|

Définition 5.45 (Minimisation sans contraintes pour la CI3). Les coefficients de la
CIOF sont solutions du probleme
Trouver X* € C° tel que

X" = argminJg(X).

XeCs

~1 ~

Proposition 5.46. Si A, 3Acrs est inversible, alors

~t ~ ~ 1
X* = (AcpAcr) Ao
Démonstration. Méme méthode que pour la proposition [5.38 sur I'impédance. [

Nous n’avons pas réussi a démontrer que cette matrice était définie pour tout
empilement et toute incidence.

Définition 5.47 (Minimisation avec contraintes pour la CI3). Soit CSULy, le sous-
espace de C° issu de la déﬁm’tz’on alors les coefficients de la CIOFE respectant
les CSU sont solutions du probléme
Trouwver X* € C° tel que
X* = argmin Jg(X).
XeCSud,,

5.6 Résultats numériques
La figure trace les valeurs des termes diagonaux de la matrice Z quand les

coefficients sont calculés en minimisant .J; sans contraintes. On remarque alors que
la CI3 semble étre une bonne approximation.
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Chapitre 5. Calcul des coefficients pour une sphere

Polarisation TM Polarisation TE
T T T T
—=— Exact

0.8 —= CI0
— —— CI3
(@)
\:; i
A

0.4 |

1.5

ke / ko ke / ko

FIGURE 5.2 — Minimisation de Jy : Partie imaginaire des termes diagonaux des
matrices d’impédance pour I'empilement € = 6, u = 1, d = 0.0225m, f = 1GHz,
ro = 0.03m en fonction de k; = n/(ro + d).

CIO CI3

a0 -1.066E-15 +9.248E-01i a0 -1.066E-15 +9.248E-011i
al -3.522E-16 +2.691E-01i
a2 3.476E-16 -2.689E-02i
bl -3.604E-01 -1.028E-151
b2 -2.635E-01 -1.162E-151

TABLE 5.1 — Coefficients associés a la figure

Conclusion

Nous avons montré comment calculer les coefficients dans le cas d’un objet sphérique
en minimisant au sens des moindres carrés la différence entre les coefficients de Mie
exacts et approchés.
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Chapitre 6. Contribution des CIOE dans une formulation équation intégrale

Introduction

Nous pouvons donc aborder la derniere partie de notre probleme pour évaluer la
pertinence de notre démarche. En effet, c’est en calculant les champs électroma-
gnétiques tangentiels sur la surface de notre objet et en les comparant avec des
résultats de référence que nous déterminerons si les CIOE, dont les parametres ont
été déterminés sur des objets modeles, permettent de calculer des SER concordantes
avec les résultats de références.

Les équations intégrales sont des méthodes bien éprouvées pour résoudre les équations
de Maxwell, tel que I’a démontré J.-C. NEDELEC 2001} Le cours de BENDALI 2014
est aussi une introduction tres abordable aux équations intégrales.

Ce chapitre rappelle quelques résultats connus et montre la contribution des [CIOE]

6.1 Espaces fonctionnels

Les équations intégrales sont résolues griace a la méthode des éléments finis de
frontiere. Nous rappelons le théoréeme de trace le plus important pour résoudre les
équations de Maxwell par équations intégrales.

— N )
Définition 6.1. Pour toute fonction U(z) € Hyot(Qh), V AU(T) € LA(Q).
- =
Pour toute fonction U( ) € Hy,*(), V, U(?) e L*().
%
Pour toute fonction U(ac) 511,/2( I'), V- (E) e L*(T).

Théoréme 6.2 (Théoreme de trace de H,ot). L opérateur -y, qui pour tout v € H,ot ()
associe ses composantes tangentielles vy sur D est continu et surjectif de Hyop (€2) vers

H;OVZ(F) et lopérateur -y, qui pour tout v € Hy Q) associe n A v sur I est continu
et surjectif de Hyot () vers H;ii/Q(F).

Démonstration. Voir la démonstration de J.-C. NEDELEC 2001, Théoréme 5.4.2,
page 209. [

6.2 Equations intégrales

La démonstration de ces formules dépasse le cadre de cette these et nous renvoyons
a J. C. NEDELEC [1980, § 5.6.

Soit kg le nombre d’onde dans le vide. Soit G la fonction de Green définie en tout
point extérieur a I' telle que

On définit g7 y) :== G(Z — 7).
—sinc —sinc
Soit F, ,H, lechamp incident tangentlel a 5 On définit sur la surface I, les traces

tangentielles des champs |J| I:lA. K=n

En utilisant le théoréme de représentation intégrale (voir J.-C. NEDELEC 2001,
Théoreme 5.5.1), on obtient les équations intégrales suivantes
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6.3. Discrétisation de la surface de 'objet

6.2.1 EFIE

- =
Proposition 6.3. Soit I' une surface réguliére. J, K sont solutions des équations
intégrales en champ électrique (electric field integral equation (EFIE)) s’il existe

%
JI—(> €H1/2F2tels ue
(7 div q

—
—>'inc E’t(i>

: = [ Vo(@ = §) AR (5)ar(y)

+Z€/ (@ =9V - JG@ANG) + ik [ g(F = §)J(G)dr(p):

6.2.2 MFIE

- =
Proposition 6.4. Soit I' une surface réguliere. J, K sont solutions des équations
intégrales en champ magnétique (magnetic field integral equation (MFIE)) s’il existe

- =
(J,K) € Hy*(T')? tels que

N

H

—/$m¥—yA J(§)dr(y)

3/ (& = §)V - KAL) — ik [ 9@ ~ DK G0 ().

6.3 Discrétisation de la surface de ’objet

La méthode numérique utilisée au CEA est basée sur l'article de MEDGYESI-
MITSCHANG et al. [1985. Nous rappelons cette méthode en conservant les notations
de STUPFEL 2015.

3
Soit I';, une triangulation de I' en N, éléments triangulaires. Soit N = §Ne le nombre

d’arétes du maillage. On désigne par 1 la normale unitaire sortante du maillage, non
définie aux nceuds et arétes du maillage.

Soit 7' un triangle défini par un nceud N; et deux vecteurs e; et es. On rappelle la
relation entre l'aire du triangle et ces vecteurs

2IT| = |e1 A es

FIGURE 6.1 — Triangles, arétes et nceuds définis par I'aréte 173
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Chapitre 6. Contribution des CIOE dans une formulation équation intégrale

On se place dans le repere local au triangle, on fait donc le changement de coordonnées
suivant :

R? — [0, 1]?

(Cor. 2, 2a)] = (61, &),

.
tel que 7 = Ny + 161 + Eges.

N
6.3.1 Fonctions de Raviart-Thomas ¢ Hg,-conforme

Ces fonctions ont été introduites par RAVIART et al. [1977. Nous présentons ici les
fonctions Raviart-Thomas de degré 0, c’est-a-dire telles que les degrés de liberté
soient au milieu de chaque aréte (voir RAVIART et al. 1977, eq. (3.10))

[ N N

& —> - 51—1—> § > N &1 = — 1
— — + , = + €s.
2|T| er + mo 2|T| P2 = 2T €1 2|T|€2 ¢3 = 2T €1 T 2

o1

—
FIGURE 6.2 — Fonctions ¢; locales

—
Proposition 6.5. Les fonctions ¢; sont dans Haiy(I'p).

Démonstration. Concernant la relation de compatibilité Hg;,, nous renvoyons a la
propriété [[.5] en annexe. O

Définition 6.6. Pour tout (7' € Hai(Ty), alors
— — — : N T N -
U e Vect{¢1,...,¢N} & Tu=(u, - un) €RY,U@) = 3 u;65(7)
=1

6.4 Fonctions de projections

6.4.1 Fonctions de Nédelec ]_)) H,.i-conforme

*>
5N . — — N ;.
Une premiere famille est celle des p; = —n A ¢;, ot n est la normale extérieure au
maillage.
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6.4. Fonctions de projections

s i ol
' I
by N
— & - & - — & - 1-& - &—-15 & -
_ _ = + , = el — és.
Po=om T o PP o BT g T o ®

FIGURE 6.3 — Fonctions }7] locales

Proposition 6.7. Les fonctions ]3; sont dans Hyot(I'y).

Démonstration. Nous renvoyons au travail de J. C. NEDELEC 1980 (voir Annexe

prop. . 0

o
Définition 6.8. Pour tout V € H,o(I'1), alors

N

— —

V € Vect {ﬁ, . ,p_fv} < Jv= (v, ,on)' € RN,V@)) = Zv]ﬁ;(?)
j=1

6.4.2 Fonctions de Bendali 3

Ces fonctions ont été introduites par BENDALI et al. 1999, eq. 28. Elles sont linéaire-
ment indépendantes. En accord avec I'article de STUPFEL [2015|, annexe B, nous les
divisions par 2 fois l'aire de I’élément. Ainsi, la matrice de passage (définie plus tard)
sera plus simple.

o>

S 1-2(6+ &)
q1 = —2]T]

(6_;_6_)1)’

126

%
G2 =

FIGURE 6.4 — Fonctions q? locales

Proposition 6.9. Les fonctions qj ne sont ni dans Hyo (') ni dans Hy;y (T).

Démonstration. Nous renvoyons a I'annexe [[| pour la démonstration des propriétés
de compatibilité suivantes.
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Chapitre 6. Contribution des CIOE dans une formulation équation intégrale

Pour étre dans Hy;y, le saut de la composante normale de (Z a travers aréte 1_[]- doit
étre nul (voir la propriété [L.5).

Pour étre dans H,, le saut de la composante tangentielle de qj a travers 'aréte Uj
doit étre nul (voir la propriété [L.7)).

Or puisque nous divisons par l'aire du triangle alors que la longueur de I'aréte est
commune aux deux triangles, nous introduisons forcément un saut des lors que ces
deux triangles ne sont pas d’aires égales. On remarque cependant qu’en dehors de
ce saut, si 'on calcule la divergence surfacique de cette fonction a l'intérieur d’un
triangle, elle est nulle. O]

Proposition 6.10. Les fonctions q; forment une base de L*(T;).

N
Définition 6.11. Pour tout W € L*(T},), alors

N

— —

W € Vect {(ﬂ,,q?\;} & Jw = (wy,- - ,wy)' € RN,W@) = ijq?(z)
=1

6.5 Matrices de projections
Nous allons souvent réaliser le produit scalaire entre ces fonctions. On note donc

- P — —
Définition 6.12. Soient f € Vect {fl, 3 .,fN} et g € Vect {gi,..., gk}, on définit
la matrice G9 telle que

—
Glf = /F Fi(@) - g(F)dr (@),
h

Proposition 6.13.
G — QPP

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du produit mixte a-(bAc) = ¢-(aAb)
et que les fonctions de bases soient tangentes a la surface.

pj-pi= (1 AG)) - (1A ),
(

Définition 6.14. On désigne par M la matrice G = GFP.

On rappelle les décompositions sur ces familles de fonctions.
— N — — N — N
U@) = u¢,(7), V(@)=Y up(E),  W(@) =Y wg(2).
J J J
— 9 N
Proposition 6.15. Pour toute fonction W € L*(I'y,) N Vect {(qj)j},
il existe U € L*(T,) N Vect {(g;])]} telle que avec
u = Gy,
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6.6. Matrice de changement d’espace

%
Proposition 6.16. Pour toute fonction W € L*(TI',) N Vect {(5;)]},
%
il existe V € L*(T';) N Vect {(ﬁ])]} telle que
v=G"w.
Démonstration. Soit W ijqj ) € L*(T'y).

On définit alors deux elements de LA(Ty) :
=7 =
Z%% ZA‘ (5T (5)65(3),
= S Z/ (G)Ar(§)5(@),
=1 T
— — —
Les deux propriétés se déduisent en injectant W dans U et V. n

6.6 Matrice de changement d’espace

Soit U Zu]@ ) € Haiy(T'y). Soit V Zvjpj ) € Hiot(Th)

Pour utiliser la CIOE [CI3] nous devons apphquer les opérateurs [Cp| et [Cg| sur un
méme objet. Or 'espace fonctionnel usuel Hg;, ne permet pas d’appliquer Lg.
On veut déterminer une relation pour passer de Hy;y & Hiot.

Définition 6.17. On définit P la matrice
P= (qu)—lgqqﬁ.

Proposition 6.18. La projection de Hg;, vers H,o est

— N N
H(¢z) = Z Pjipj'
j=1

Démonstration. Soit W ijq] € L*(Ty).
i=1
On définit
N . A
U= u, o= [ WD) (@)
i=1 h
N N = ==
V=> vp; ouv; = | W(z) - pi(2)
h
On a donc
u= G, v = Gluw

D’aprés STUPFEL [2015, annexe B la matrice GP? = 1/3I donc elle est inversible et
u = G?(GP1)~'y. On peut identifier u = P'v.
O
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Chapitre 6. Contribution des CIOE dans une formulation équation intégrale

6.7 Forme variationnelle des équations intégrales

Nous ne remontrerons pas l'obtention des équations intégrales. Nous renvoyons a
J.-C. NEDELEC 2001, Section 5.5, p. 234.

Nous rappelons notamment le théoréeme de trace (Theorem 5.4.2, p. 209) qui est

L
EvHG rot(Q)

determinant dans les choix de discrétisations. Ce dernier stipule que si

alors 1 A ’H TAE € Hdll/Q(F).

Les équations intégrales s’énoncent alors :
—inc —inc

— T
Soit 9 la fonction de CGreen. Etant donne (k,E ,H ),oncherche J=nAH, K=

TAE € Hdll/Z(F) tels que pour tout qﬁ € H(;i/Q(F),

I’EFIE s’exprime telle que

—inc

671) [ E (@) S(D)dN(@) =

— = [ ([o@ =¥, J@ar)) 9. 6(@)ar()
ik [ ([o@ =9I GAr@)) - 6(H)dr (@),
et la MFIE s’exprime telle que
(6.7.2) /F?{t” (@) 6(F /Ht 2)d0()

- [ ( / V(@ ~§) AT >dr<§>) (@)

+;/F ([ 9 =)V K@) v, - (2)dr ()
g

([

Ceci est 'expression continue de la formulation variationnelle des équations intégrales.
Dans la suite nous approcherons cette forme variationnelle a ’aide des familles de
fonction présentées précédemment.

De plus, par abus de notation, nous omettrons le —1/2 dans l'espace Hgii/ 2(F) =
Hai (T).

(Z)dr ().

=
=

=3

<=
N2
@i

6.8 Contribution de la CIOE dans la discrétisation
de la forme variationnelle

On prend comme fonction test gbz, la fonction de base associée a I’aréte ¢ qul appartient
a Hgiy(I'). On décompose J K € Hgiy(T) sur les fonctions de base ¢] € Hai ().

—> —

N — N o
Z j¢]7 K~ Zk](b]
j=1

Jj=1
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6.8. Contribution de la CIOE dans la discrétisation de la forme variationnelle

— —
11 reste alors a trouver une bonne approximation de FE; et H; pour exprimer
— —
2/ E,(7 (£)dD(7) e / H,(£) - ¢;(2)dT(£) en fonction des inconnues
I

Selon la CIOE employée, cette décomposition ne sera pas la méme. Notre but est
alors de trouver une formulation qui se comporte bien quand on déduit d'une CIOE
une autre plus simple. C’est-a-dire que la formulation intégrale déterminée avec la
CI3 doit étre équivalente a la formulation intégrale déterminée avec la CI0 quand les
coefficients aq, as, by, by sont nuls En effet, a cause des opérateurs différentiels, nous

ne représenterons pas Et et ’Ht a 'aide d’une seule famille, mais potentiellement
plusieurs familles. Nous préciserons lesquelles dans la suite.

6.8.1 Discrétisation des opérateurs Lp, L

Les CIOE font intervenir les opérateurs différentiels [Cp| [Cgl On introduit donc les
matrices Lp, Lg correspondantes.
—>

Comme les ¢; sont dans Hgiy, on peut appliquer directement la divergence surfacique.

Définition 6.19 (Discrétisation de l'opérateur Lp). On définit la matrice Ly telle
que

Loy == [ Ve- ,(@)V.- 6.(&)d0(@)

Par définition on a Lp,; = /F Lo(0)(T) - 6o()AT(T).

— —
De plus, par définition des fonctions ¢;, on ne peut pas définir / ER(@-)(?) .
Iy

e -

¢j(2)dl'(z) puisqu’elles ne sont pas dans H,y.

Notons que ce probleme peut étre résolu en prenant en compte les sauts engendrés
par cet opérateur sur les fonctions de Raviart-Thomas ( SOUDAIS 2017 ) ou d’utiliser
d’autres sous-espaces de Hg;y ('), par exemple les fonctions de Buffa-Christiansen (
YAN et al. 2013| ) mais ces approches n’ont pas étés considérées.

On projette alors les fonctions ngJ sur les fonctions pj grace aux q]

Définition 6.20 (Discrétisation de 'opérateur Lg). Soit P la matrice introduite da
la définition[0-17. Alors on définit la matrice

Lg = —P'LpP.

H
Proposition 6.21. Cette matrice approche l'action de Lr sur les ¢;.

Démonstration. Cette propriété est démontrée par STUPFEL 2015, eq. (17). On

S
projette les fonctions ¢; sur les fonctions 5;

[ 0@ Lal@)@HArE) = [ ME)@) - LalTl(6;)(F)ar(@).
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Chapitre 6. Contribution des CIOE dans une formulation équation intégrale

S PPy [ 0u(F) - Lo(6))A0(E)

n=1m=1

=— Z Z PP Lo,

n=1m=1

6.8.2 Contribution de la CIOE a I’EFIE
On déduit de la CIOE que

; [ By(@) - ps(Z)A0(F) = ; /F h <(aOI+ L — aslr) J(3)

- —
— (WL — byLr) Et(z))  G(2)dD(2).
Nous rappelons de J.-C. NEDELEC 2001, Théoréme 5.4.2, p. 209 que (E’, 7_-2) € Hyot ()

- O o = - =
donc (K =nAE,J=nAH) € Hau(T) et (B, H;) € Hyot(T'). Cependant, nous
—

avons choisis (voir STUPFEL 2015, eq. 10, p. 1660) d’approcher E; dans Hgaiy (')
pour le décomposer sur les fonctions de Raviart-Thomas. Ainsi

1 X -
EZ/ ( CL01+CL1£D—(12£R)IJ'¢3'(.Z‘)
— —
~ (biLp — boLn) e305(7) ) - Gi(F)AT (),
ce qui s’exprime matriciellement

= ; ((aOG‘M’ +a;Lp — CLQLR) I— (biLp — b2Lr) Q) '

— L o=
Or comme K = n A E, alors

N
2 kids.

et on a la relation entre les composantes de 'approximation de ces deux vecteurs

e~ Pk.

Donc la contribution des CIOE a 'EFIE est
1
2Jr

— — 1
E,(Z) - ¢3(2)dT () ~ 5 ((aoM + a;Lp — asLg) I — (byLp — byLg) PE) .
h

6.8.3 Contribution de la CIOE a la MFIE
OH comimence par remarquer que

5 L A e = [ I A ) @)
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6.9. Forme finale du systeme linéaire

dont on déduit a I'aide de la CIOE que

1 -
= QCLO/I‘h <(I+ bl,CD — bzﬁR) Et(l')

—(@1Lp — asLr) 7(2)) (7 A G)(Z)dT(D).

— —
Nous remplagons E; par —n AK ce qui va simplifier la discrétisation

1

- Q%/Fh <— (Z+ 01 Lp — boLR) (ﬁ A f((z))

(@ Lp — aslr) 7(2)) (7 A 6)(Z)dT(Z),

— —
nous approchons K dans Hg;, (I',) mais nous avons choisi d’approcher J dans Hyo (')
au lieu de Hg;y (I'p)

1 X - 7=
s, (= @+ biLo = bal) (7 A 65(7))

— (@ Lp — azlp) IL(7 A @-(z))) (7 A ) (D)AT(D).

R - = N - =
En remarquant que n A¢;- n A ¢; = ¢; - ¢, et/ﬁR(n/\qb)-(n/\w):—/ED(<;5)~w,
r r
on déduit
1 -
~ Q(I()E:I/F (- (T +boLp — L) k()

—

(2L — a1 L) 1;@(5?))  H(2)dT(2),

ce qui s’exprime matriciellement

1
= a0 (— (G(b(zb + bLp — blLR> k — (a;Lp — a1LR) L’) ,
1
~ —g ((M + bQLD — blLR) E + (azLD — alLR) Pl) .
0
Donc la contribution des CIOE a la MFIE est
1 A g — 1
5/F Hi(7) - 0,(2)d0 () = —5— (M + boLp — biLm) £ + (aLp — aiL) P).
h 0

6.9 Forme finale du systeme linéaire

Définition 6.22. On définit les matrices S, S telles que
S =it [ ([ 9 = DéBATE) ) - 6,()dr(7)
r, \Jr,
i 2NV o (NAT(D) ) V - 6(Z)dT(Z
i (] 9@ =V - 6,()ar) V-0, (@)ar ()
Sor= [ ([ Vo =) AG(1AT(D)) - 6yl F)T()
h Jv1h
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Chapitre 6. Contribution des CIOE dans une formulation équation intégrale

Proposition 6.23. Les matrices S et S sont symétriques.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate des propriétés de l'intégrale et de
la parité de la fonction de Green. n

Le second membre est obtenu en projetant le champ incident
b = [ B, (3) ,(2)0(D),
T'n
inc —
b= [ A, (@) 6i()dr(a).
T'n

Proposition 6.24. On cherche les vecteurs complexes I,k solution de

1 ~ 1
S + 3 (apM + a1Lp — asLir) S — 3 (b1Lp — b,Lwr) P [[] le]
~ I ol =
S+ — (asLp —a1Lg) P —S— — (M + byLp — b1 L) k b
2&0 2aO

— - =
Ces vecteurs sont les composantes dans la famille des ¢; de lapprozimation de J, K,

les inconnues de U'EFIE et de la MFIE.

On remarque que le systéme n’est pas symétrique, sauf si by = as/ag et by = ay/ag
et que la contribution de la CIOE n’introduit que des matrices creuses. C’est une
amélioration par rapport aux travaux initiaux de STUPFEL [2015 ou I'on introduisait
une matrice dense dans le bloc inférieur droit. Par contre, dans cet article la matrice
était symétrique.

L’introduction de cette modification dans un code industriel "haute performance' est
une tache complexe qui nécessite un investissement conséquent des équipes en charge
de ce solveur, et n’a pas été réalisée dans le cadre de cette these, dépassant largement
le cadre de cette derniere. Nous n’avons donc pas bénéficié des codes optimisés pour
un grand nombre d’inconnues ( méthodes de compression ACA ou H-matrices de
L1zE [2014] ) et présentons des résultats issus d’un code maquette résolvant 'EFIE et
la MFIE dans lequel nous avons implémenté la méthode numérique précédente.

6.10 Reésultats numériques

La figure [6.5| contient la SER monostatique d'un cone-sphere, éclairé depuis le nez,
calculée par un code axis symétrique de type équations intégrales avec maillage des
matériaux. Cette SER est comparée avec les SER calculées par le code maquette
équations intégrales couplées avec les CIOE CI0 et CI3 ou les coefficients sont calculés
dans le cadre de 'approximation du plan tangent.

Il y a 34056 inconnus pour le systéme linéaire final, pour ce céne-sphére (voir figure
. Avec une structure de données type matrice complexe pleine sur 64 bits, cela
représente environ 19 Gigaoctets de mémoire vive pour le systéme linéaire final.
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6.10. Résultats numériques

Polarisation TM Polarisation TE

—&— Référence

—— CIO

—— CI3
CI3csu

SER (dB)

_30 | | | | | |
0 50 100 150 0 50 100 150

einc (deg) einc (deg)

FIGURE 6.5 —e=1—14, p =1, d = 5cm, f =200 MHz, maillé \g/55, Oops = Oine

el

FIGURE 6.6 — Cone-sphere de longueur 2 metres et de demi-angle 8 degrés maillé
avec 11352 éléments.

Polarisation TM Polarisation TE
20 T T T
—&— Mie
—— CI0
a —— CI3
= CI3csu
o
S|
w0
_20 [
| | | O | | |
0 50 100 150 0 50 100 150
Hobs (deg) eabs (deg>

FIGURE 6.7 —e=1—14, u =1, d = 5cm, f =200 MHz, maillé \y/18, 8;,. =0

La figure contient les SER bistatique d’une sphére par équations intégrales
couplées avec les CIOE CI0 et CI3 ou les coefficients sont calculés dans le cadre de
I’approximation du plan tangent, et ces SER sont comparées avec celle obtenue par
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Chapitre 6. Contribution des CIOE dans une formulation équation intégrale

série de Mie.

Par manque de temps, nous n’avons pas de résultats numériques avec des coefficients
de CIOE calculés avec le cas du cylindre ou de la sphere.

Ces figures montrent que la SER calculée par EI avec CIOE est trés proche de
la solution de référence, méme dans ’approximation du plan tangent et valident
numériquement notre méthode.
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Conclusion

Rétrospectivement, pour résoudre le probleme de la diffraction électromagnétique
par équations intégrales en assurant l'unicité des solutions a priori, nous avions
la CIOE CI1 et une CSU. Les coefficients de la CIOE n’étaient calculables par
minimisation que dans le cadre de 'approximation locale de 1'objet par son plan
tangent. Cependant, cette CIOE n’était pas vraiment performante méme si I'on
ne vérifiait pas les CSU et les outils numériques en place ne permettaient pas une
utilisation de cette méthode dans un code industriel.

Il existait dans la littérature une CIOE proche de cette dernieére, qui donnait d’ex-
cellents résultats sans CSU. Nous avons alors réussi a trouver plusieurs CSU pour
cette CIOE. La résolution par couplage équation intégrale avec CIOE donne alors
des SER plus proches des résultats de référence, méme quand les coefficients sont
calculés dans 'approximation localement plane.

Nous avons voulu intégrer des courbures locales en approchant 1’objet localement
par un cylindre ou une sphere. Nous avons déterminé que les outils mathématiques
en place étaient bons, car les opérateurs associés a ces géométries convergent vers
ceux du plan quand le rayon augmente. Nous avons remarqué que les CIOE considé-
rées étaient performantes pour la sphere, mais pas pour le cylindre a cause de son
anisotropie. Numériquement, nous avons conclu qu’il était alors plus judicieux de
garder 'approximation plan infini local pour nos empilements.

Nous avons trouvé une CIOE plus adaptée au cylindre et 1’établissement de CSU
ainsi que l'intégration de cette CIOE dans les équations intégrales est une perspective
possible. Enfin, aucune analyse n’a été faite concernant la précision des CIOE quand
I’ordre de ces dernieres augmente, un point soulevé lors de la conférence WAVES
2019, a Vienne (Autriche).






Annexes

A Liste synthétique des CIOE

Nous rappelons 'expression des opérateurs aux dérivées partielles Lp, Lg, £ sur des
champs vectoriels tangents

- — — —
Lp =V V-, Lr=VsAVA, L=Lp— Lpg.
, . y -~ -
L’opérateur Z est l'identité. On rappelle que J = (n A H);.

— CIO
— Autres noms : SIBC, LIBC
— —
— Expression : F; = agJ
— Référence : LEONTOVICH [1948
— CI01
— Autre nom : Taylor 1
— —
— Expression : Fy = (agZ + a1 L) J
— Référence : STUPFEL 2015
— CI1
— Autre nom : Pade 1-1 .
— Expression : (Z+bL) Ey = (agZ + a1 L) J
— Référence : STUPFEL 2015
— Cl4

— Autre nom : Polynomial
N

— Expression : Et = (aoZ + a1 Lp — asLr) J
— Référence : HOPPE et al. [1995

— CI3
— Autre nom : Ratio . .
— Expression . (I + blﬁp — bgLR) Et = (aOI + (ll,CD - GQLR) J
— Références : HOPPE et al. [1995); MARCEAUX et al. 2000/; AUBAKIROV

2014

— CI6
— Autre nom : Curvature ratio .
— Expression : (Z + 1 Lp — eoLg) By = (diag (ay,a2) + b1 Lp — boLg) J
— Référence : HOPPE et al. (1995

— CI7

3 3
— EXpression . <I + Z (dVCDl + €i(—£R)i>> E’t = (aOI + Z (blﬁpl + Ci(—ﬁR)i)

i=1 i=1

)

—
J



Annexe

B Formulation des équations de Maxwell

Uniquement dans cette annexe, les constantes de matériaux relatives sont dénotées
par 'indice ,.
Les équations de Maxwell temporelles sont

.
%AgjtuaH = 0,

(B.1) ot,
eAFI—ea—E = 0

ot

Donc les équations de Maxwell harmoniques en convention e sont

VAE+iwuH = 0

A =

(B.2) VAL TR ’
VANH—wel =

On définit les constantes relatives p,. = /o, €, = €/€o, ko = wy/€ofto, Mo = 1/ 110/ €o-

— —
On pose H = nyH. Les équations harmoniques se réécrivent

VAE + ikonoH =0, #ewi [VAE + ikouH =0
(B.3) {M*”’Wu_’HEH{AH+“”’“71_’

— —
VAH — iknyle B =0, VAH — ik, E =0.

On pose k = kovy, Vp = \/lr€r, N = \/ Jhr ] €

B4
( ) - = — 5 N - = —
VAE +  tknon.H =0, HomH VANE + iknH =0,
- = — - = —
VAH—ikns'n'E =0, VAH — ikn'E =0.
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C. Opérateurs différentiels surfaciques sur 3 géométries

C Opérateurs gradient, divergent et rotationnel
en coordonnées cartésiennes, cylindriques, sphé-
riques et opérateurs surfaciques

C.1 Cartésien

_Of Of - Of o
(C.1) @f— 8x6x+ 8yey+ 55 &

(02) @_) 8UI 6uy I 8uz7
8y 0z

Bay = (2% %)z, (Ot 0w o, (0w Ou)o

(C.3) u_<8y 8z>e$+<8z 8$>€y+<8x 8y>ez

C.2 Cylindrique

(x,y,2) = (rcosf,rsinb, z),

o Ofs 10f- Of
(C4) V 6r + 69 69+ a - €z,

&h

2 - 10(ru,)  10uy | Ou,
(C5)  Veu=o—g =+t o

. lauz % N Ou, Ou,\ - 1 [0(rug) Ou,\ —
(C-6) VA“‘(M@ az>e’“+<az_ar>€9+r< or a0 )

C.3 Sphérique

(x,y,2) = (rcos¢sinf, rsinfsin b, rcosb),

= _8fa 18fﬂ 1 Jf
(C.7) VI= o T 0% T reng 9o
o - 10(%u,) 1 0 1 Ouy
(C.8) v e +7°sm989 (Sln(e)u9)+rsin9 ¢’
= - 1 3 au@ —
(C9) VAu= p—z (89 (sin(f)ugy) — 8(]5) ...
1 Ou, 10(ruy)\ —
+<rsin98qb—r or )60'”
1 (0(rug)  Ouy ‘
r or 00
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Annexe

C.4 Opérateurs surfaciques

Soit §2 un objet de surface I' réguliere et 7 la normale unitaire sortante de cet objet.
Soit f et u une fonction et un champ de vecteurs dérivables en tout point z de I,
on rappelle de J.-C. NEDELEC [2001 les opérateurs différentiels surfaciques

(C.10) (@) =V -
(C.1) = V- (i@ - @ @) 0@,
(C.12) VG (2) = 1(2) (mz).%w(z)).

Si I'on veut appliquer le rotationnel surfacique comme une application sur les champs

tangentiels (& 2 coordonnées), les opérateurs rotationnels surfaciques scalaire et
vectoriel sont

(C.13) rote(Z) = n(Z) - V A (D),
(C.14) rote f(Z) = =1 AV, f(Z).
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D. Solution dans le plan quand k3 = 0

D Solution dans le plan quand k3 =0

Dans chaque couche de ’empilement plan.
Si ks = kjep — k2 — kI = 0, il existe (c1(ka, ky), ca(ka, ky), c3(ka, ky), ca(ka, ky)) €
(C(R?*))* telles que

Ey(ky, by, 2) = c1(ke, ky) 2 + ca(ka, ky),
Hy (kg ky, 2) = (ki k)2 + ca(ka, ky).

A partlr des composantes ex,ey des équations de Maxwell, on peut déterminer
Egc7 E,27 ’Hm, .. Cela revient & résoudre Y = MX ot la matrice M et les vecteurs
X, Y sont définis tels que

. OL, |

| iky 0 0 —ikop | E, | ik By
M= like 0 0 —ik, |’ X = H. |’ Y= oH,
0 ikoe ik, 0 H. 0y
|tk H,y, |

Cette matrice est inversible si det(M) = (k* — k2)? est non nul. On suppose donc

k2 # 0. Alors M™* —M

k2
1 OH . 1 ( 0B, . .
Ex kfg‘ < Zy> , Hx — ?% <—’Lk‘0€8zy —+ Zk'ylkx%y> s
A~ 1 ( 0E, . . L OH
EZ = ]Z% <—Zkyazy — Zkoﬂlkay> HZ = k—% <Zk0€2kmEy — 1Ry azy>

a et
Alors on extrait alors uniquement les composantes suivant z,y de F et e, NH

1
k?

Ey = c1(kz, ky)z + 2k, ky)

_7-211 = _63(kx> ky)z - C4<kxa ky)a

Ey = — (=kyko By + ikopcs (ke ) )

~ 1 ~
o= =15 (ikoecs (ke ky) + kyka ™)
- =
Vérifions V - E
- 5 _ R _ . GE’Z
V-E =ikE, +ik,E, o
.k A k
= —ik,E, ki“c3 +ik,E, +kL”c3,
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On définit les matrices Ag(ky, ky, 2), Bg(ks, ky, 2), Ag(ks, ky, 2), B (ks, ky, 2) constantes
par morceaux en z

hy _Z,kou(z)
AE(kx,ky,Z) =z k’x k% )

1 0
LN
BE(kxakyaz) = k?g; 5
1 0

0 -1
A—H(kfca ky7 Z) =z —ZkOE(Z) _@ )
2 ks

0 -1
BH(k’x,ky,Z) = 0 ky .
ks

Les composantes en e_;c, e_; des champs, dites composantes tangentielles par abus de
langage sont

A

Ey(ky, by 2) = Ap(ky, by, 2) [Clgzxakyaz ] + Ba(ka, iy, 2) lc:zgzx,llzy,zﬂ |
(
(

)
T ky7 Z)
)
)

Tillies by 2) = Ay by 2) lcl ] + Bi(ke. ky. 2) [CQ(ZI’ZW%] |

Mais les matrices By, Bg ne sont pas inversibles et donc on ne pourra pas trouver
la matrice Z.
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E. Solution dans le cylindre quand k3 = 0

E Solution dans le cylindre quand k3 = 0

Dans chaque couche de I'empilement cylindrique.
Si ks = 0, k2 = w?ep et il existe donc des constantes (c1(n), c2(n)) € C(N)? telles que

A

E.(r,n k) =ci(n)r"™ + ca(n)r™".

Dans ce cas Ez(r, n, k,) est linéairement dépendant de Ez(r, —n, k,) et 'on peut se
restreindre a n entier naturel.
Toute la méthode est aussi valable pour H., il existe des constantes (c3(n), ci(n)) €
C(N)? telles que

H.(r,n, k) = cs(n)r" + co(n)r™

A . - — , . , .
A partir des composantes en e,, ey des équations de Maxwell, on peut déterminer
Era E97 Hra H@-

—Z-de/[LEEAlg + iwuﬁr = —@EA’Z,
r
. . dH,
wely —iwy/pel, = — ,
dr
dEZ
(1 ¢E, + zw,qu 1
r
m
zweE + 1w/ H9 HZ.

Ce systeme n’est pas inversible. On remarque une redondance dans les termes de
gauche des équations.

. A ) A mn -
—iwy/peby + iwpH, = - (Cl(n)r” + ea(n)r n) ’

iweEy — Wy peH, = —n (Cs(n)?”n*1 — 64(n)r*”*1) ,

Wy NEET + Wﬂﬁe =n (Cl(n)rn_l — CQ(n)T_n_l) 7

mn

iweE’r + iw\/u€ﬁ9 = — (cg(n)r" + C4(”)T7n) .
r

Il est donc nécessaire pour que les égalités soient compatibles que 03( ) = —iy/e/uci(n)
EZ (TJ n? kz)

et cy(n) = 1y/€/uca(n) donc | = n) On
1(n) ¢/nex(n) [Hz(r,n,kz)] [—i\/e//ﬁ" i€/ ur ] [ ]
considere alors les deux égalités non redondantes de ce systeme ainsi que les compo-
santes e, des équations de Maxwell.

—iwy peby + iwpH, = —in <C1 (n)r" ! + cz(n)r_”_1> ,
iW\/[,LEET + Zu]ﬂﬁe =n (Cl (n)rn_l _ Cz(n)T‘_n_l) ’

}8(7"159) m 5 = —w\/e (01( 't — 02(n)7“_") 3

r  or 7"
1 a(rﬁg) N . n -n
e 7H = jwe (cl(n)?” + ca(n)r ) :
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On injecte les deux premieres égalités dans les deux dernieres.

1 8(TE9)

i&(gfje) B UJZT (iw\/ﬁﬁg _in (cl(n)r"’l . CQ(H)rfnfl)) = jwe (cl(n)r” + cz(n)r’") )

On développe

Sy = e (e ) o (" — ea()r ).

10(rHy) n [e ,  —in? _— o2\ n n
ST zr\/;Eg = (cl(n)r + co(n)r ) + iwe (cl(n)r + co(n)r ) :

On factorise

1 E N 2 2
19(rEs) + in\/ﬁHg = —cl(n)\/ﬁ (wer" - nr"2> + c2(n)\/ﬁ (wer" — nr”2> :
r Or rVe € €

Wi W

19(rH A 2 2
19(rH) _ in\/?Eg =ci(n)i <wer” - nr"_2> + ca(n)i (wer‘” — nr‘”_2> :
r or r\ u W

wt

On voit que si 'on injecte I'une dans 'autre, on obtiendra une EDO d’ordre 2
inhomogene. L’expression de la solution de cette EDO n’est pas simple ni immédiate,
nous n’avons donc pas continué 1’étude dans ce cas.
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F. Fonctions de Bessel

F Fonctions de Bessel

Cette annexe référence quelques définitions et propriétés.
Soit J, la fonction de Bessel de degré n de 1™ espece, Y, la fonction de Bessel de
degré n de 2° espece, solutions de

(F.1) ZQdiu(z) + zjj(z) + <22 - n2) u(z) = 0.

La fonction de Hankel de degré n de 1™ et 2° espéce sont définies comme

(F.2) HWY(2) = Jo(2) +iY,(2),
(F.3) HP(2) = Jo(2) — iY,(2).

On remarque que V(z;, z,) € C?

)

= (Zl + iZQ)Jn(Z) - iZ2H(1) Z)?
)
)

(F.4) = 2 HP(2) + (22 + i21)Ya(2),
= 2 HW(2) + (20 — i21) Y, (2),
21 — iZQ z1 + izQ
= AT A B e
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Annexe

G Harmoniques sphériques

G.1 Solutions vectorielles a divergence nulles des équations
de Maxwell harmoniques

Soit £ une sphere de rayon R centré sur 'origine. On cherche les champs solution
des équations de Maxwell harmoniques.

Comme le domaine est un ouvert étoilé et que par définition, la divergence des
champs est nulle, d’apres le théoréme de Helmholtz-Hodge ( Gul et al. 2007 ), on
peut les représenter comme issus de rotationnels.

On peut donc choisir une représentation en potentiel pour I'un et définir I'autre grace
a une équation du systeme de Maxwell :

30 ¢ (C>(Q))? tels que

— - = — - =
E = VA, H = VAD,
(G.1) = 6/\6/\5 ou alors . 6/\%/\5
H = — , , FE = ————M.
ikn ikn=1

Dans le domaine extérieur, les constantes k, 7 sont kg et 19. Une solution du probleme
général est alors une combinaison linéaire des deux problémes ci-dessus.
On utilise alors 1’équation de Maxwell restante

—

e e —
VAVAVA®=EKVAO.
- = — - = T S S -
Puisque VAVV =0et que VA VAV = —-AV + VV -V, le potentiel ® doit étre
solution de

(G.2) VA (Ag - k%) =0.

— —
On choisit ® comme un vecteur radial : ® = r¥¢, ( BOHREN et al. 2004, p. 84 ).
On va alors montrer que ¥ doit satisfaire a I’équation de Helmholtz scalaire.

o
Rappel : dans la base sphérique (ZT, €9, g¢), pour un vecteur V' et un scalaire ¥, on
a

%\Ij— 87\1/_) +187\11_> + 1 87\11%
T or T 00 0T rsingag °”
18 ([ ,00 10 (. oV 1 02U
A= ( a) T T sn000 (Smeae> T T inZ0 95
- = 1 o, . oV \ =
V/\V_rsine <60(SIHQV¢)—6¢> Cr...

1 0V, 10 —
<rsin0 o¢ a T@?“(TV¢)> o

1[0 ov,\ -

r

En développant les calculs, on obtient

e g o 1 0 ov 1 9*v -
d— kP = ——(sinf—— | - ——— | KV )¢, -
VAVA (rsinQ ( 06 (sm 89) sin 0 aqs?) ) ‘
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G. Harmoniques sphériques

10 ov\\ =
*(mr(ra@))“'“

1 0 [ ov\)\ -
* (rsin@@r (T&b>> €4

En définitive, nous avons dans tout €2 :

— - = = — 1 0 0
_ 2 _ — . ha 2 — s 2 —
V/\(V/\V/\(I) kcp) Oer+< Smead)(A\Iﬂrk\P))ee—|—<80(A\IJ+k\IJ)>e¢

N
0=-VA((AV+kV) Te,)

On voit donc que si on a ¥ solution 1’équation de Helmholtz homogene (G.3)) alors

—

® := rWe, satisfait (G.2)

(G.3) AU + k*U =0 dans Q.

Et alors on obtient des solutions du probleme de Maxwell grace aux formulations en

potentiels (G.1)).

G.2 Solutions du probleme de Helmholtz dans la sphere

Nous cherchons une solution de 1’équation de Helmholtz dans le cas ot ()
est la sphere unité. Par séparation des variables, nous allons exhiber des solutions
fondamentales appelées harmoniques sphériques.

Soient k € C,Q = B(0,1),Q° = R*\Q.

Le Laplacien s’écrit en coordonnées sphériques :

1[0 [ ,00 L 0 (.00 1 0%
=2\a e ) Tammar M%) T wem e )

G.2.1 Solution particuliere de Helmholtz par séparation des variables

Hypothese G.1. On suppose que l'on peut écrire W(r,0,¢) := f(r)g(0)h(p).
Proposition G.2.
(G.4) Vm € 7Z, h(¢p)=e".

Démonstration. On note f' = a—f,g’ = g‘g, n = gz

or

en r, 0, ¢ dans f, g, h pour alléger les notations.
L’équation de Helmholtz s’écrie a l’intérieurm de la sphere :

20 _ i@er’ i fh 2 / fg 2
(G.5) A‘I/—i—k\ll—ghTQ o = sin(Q)@H(Sm(e)g)+Sin2(0)h + k“fgh

(G.6) —0Y(r,0,0).

On omettra les dépendances

1. Le cas extérieur est analogue en changeant k pour k.
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Annexe

r? sin?(0)
f(r)g(0)h(o)
de Helmholtz par ce terme pour faire apparaitre 2 termes dépendant de variables
différentes : un terme variant selon (r), I'autre selon (6, ¢).

On suppose que ne peut pas s’annuler. Alors on multiplie ’équation

f (A\If + kW) = (1 ol (mf) + <Sm(19)g§9(sin(e)g') - Smi ( 9)};) :
0= R(r )+@(9 b).

Chaque terme doit donc étre égal a une constante dont la somme sera nulle. En
séparent les dépendances en 0 et ¢ dans ©, on trouve que chaque terme est aussi
constant :

n
h
De plus, par définition du repere sphérique, h(¢) 2m-périodique :

3z, € C, — = 27 = h(p) = e™?.
h@) = h(¢+ 2m) & €T =1 = Vm € Z, z, = im.
O
Proposition G.3. Vm € Z,Vv € C, soit P!' la fonction de Legendre associée. Alors
(G.7) g(0) =P (cosb).

Démonstration. En injectant h dans l’équation de Helmholtz normalisée par un
2

-
facteur —— on obtient
fah

r? 2 1(97‘2f’ 1 0, . , m?
Fon (A7) (f or )+(gsm<e)ae<sm<9>g>—sz<9>>v
0= R(r) + A(6).

A(6) est donc une constante :

1 0 dg m?
Jaec,— (2 — A
€C g (ae (1 989)) Sin20

On multiplie alors cette expression par g

1 0 dg m?
sin 0 (ae <81“909>> - (‘A B sm29> =10

Dans la littérature ABRAMOWITZ et al. 1964, on fait apparaitre "’équation différen-
tielle associée de Legendre" car il existe v € C,—A = v(v + 1). Des solutions de ce
probléme sont les fonctions associées de Legendre du ler type, notées P (cos 6)
D’aprés BOHREN et al.2004), p. 84 ( ABRAMOWITZ et al. 1964, p. 1264 ), v € N;n > m.
On pose alors n = v.

]
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G. Harmoniques sphériques

Proposition G.4. Soit j, (resp. hy la fonction de Bessel (resp. Hankel) d’ordre n.

©8) o= { ) gy

Démonstration. On normalise I’équation de Helmholtz en remplacant les derniers
termes par la constante exhibée précédemment.

T2

o (AW + kW) =0,

_ ; (r2f) + (k)2 = n(n + 1)) f.

On voit alors apparaitre 1’équation de Bessel d’ordre n 4+ 1/2 dont des solutions
linéairement indépendantes sont les fonctions de Bessel d’ordre n + 1/2 du 1° type
Jnt1/2 €t du 2¢ type Y, 11/2, ( BOHREN et al. 2004, p. 86, MORSE et al. 1953, p. 1465

). A partir de ces derniéres, on définit les fonctions de Bessel sphérique 7j, et yn

. ™ s
]n(krr) = \/;Jn-i-l/?(kTL yn(kﬂ‘) =4/ %Yn+1/g(l€T>.

Lorsque r tend vers 0, les y,, () tendent vers I'infini. On présente aussi comme solution
une combinaison linéaire de ces deux solutions : les fonctions de Bessel sphérique du
3¢ type h,, :

ho(kr) = jn(kr) — iyn(kr).

Les h,, sont aussi singulieres a 'origine pour tout n. On choisit alors de prendre
alternativement 'une ou l'autre selon le domaine. O

G.2.2 Solutions scalaires de 1’équation de Helmholtz sur la spheére

On définit les harmoniques sphériques comme les fonctions Y™ = C/(m, n)e™™P™ (cos 6)
avec C(m,n) tel que

/ YynYynds = 07 7.
S

m | 2n4+1(n—m)!

4 (n+m)l
De fait, ces fonctions forment une base des fonctions Ly sur la sphére unité solution
de I’équation de Helmholtz : soit f(6,¢) € Lo(S) solution de Af + k*f = 0 alors

D’apres J.-C. NEDELEC 2001, p. 24, C'(m,n) = (—1)

(G.9) FO.0)=5 S funYun(0.6).

n=1m=-—n

fmv” = ~/Sf<67 ¢>Ym,n(9, d))dS

G.2.3 Solutions scalaires de I’équation de Helmholtz dans R?

On peut étendre ces solutions a tout 1’espace pour obtenir une solution pour un
champ scalaire .

149



Annexe

Tout champ scalaire ¥ solution de I’équation de Helmholtz s’écrit dans 2 U Q° :

(G.10) U(r,0,¢) = Z Eamn man(7,0, 0)

(G.11) Uo7, 0, 0) = 20(1) Yo (0, )
—/S\I/ (1,0, 0) Y n (6, 6)ds

(G.12) 2a(r) = { :((/Z% dans o
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H. Courbes de HOPPE 1995

H Courbes de Hoppe et al. 1995

Cette section référence les résultats de HOPPE et al. 1995l

3 Y
Dans ce livre, la condition d’impédance est de la forme F; ‘H;, alors que dans

S D
cette these, la condition d’impédance est de la forme E; = Z.J,.
La relation entre les deux matrices est

5 5|10 1
" a0 1]
La figure représente la partie imaginaire de la matrice d’impédance pour un plan
infini. La courbe Fzact correspond a la matrice, SIBC a Leontovich, Polynomial &
la CIOE CI4 et Ratio a la CIOE CI3.

150
100
] — Exact yd
sol | SIBC yX
g { |-- Polynomial
5 ) *  Ratio ) |
S -
'Bi 1 iy
8 50 Surface Wave ) J/
- ] j A / g 7
] Xy
-100 Eal
: —2—-“""" ................................... J ......... J ..................
~150 St B N S N A —

0 02 04 06 08 1 12 t4 16 18 2

Keko

Figure 3.4: Impedances for a planar dielectric coating with ¢, = 4.0, pr = 1.0,
and d = 0.05X,.

FiGURE H.1 — Courbes de la page 33 de Hoppe & Rahmat-Samii 1995

La figure représente la partie imaginaire de la matrice d’'impédance pour un
cylindre. La courbe Ezact correspond a la matrice, HOIBC' Planar a la CIOE CI3 et
HOIBC Curvature a la CIOE CI6.
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800 ——
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Figure 4.14: Impedance terms for a curved dielectric coating with @ = 0.1)q,
d = 0.075), ¢ = 6.0, and u, = 1.0.

F1GURE H.2 — Courbes de la page 62 de Hoppe & Rahmat-Samii 1995

I Espaces Hg, et H,

Ces espaces ont été étudiés par J. C. NEDELEC 1980\

Nous rappelons dans cette annexe, les résultats principaux et les relations de compa-
tibilité pour des fonctions de bases associées & ces espaces [Hai (') et [Hyo(T).

Soit T' une surface fermée bornée réguliere de R?. Soit I';, une approximation de T’
par un maillage triangulaire, on désigne notamment un triangle de I';, par T

Définition L.1. Pour tout T' € I', soit ¢;r une fonction intégrable sur T alors on
définit la notion de fonction intégrale sur I'y,, la fonction ¢y, telle que

/F oDy = /T oyrdT.

Tely
Définition 1.2. On dit que ¢, € L*(T;) si et seulement si ¢p € L*(T) pour tout
Tely.

I.1 Hgy

Une autre référence est celle du chapitre 5 du cours de BENDALI 2014/

— —

Définition 1.3. On dit que V), € Hy; (I'y) si et seulement si Wp € Haio(T) pour
- =

tout T € Ty, Alors on définit sous forme faible V- ¥,. Soit ¢ € C*(T')

<€s-q7h,¢> == % [Wp VT,

Tel'y

Une définition équivalente est donnée par BENDALI 2014, eq. 5.3.
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I. Espaces Hdiv et Hrot

—
Définition 1.4. On dit que ¥;, € Hyy, (T si et seulement s’ il existe 1 € L*(T') telle
que pour toute ¢ € C*(T)

I
(Vo wi0) = [wodr.
r
On déduit la relation de compatibilité Hy;, suivante (J. C. NEDELEC 1980, Lemme. 8).

— —
Proposition 1.5. Soit ¥ tel que V| soit régulier pour tout T' € T'y,.

—
Alors U € Haiy(I'y) si et seulement si pour toute aréte v; séparant les triangles T]g et

.= oo )
Tjd ot V; est le vecteur unitaire sortant du triangle Tf vers T;i, on a

— —
<\I]|Tjg - \I]|Tjd) : 7_}‘7 == O

Démonstration. Cela se démontre grace aux formules de Green pour la divergence
surfacique (voir BLADEL 2007, eq. (A3.47)) en remarquant que la surface '), est
fermée et qu’un triangle posseéde toujours une aréte en commun avec un autre.

(Vowno) == 5 [ - Vo1,

Tth
— = — 5
= > [ Vo Wpedl - 3 [ W Brods,
Ter, ' T Ter, 7T
- —
= [woar = > [ Wi Vreay,
r TeTy, oT

Nog — —
= [wodr =% [ (Vo = Wiy ) - T
r j=177j J

1.2 H.

L’espace H,o; a déja été étudié par J. C. NEDELEC [1980, Lemme. 6. Nous rappelons
les résultats de compatibilité et leurs démonstrations.

— —
Définition I.6. On dit que V), € H,ot (') si et seulement si Wy € Hyot(T') pour tout
T eTly.

ﬁ
Alors on définit sous forme faible Vl A,. Soit ¢ € CH(T),

N — — — N —
<np'v5/\‘11h,¢>:— Z /T\IJ|T <7”LT/\VS¢> dT.

Tel'y

On déduit la relation de compatibilité H,.; suivante.

— —
Proposition 1.7. Soit ¥ tel que V| soit régulier pour tout T' € T'y,.
%

Alors W € Hyo(I'y) st et seulement si pour toute aréte v; séparant les triangles Tjg et
Tjd ot 17j est le vecteur unitaire sortant du triangle T3 vers Tjd, et ?j =nr /\l_}j on a

— —
(qf,Tjg — \IJW) T, =0.
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Annexe

De méme que pour Hg;,, cela se démontre grace aux formules de Green pour le
rotationnel surfacique (voir BLADEL 2007, eq. (A3.57)) en remarquant que la surface
[}, est fermée et qu’un triangle possede toujours une aréte en commun avec un autre.

Démonstration.
— —
<?{F VLA qfh,¢> . / U (ﬁT A ioj) dT,
Ter, ' T
- = -
= Z / RT'VS/\‘IJ|T¢dT— Z / \I’|T (HT/\;)T) ¢d"}/,
Ter, ' T Ter, YT
= -
= [wodr = 3 [ w7 i0dy,

Tel'y,

Nog - - N
= /chbdF - Z/ (‘I’|Tf - ‘I’|T;.i) $Tj0dy.
=170

154



Références

ABRAMOWITZ, M. et I. A. STEGUN (1964). « Handbook of Mathematical Functions :
With Formulas, Graphs, and Mathematical Tables ». Courier Corporation. 1078 p.

ISBN : 978-0-486-61272-0 (cf. p. [30] [82] [L02] [L06] [148)).

AUBAKIROV, A. (2014). « Electromagnetic scattering problem with higher order
impedance boundary conditions and integral methods ». These de doct. Cergy-
Pontoise. URL : https://tel.archives-ouvertes.fr/tel-01017256 (cf. p.

BENDALL A. (2014). « Equations Intégrales en Electromagnétisme ». Cours. Tou-
louse : Insa. URL : http://www.math . univ- toulouse . fr / ~abendali /

polyelec1314.pdf| (cf. p. [122] [152).

BENDALIL, A.; M. B. FARES et J. GAY (1999). « A boundary-element solution of the
Leontovitch problem ». IEEE Transactions on Antennas and Propagation 47.10,
p. 1597-1605. 1sSN : 0018-926X. DOTI : 10.1109/8.805905 (cf. p. [125]).

BLADEL, J. G. V. (2007). « Electromagnetic Fields ». John Wiley & Sons. 1171 p.
ISBN : 978-0-471-26388-3 (cf. p. [15] 23] [153] [L54)).

BOHREN, C. F. et D. R. HUFFMAN (2004). « Absorption and scattering of light by
small particles ». OCLC : 254937169. Weinheim : Wiley-VCH. 530 p. (cf. p. [146]

7'

BowMAN, F. (1958). « Introduction to Bessel functions ». Dover Publications. 164 p.
ISBN : 978-0-486-60462-6 (cf. p. [79).

Brezis, H. (1996). « Analyse fonctionelle : Théorie et applications ». 5. tirage.
Collection Mathématiques appliquées pour la maitrise. OCLC : 34953397. Paris :
Masson. 233 p. ISBN : 978-2-225-77198-9 (cf. p. .

CESSENAT, M. (1996). « Mathematical Methods in Electromagnetism : Linear Theory
and Applications ». T. 41. Series on Advances in Mathematics for Applied
Sciences. WORLD SCIENTIFIC. DpoOI : 10.1142/2938. URL : http://www |
worldscientific.com/worldscibooks/10.1142/2938 (cf. p. |§|, , , ,

13).


https://tel.archives-ouvertes.fr/tel-01017256
http://www.math.univ-toulouse.fr/~abendali/polyelec1314.pdf
http://www.math.univ-toulouse.fr/~abendali/polyelec1314.pdf
https://doi.org/10.1109/8.805905
https://doi.org/10.1142/2938
http://www.worldscientific.com/worldscibooks/10.1142/2938
http://www.worldscientific.com/worldscibooks/10.1142/2938

Annexe

CHENG, D., Y. ZHAO et W. LIN (1993). « Spectral impedance boundary condition
(SIBC) method for a spherical perfect electric conductor (PEC) with an uniform
biisotropic coating ». Journal de Physique III 3.9, p. 1861-1870. 1SSN : 1155-4320,
1286-4897. DOI : 10.1051/jp3:1993246. URL : http://www.edpsciences.org/
10.1051/jp3:1993246 (cf. p.[104).

DLMF (2019). « NIST Digital Library of Mathematical Functions ». F. W. J. Olver,
A. B. Olde Daalhuis, D. W. Lozier, B. I. Schneider, R. F. Boisvert, C. W. Clark,
B. R. Miller, et B. V. Saunders. URL : http://dlmf .nist.gov/| (cf. p. [61] [80}

7’

Gur, Y. F. et W.-B. Dou (2007). « A Rigorous and Completed Statement on
Helmholtz Theorem ». Progress In Electromagnetics Research 69, p. 287-304.
ISSN : 1070-4698. DOI : 10.2528/PIER06123101. URL : http://www. jpier.org/
PIER/pier.php?paper=06123101 (cf. p. [146).

HoprPE, D. J. et Y. RAHMAT-SAMII (1994). « Higher order impedance boundary
conditions applied to scattering by coated bodies of revolution ». IEEE Transac-
tions on Antennas and Propagation 42.12, p. 1600-1611. 1SSN : 0018-926X. DOT :

10.1109/8.362814 (cf. p.[11] [78).

HoprpE, D. J. et Y. RAHMAT-SAMII (1995). « Impedance boundary conditions in
electromagnetics ». Washington, DC : Taylor & Francis. 176 p. ISBN : 978-1-

56032-385-3 (cf. p. P} [i2) [19), [55) [65) [58) [o6) [I12} [137, [I51).

KRAFT, D. (1988). « A software package for sequential quadratic programming ».
88-28. Braunschweig, Kéln : Institut fiir Dynamik der Flugsysteme (cf. p. [70).

LEONTOVICH, M. (1948). « Investigations of Propagation of Radiowaves, Part II.
Moscow ». Russia : Printing House of USSR Academy of Sciences (cf. p. , 137)).

LizE, B. (2014). « Résolution directe rapide pour les éléments finis de frontiere
en électromagnétisme et acoustique : H-Matrices. Parallélisme et applications
industrielles ». thesis. Paris 13. URL : https://tel.archives-ouvertes.fr/

te1-01244260)| (cf. p. [132).

MARCEAUX, O. et B. STUPFEL (2000). « High-order impedance boundary conditions
for multilayer coated 3-D objects ». IEEE Transactions on Antennas and Propa-
gation 48.3, p. 429-436. 1sSN : 0018-926X. DOI : [10.1109/8.841904] (cf. p. [2] [22]

”

MEDGYESI-MITSCHANG, L. et J. PUTNAM (1985). « Integral equation formulations
for imperfectly conducting scatterers ». IEEE Transactions on Antennas and
Propagation 33.2, p. 206-214. DOI : 10.1109/TAP.1985.1143560 (cf. p. [123).

MORSE, P. M. et H. FESHBACH (1953). « Methods of theorical Physics. Volume I &
IT ». McGraw-Hill, New York (cf. p. [149).

156


https://doi.org/10.1051/jp3:1993246
http://www.edpsciences.org/10.1051/jp3:1993246
http://www.edpsciences.org/10.1051/jp3:1993246
http://dlmf.nist.gov/
https://doi.org/10.2528/PIER06123101
http://www.jpier.org/PIER/pier.php?paper=06123101
http://www.jpier.org/PIER/pier.php?paper=06123101
https://doi.org/10.1109/8.362814
https://tel.archives-ouvertes.fr/tel-01244260
https://tel.archives-ouvertes.fr/tel-01244260
https://doi.org/10.1109/8.841904
https://doi.org/10.1109/TAP.1985.1143560

Références

NEDELEC, J. C. (1980). « Mixed finite elements in R3 ». Numerische Mathematik
35.3, p. 315-341. 1SSN : 0029-599X, 0945-3245. DOI : 10.1007/BF01396415. URL :
https://link.springer.com/article/10.1007/BF01396415 (cf. p.[122]

7'

NEDELEC, J.-C. (2001). « Acoustic and Electromagnetic Equations : Integral Repre-
sentations for Harmonic Problems ». Springer Science & Business Media. 336 p.
ISBN : 978-0-387-95155-3 (cf. p. [6] [14} [17] [102] [103] [122] [128] [130} [140} [149).

RAVIART, P. A. et J. M. THOMAS (1977). « A mixed finite element method for
2-nd order elliptic problems ». Mathematical Aspects of Finite Element Methods.
Lecture Notes in Mathematics. Springer Berlin Heidelberg, p. 292-315. 1SBN :
978-3-540-37158-8 (cf. p. [124).

SANDSTROM, S.-E. et C. ACKREN (2007). « Note on the complex zeros of H, (z) +
iCH,(x) ». Journal of Computational and Applied Mathematics 201.1, p. 3-7.
ISSN : 0377-0427. pOI : [10.1016/j . cam.2006.01.032. URL : http://www |
sciencedirect . com/science/article/pii/S0377042706000720 (cf. p.
106]).

SENIOR, T. B. A. (déc. 1960). « Impedance boundary conditions for imperfectly
conducting surfaces ». Applied Scientific Research, Section B 8.1, p. 418-436.
ISSN : 0365-7140. DOI : 10.1007/BF02920074. URL : http://link.springer.
com/10.1007/BF02920074 (cf. p. .

SENIOR, T. B. A. et J. L. VOLAKIS (1995). « Approximate Boundary Conditions in
Electromagnetics ». IEE Electromagtic waves series. The Institution of Electrical

Engineers. 372 p. ISBN : 978-0-85296-849-9 (cf. p. 2| [8} [11)).

SouDpAlIs, P. (2017). « 3D MoM computations with high order impedance boundary
condition ». 2017 International Conference on Electromagnetics in Advanced
Applications (ICEAA), p. 340-341. DO1 : 10.1109/ICEAA.2017.8065245 (cf. p. ,

STUPFEL, B. (2015). « Implementation of High-Order Impedance Boundary Condi-
tions in Some Integral Equation Formulations ». IEEE Transactions on Antennas
and Propagation 63.4, p. 1658-1668. 1SSN : 0018-926X. DOI : 10.1109/TAP.2015.

2392125 (cf. p. 2] [42 49 [64] [123] [127] [127] [129] [130] [132} [137).

STUPFEL, B. et D. POGET (2011). « Sufficient uniqueness conditions for the solution
of the time harmonic Maxwell’s equations associated with surface impedance
boundary conditions ». Journal of Computational Physics 230.12, p. 4571-4587.
ISSN : 0021-9991. por : 10.1016/j . jcp.2011.02.032. URL : http://www |
sciencedirect.com/science/article/pii/S0021999111001215 (cf. p.

YAN, S., J. M. JIN et Z. NIE (2013). « Accuracy Improvement of the Second-
Kind Integral Equations for Generally Shaped Objects ». IEEE Transactions on
Antennas and Propagation 61.2, p. 788-797. 1SSN : 0018-926X. DOI : [10.1109/
TAP.2012.2224835 (cf. p. [129).

157


https://doi.org/10.1007/BF01396415
https://link.springer.com/article/10.1007/BF01396415
https://doi.org/10.1016/j.cam.2006.01.032
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0377042706000720
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0377042706000720
https://doi.org/10.1007/BF02920074
http://link.springer.com/10.1007/BF02920074
http://link.springer.com/10.1007/BF02920074
https://doi.org/10.1109/ICEAA.2017.8065245
https://doi.org/10.1109/TAP.2015.2392125
https://doi.org/10.1109/TAP.2015.2392125
https://doi.org/10.1016/j.jcp.2011.02.032
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0021999111001215
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0021999111001215
https://doi.org/10.1109/TAP.2012.2224835
https://doi.org/10.1109/TAP.2012.2224835

Annexe

Yosipa, K. (1995). « Functional Analysis ». Springer Science & Business Media.
522 p. ISBN : 978-3-540-58654-8 (cf. p. .

158



	Remerciements
	Informations

	Sommaire
	Table des figures
	Acronymes et notations
	Acronymes
	Notations Mathématiques
	Notations Physiques
	Opérateurs

	Introduction
	1 Contexte mathématique global
	1.1 Équations de Maxwell à l'intérieur et à l'extérieur de l'objet
	1.2 Problème de Maxwell à l'extérieur de l'objet avec opérateur de Calderón sur son bord
	1.3 Problème de Maxwell à l'extérieur de l'objet avec approximation de l'opérateur de Calderón sur son bord
	1.4 Étude de l'unicité des solutions du problème extérieur avec CIOE sur le bord

	2 Unicité des solutions de Maxwell
	Introduction
	2.1 Une condition suffisante assurant l'unicité des solutions du problème de Maxwell extérieur
	2.2 Des CSU pour les CIOE de Stupfel et Poget 2011
	2.3 Des CSU pour la CIOE de Marceaux et Stupfel 2000
	2.4 Une CNS pour l'unicité des solutions du problème de Maxwell intérieur
	Conclusion

	3 Calcul des coefficients pour un plan infini
	Introduction
	3.1 Analyse de Fourier de l'impédance
	3.2 Opérateur de Calderón pour un plan
	3.3 Approximation par une CIOE de l'opérateur de Calderón plan
	3.4 Choix 1 des coefficients de la CI3
	3.5 Choix 2 des coefficients de la CI3
	Conclusion

	4 Calcul des coefficients pour un cylindre infini
	Introduction
	4.1 Opérateur de Calderón pour un cylindre infini
	4.2 Approximation par une CIOE de l'opérateur de Calderón du cylindre
	4.3 Choix 1 du calcul des coefficients de la CI3
	4.4 Choix 2 du calcul des coefficients de la CI3
	4.5 Résultats numériques
	Conclusion

	5 Calcul des coefficients pour une sphère
	Introduction
	5.1 Les harmoniques sphériques vectorielles
	5.2 Opérateur de Calderón pour une sphère
	5.3 Approximation par une CIOE de l'opérateur de Calderón de la sphère
	5.4 Choix 1 du calcul des coefficients de la CI3
	5.5 Choix 2 du calcul des coefficients de la CI3
	5.6 Résultats numériques
	Conclusion

	6 Contribution des CIOE dans une formulation équation intégrale
	Introduction
	6.1 Espaces fonctionnels
	6.2 Équations intégrales
	6.3 Discrétisation de la surface de l'objet
	6.4 Fonctions de projections
	6.5 Matrices de projections
	6.6 Matrice de changement d'espace
	6.7 Forme variationnelle des équations intégrales
	6.8 Contribution de la CIOE dans la discrétisation de la forme variationnelle
	6.9 Forme finale du système linéaire
	6.10 Résultats numériques

	Conclusion
	Annexes
	A Liste synthétique des CIOE
	B Formulation des équations de Maxwell
	C Opérateurs différentiels surfaciques sur 3 géométries
	D Solution dans le plan quand k3 = 0
	E Solution dans le cylindre quand k3 = 0
	F Fonctions de Bessel
	G Harmoniques sphériques
	H Courbes de HOPPE 1995
	I Espaces Hdiv et Hrot


