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Résumé

ERTAINES applications industrielles nécessitent des niveaux d’étanchéité exceptionnels
C pour permettre la réalisation d’un vide poussé ou pour répondre a des enjeux de sécu-
rité radiologique par exemple. Ces niveaux de haute étanchéité statique sur des assemblages
démontables sont obtenus a l'aide de joints entierement métalliques. La fuite résultante de
I’assemblage n’est due qu’a la persistance d’un champ des ouvertures a 'interface entre le
joint d’étanchéité et la bride d’assemblage, conséquence d’un contact imparfait entre les
deux surfaces rugueuses. Le champ des ouvertures a 'interface de contact est assimilable
a une fracture rugueuse hétérogene, de nature multi-échelle, et peut en principe étre ob-
tenu par un calcul de déformations mécaniques préalable. Dans ce travail, on s’intéressera
plus particulierement a I’écoulement gazeux raréfié dans le régime glissant au sein de cette
fracture. Pour les régimes modérément raréfiés, I’écoulement est modélisé par I’équation
de REYNOLDS faiblement compressible avec correction de glissement de premier ordre aux
parois que ’on développe. On effectue ensuite un changement d’échelle par la méthode de
la prise de moyenne volumique, permettant d’établir un modeéle macroscopique d’écoule-
ment & 1’échelle d’un élément représentatif, ou le débit massique est relié au gradient de
pression via le tenseur de transmissivité. Celui-ci, caractéristique de 1’élément représen-
tatif de fracture, est calculé par résolution d’un probléme de fermeture et est dépendant
de la microstructure ainsi que du libre parcours moyen représentatif sur 1’élément. Pour
remonter a I’écoulement dans I’ensemble de la fracture, hétérogene a cette échelle, celle-ci
est subdivisée en pavés sur chacun desquels est calculé un tenseur de transmissivité local
par la méthode sus-citée. Ensuite, I’écoulement dans ce champ de tenseurs est résolu par
une méthode des éléments finis de frontiere, donnant la transmissivité apparente glissante
du joint dans son ensemble. Cette approche a deux échelles, vue comme outil d’aide a la
conception, permet une réduction de la complexité de calcul par rapport a une simulation
directe, rendant possible une analyse plus efficace du comportement d’un systéme d’étan-
chéité. Pour valider I'utilisation du modele de glissement d’un point de vue macroscopique
et s’affranchir des incertitudes sur le calcul de déformation mécanique, des puces nanoflui-
diques de type réseau hétérogene de canaux droits sont fabriquées par photolithographie
par niveaux de gris. Des essais expérimentaux de mesure de fuite sont réalisés sur ces
géométries modeles, représentant des joints idéalisés. Ces essais sont effectués en appli-
quant une forte différence de pression d’hélium par utilisation d’un spectrometre de masse
mesurant la fuite, produisant une condition de vide en sortie de puce. Selon les puces,
les régimes de raréfaction atteints vont alors du régime glissant au régime moléculaire. Le
débit de fuite mesuré est alors supérieur a celui prédit par le modele de premier ordre,
I’écart restant inférieur a un ordre de grandeur quel que soit le régime.

Mots-clés : étanchéité; contact rugueux; écoulement glissant; changement d’échelle;
méthode a deux échelles ; puces nanofluidiques.



Résumé

Abstract

OME industrial applications require exceptional sealing levels to maintain ultra-high va-
S cuum conditions or for radiological safety concerns for example. Such high performance
static sealing conditions on mechanical assemblies are reached using entirely metallic gas-
kets. The resulting leak-rate is only due to the persistence of an aperture field at the
seal-flange interface, consequence of a non-ideal contact between the two rough surfaces.
This aperture field can be viewed as a rough and heterogeneous fracture, of multi-scale
nature, and can be obtained by a prior contact mechanics computation. In this work, we
are interested on the rarefied flow of a gas in this fracture, drawing our attention to the
slip regime. For such moderately rarefied regime, the flow is described by the slightly com-
pressible Reynolds equation with a first-order slip-flow correction at the walls, which we
develop. Using the method of volume averaging, an upscaling procedure is performed to
derive the macroscopic flow model at the scale of a representative element, and where the
mass flow rate is related to the pressure gradient by the transmissivity tensor. This latter
is characteristic of the representative fracture element and is obtained by solving an auxi-
liary closure problem which depends on the micro-structure as well as the representative
mean free path on the element. To compute the flow in the whole fracture, heterogeneous
at this scale, it is subdivided in tiles on which a transmissivity tensor is locally compu-
ted by the aforementioned method. Then, the flow problem in this tensor field is solved
using a boundary element method, leading to the apparent slip-corrected transmissivity of
the entire aperture field. This two-scale approach is a conception tool which reduces the
overall complexity with respect to a direct numerical simulation, allowing a more efficient
analysis of the behavior of a sealing assembly. To validate the use of slip models at the ma-
croscopic level and to eliminate the uncertainties of the contact mechanics computation,
nanofluidic chips composed of heterogeneous network of straight channels are fabricated
using a grayscale photolithography technique. Experimental measurements of the leak-rate
are performed on these idealized geometries that mimic a seal assembly. They are realized
by applying a strong helium pressure difference on the chip using a mass spectrometer to
measure the leak, which produces a near vacuum condition at the outlet. Depending of
the chip, the rarefaction regime ranges from slip to free-molecular. The measured leak-
rate is greater than predicted by the first order model, though being of the same order of
magnitude whatever the regime.

Keywords : sealing; rough contact ; slip-flow ; upscaling ; two-scale method ; nanofluidic
chips.
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Nomenclature

N donne ci-contre une liste non-exhaustive des principales grandeurs, symboles et
O notations utilisées dans ce manuscrit. Devant la multitude des grandeurs a décrire et
la nature nécessairement restreinte des notations possibles, des conflits peuvent apparaitre.
Dans ce cas, il faudra se référer au contexte qui sera précisé localement dans le texte.

Symboles de type lettre (latines)

Symbole  Définition Unité S.I.

PN
Y

Domaine occupé par le fluide (2D)

A Domaine occupé par le solide (2D)

Asp Interface fluide-solide (3D)

b Coefficient de KLINKENBERG Pa

b; Largeur d’un canal m

b Vecteur de fermeture m

by Vecteur de fermeture décomposé m!~P

B Tenseur de KLINKENBERG Pa

C Conductance m-s

C; Conductance d’un canal m-s

Cop Contour des zones de contact (2D)

d Diametre d’un tube m

D Nombre de raréfaction

D Matrice de dilatation

E Module de YouNaG Pa

h Ouverture locale de I'interface joint—bride m

h; Ouverture d’un canal m

ho Ouverture intrinseque caractéristique m

H Dureté du matériau solide Pa

I Tenseur identité

k Transmissivité locale m3

kg Constante de BOLTZMANN (1,381 -10723) J. Kt

K Transmissivité apparente m3

Ky Transmissivité intrinseque m?>

K Transmissivité sérielle m?

K, Transmissivité parallele m3
Tenseur de transmissivité apparent m?>

Ky Tenseur de transmissivité intrinseque m3

K, Tenseur de correction de glissement (p > 1) m3P

Kn Nombre de KNUDSEN

L; Longueur d’'un canal m

L, Dimension de la fracture selon z m

L, Dimension de la fracture selon y m

M Masse molaire kg -mol !
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Vecteur normal a Cyp

n
Neg
Na Constante d’AVOGADRO (6,022 - 1023) mol !
P Pression du fluide Pa
o Pression d’entrée d’un canal Pa
D1 Pression de sortie d’un canal Pa
P, Pression d’assise du contact Pa
P Pression interne du fluide vue par le joint Pa
P, Pression externe du fluide vue par le joint Pa
q Débit massique par unité de largeur kg -m~!.s7!
q Vecteur débit massique par unité de largeur kg -m~!.s7!
Q Débit massique kg-s~!
Q; Débit massique dans un canal kg-s~!
Qp Débit massique de POISEUILLE kg-m~!.s7!
Q* Facteur de correction du débit de POISEUILLE
Q Taux de fuite Pa-m?3 st
r Rayon m
Te Rayon externe de la bride m
T Rayon interne de la bride m
R Constante des gaz parfaits (8,314) J-mol 1. K~!
R, Rugosité arithmétique m
Re Nombre de REYNOLDS
Ry Rugosité maximale m
R Matrice de rotation
S Surface occupée par S m?
S Surface occupée par Sg m?
S Domaine de prise de moyenne volumique (2D)
Sp Domaine fluide de prise de moyenne volumique (2D)
t Temps S
t Vecteur tangentiel
T Température K
U Composante de la vitesse (ou déplacement) selon z m-s~!(ou m
v Composante de la vitesse (ou déplacement) selon y  m-s~!(ou m)
v Vecteur vitesse (de composantes u, v et w) m-s!
w Composante de la vitesse (ou déplacement) selon z m-s~!(ou m)
T Abscisse, dans le plan de la fracture m
x Vecteur position m
Y Ordonnée, dans le plan de la fracture m
z Cote, transversalement au plan de la fracture m
Symboles de type lettre (grecques)
Symbole  Définition Unité S.I.
I} Phase fluide
) Diameétre de collision m
o(x) Distribution de DIRAC [z] !
€ Ecart relatif
F Porosité (2D)
o Taux de portance (2D)
% Fonction quelconque Pa
I'y,I'y Conductances principales de T' m-s
r Tenseur de conductance m-s

Xiv



Libre parcours moyen m
Viscosité dynamique Pa-s
Viscosité dynamique usuelle Pa-s

Coefficient de POISSON

Densité du maillage m
Domaine occupé par le fluide (3D)

Solution élémentaire de 1’équation de LAPLACE

Loi d’état du gaz kg-m™3
Vecteur de périodicité m
Masse volumique kg-m™3
Phase solide (zones de contact)

Position de la singularité m
Coefficient d’accommodation tangentielle

Limite d’élasticité du solide Pa
Temps caractéristique S
Orientation principale de T’ rad
Fonction d’accommodation

Seconde viscosité Pa-s

Opérateurs et notations

Symbole  Signification
¥ Déviation spatiale a la moyenne superficielle de ¥ (= 1 — (1))
" Déviation spatiale a la moyenne intrinseque de ¢ (= ¢ — (w>’3 )
) Valeur moyenne de 1, au sens large (exemple : (¢ + 12)/2)
P Quantité vy sous forme adimensionnelle
Ay Différence entre deux quantités (exemple : 11 — 1b3)
V- Divergence de
V) Gradient de v
V2 Laplacien de
() Moyenne superficielle de 1)
<¢>5 Moyenne intrinseque de 1)
Acronymes
AFM Microscopie & force atomique (Atomic Force Microscopy)
BEM Méthode des éléments finis de frontiere (Boundary Element Method)
DNS Simulation numérique directe (Direct Numerical Simulation)
DSMC Direct Simulation Monte Carlo
EMA Approximation des milieux effectifs ( Effective Medium Approximation)
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Introduction

"ETANCHEITE d’un systéme industriel est un sujet d’intérét majeur, que ce soit pour
L garantir le bon fonctionnement opérationnel du dit systeme ou encore pour des rai-
sons de stireté. A ce titre nous pouvons citer quelques exemples dans lindustrie nucléaire,
qui fait usage de joints d’étanchéité pour éviter une contamination radiologique de I'envi-
ronnement, au niveau des sas des batiments, mais aussi au niveau de la robinetterie des
circuits hydrauliques et de la cuve du réacteur, ou le fluide a étancher dans ces derniers cas
est généralement de I’eau sous forte pression, a haute température et radioactive. D’autres
applications telles que les accélérateurs de particules ou les réacteurs a fusion, pour ne
mentionner qu’elles, nécessitent le maintien d’un vide extrémement poussé pour assurer
leur bonne marche. Il apparait alors évident que selon les niveaux de fuite a atteindre,
la nature du fluide a étancher, les matériaux mis en jeu ou encore les conditions physico-
chimiques et thermodynamiques du processus industriel, le type de joint utilisé ne sera
pas identique. La figure 1 présente trois grandes familles de joints d’étanchéité couram-
ment utilisés : les joints graphites, élastomeres et métalliques. Les joints métalliques, qui
font 'objet de cette étude, sont employés notamment pour obtenir des hautes étanchéités,
a trés haute ou tres basse température, dans des domaines et applications ou les joints
élastomeres ne sont pas adaptés, sous réserve de disposer d’efforts de serrage importants.

(a) Joints graphites. (b) Joints élastomeres. (c) Joints métalliques.

FIGURE 1 — Quelques types de joints d’étanchéité (source : TECHNETICS Group).

Les joints métalliques sont généralement montés entre deux brides boulonnées (qui
peuvent correspondre aux extrémités de deux tuyaux que I'on assemble), assurant alors
I’étanchéité de I’assemblage en s’opposant au passage du fluide (figure 2). Comme le montre
la figure, les brides ne sont pas parfaitement lisses mais possedent une certaine rugosité.
Ces écarts a la géométrie idéale sont le résultat du processus de fabrication mécanique
des brides, généralement du tournage. Cela occasionne des défauts a différentes échelles
de longueurs, allant de l'ondulation (induite par les vibrations de la machine et le rela-
chement des contraintes) aux aspérités (correspondant & ’arrachement de la matiére au
niveau microscopique), en passant par la spirale d’usinage, résultat du passage de 'ou-
til coupant dans la direction circonférentielle et donnant lieu a des motifs striés ayant la
forme de l'outil. Le joint étant fait d'un revétement métallique mou et ductile (exemple
de PHELICOFLEX®), il va se déformer lors du serrage contre la bride et combler en
partie les anfractuosités de celle-ci. Le bouchage n’est alors que partiel, et « 'espace vide
interconnecté » a l'interface entre le joint et la bride est appelé le champ des ouvertures
et est assimilable & une fracture rugueuse. Dans le cas général, on distingue deux types
de fuites possibles : une fuite passant directement par cette fracture (fuite interfaciale), et
une fuite au travers du matériau du joint (par perméabilité ou diffusion). Pour les joints
métalliques, cette derniére composante est négligeable devant la premiére, ce qui leur per-
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FIGURE 2 — Vue en coupe partielle d’un joint assemblé entre deux brides. L’interface de
contact entre les deux surfaces rugueuse est schématisée.

met d’atteindre des hauts niveaux d’étanchéité en pratique. Le joint et les brides (elles
aussi métalliques) sont alors considérés comme imperméables au fluide et la fuite totale
de I'assemblage correspond a celle s’opérant a l'interface uniquement. Le niveau de fuite
obtenu est dépendant des propriétés physiques du fluide, mais également de la connecti-
vité de la fracture entre les deux zones a isoler. Cela peut étre contrélé par un motif de
rugosité approprié et par application d’une pression nominale de contact importante, bou-
chant davantage les anfractuosités et réduisant d’autant la fuite a priori. Il faut toutefois
imposer des efforts qui restent raisonnables pour des raisons techniques ou pour éviter la
dégradation des joints, compromettant leur performance.

Problématiques et objectifs

Le probleme posé par I’étanchéité statique d’assemblages par des joints métalliques re-
vét une certaine complexité de part son caractére multi-échelle et multi-physique. En effet,
les surfaces rugueuses mises en jeu possedent des dimensions pouvant aller de quelques di-
zaines de millimetres & plusieurs dizaines de centimeétres (figure 2), tout en comportant des
détails de rugosité jusqu’a quelques dizaines de nanometres, et qui se révelent influents sur
le comportement global du systeme. Lors de la mise en contact par serrage de ces surfaces
multi-échelle avec le joint d’étanchéité, celui-ci va se déformer mécaniquement selon un
comportement généralement élasto-plastique non-linéaire. Le champ des ouvertures appa-
rait alors comme le résultat d’un processus multi-échelle complexe. L’écoulement de fluide
dans ce champ des ouvertures, donnant lieu a la fuite, va donc également endosser un
caractere multi-échelle. Selon les applications, d’autres aspects multi-physiques sont envi-
sageables parmi lesquels de 'interaction fluide—structure (I’écoulement va provoquer une
contre-déformation du champ des ouvertures), des phénomenes thermiques ou chimiques,
un changement de phase du fluide (vaporisation lors d’un écoulement liquide, liquéfaction
d’un gaz lors de I’écoulement) ou encore un mouvement relatif entre le joint et la bride,
modifiant le champ des ouvertures (dilatation thermique différentielle de la bride et du
joint, sollicitation mécanique externe sur la bride).

Lorsque I'on souhaite étancher un gaz, des phénomeénes propres apparaissent comme
de la compressibilité et de la raréfaction. Cette raréfaction de ’écoulement est due a
I’étroitesse du champ des ouvertures combinée a une diminution de la densité du fluide. Le
niveau de raréfaction est caractérisé par le nombre adimensionnel de KNUDSEN, de telle




sorte que lorsque celui-ci est grand, la raréfaction est importante. En pratique, il n’est
pas rare de voir apparaitre des raréfactions importantes dans des situations impliquant
le maintien de vide d’un c6té du joint. Outre certaines situations industrielles, c’est le
cas par exemple lors des essais de qualification « usuels » des joints d’étanchéité réalisés
au Laboratoire d’Etanchéité maestral (par exemple, selon la norme NF EN 13185). Pour
cela, 'assemblage est soumis a une pression donnée d’hélium d’un c6té, et le flux d’hélium
est mesuré de l'autre par un spectrometre de masse, qui y maintient une condition de
vide. Des essais expérimentaux ont été réalisés par cette méthode dans les travaux de
Tlili (2013). Le nombre de KNUDSEN peut alors varier fortement entre l'entrée et la sortie
du systéeme (typiquement, passant du régime hydrodynamique au régime moléculaire),
rendant complexe la modélisation de I’écoulement. A noter que le choix de 'hélium en
détection de fuite est justifié par sa rareté, sa non-réactivité chimique et ses petites taille
et masse atomique, qui lui permettent de se faufiler dans des anfractuosités de petites
dimensions du champ des ouvertures.

La problématique qui émerge alors peut se formuler ainsi : comment est-il possible de
prédire le niveau de fuite gazeuse de tels assemblages, en particulier pour des besoins en
tres haute étanchéité, pour lesquels les niveaux de fuite a atteindre sont tres faibles ?

Avec la pluralité des phénomenes physiques & prendre en compte pour répondre & cette
problématique, et les difficultés de modélisation que cela induit, il est nécessaire de définir
un cadre d’étude plus précis pour accroitre la compréhension des mécanismes qui régissent
I’étanchéité des joints statiques métalliques. Pour cela, on s’intéresse a 1’écoulement mono-
phasique et isotherme d’un gaz faiblement compressible en régime raréfié dans un champ
des ouvertures statique. L’objectif est alors de développer un modele numérique d’écoule-
ment multi-échelle, permettant de prédire la fuite d’un assemblage d’étanchéité dans son
ensemble. Ce modele constituera de fait un outil d’aide a la conception et a la qualifica-
tion des systémes d’étanchéité. A ce titre, il permettra de définir, de maniére plus aisée et
réactive, des criteres de performances des joints en fonction de la topographie du champ
des ouvertures, obtenue par la mise en contact de deux surfaces métalliques. Il s’insére
dans un cadre de conception plus général des systemes a joints d’étanchéité métalliques,
ou une conception optimale de ceux-ci est attendue a terme. Une autre vision de toute
la chaine de modélisation contact—écoulement est celle d’un jumeau numérique des essais
expérimentaux. Typiquement, en partant de la mesure de I’état surfaces rugueuses, en
déterminant numériquement le champ des ouvertures par contact mécanique, puis en y
calculant ’écoulement, on doit étre en mesure de reproduire les résultats expérimentaux
réalisés au laboratoire. L’enjeu est donc a la fois prédictif et reproductif.

Approches proposées

Ce travail de these se propose de modéliser numériquement les écoulements de gaz dans
le champ des ouvertures a l'interface entre la bride et le joint d’étanchéité, en utilisant
une approche a deux échelles. Avant toute chose, il est cependant nécessaire d’obtenir la
micro-géométrie de la fracture par modélisation du contact et de la déformation entre les
surfaces rugueuses antagonistes. Pour cela, nous faisons I’hypothese d’un découplage entre
laspect contact et 1’écoulement (pas d’interaction fluide—structure). Cela peut se justifier
par le fait que les pressions de contact atteintes lors du serrage (plusieurs dizaines de
mégapascals) et les déformations qu’elles entrainent sont bien supérieures aux pressions
de fluide (de l'ordre de quelques bars). La modélisation du contact a fait ’objet de travaux
antérieurs (Tlili, 2013; Zaouter, 2015) et est considérée comme une donnée préalable. Elle
ne sera donc pas développée outre mesure dans le travail ci-aprés. On pourra toutefois
en trouver une description succincte en annexe G. L’écoulement avec glissement dans ce
champ des ouvertures est modélisé ensuite, le processus est donc séquentiel.

Comme le montre la figure 2, les champs des ouvertures étudiés sont généralement
de forme annulaire ou équivalente topologiquement, de rayon interne r; et externe r.. De
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FIGURE 3 — Vue bidimensionnelle de la fracture sous forme annulaire (& gauche), et sa
version « déroulée » selon le périmetre moyen (& droite).

plus, ces systémes sont soumis a des pressions de fluide interne et externe, notées P; et P,
respectivement. Nous choisissons cependant de ne pas traiter les problemes directement
sous cette forme polaire, mais on se rameénera plutot a une géométrie cartésienne comme
présenté sur la figure 3. Cette convention sera utilisée tout au long de ce mémoire (sauf
précision particuliere) et il est important de I'indiquer dés maintenant. Pour cela, la forme
annulaire est « déroulée » selon son périmeétre moyen pour obtenir la forme cartésienne.
Une condition de périodicité est utilisée selon la direction de déroulement pour préserver le
souvenir du caractere annulaire originel (symbolisé par les fleches sur les faces supérieures
et inférieures). La nouvelle géométrie cartésienne est alors caractérisée par sa dimension
L, = Ar =r, —r; selon la direction x, correspondant a la largeur de la portée annulaire.
Selon la direction y du déroulement, sa dimension est L, = 277 = m(r;+r,), correspondant
au périmetre moyen de I'anneau. Une telle transformation est justifiée lorsque Ar < 7,
c’est-a-dire que la portée de la géométrie annulaire est petite devant le rayon moyen,
rendant négligeable les effets de la courbure.

Ce manuscrit est organisé de la fagon suivante :

Le chapitre 1 offre une revue bibliographique des travaux de la littérature pour ce qui
a trait a I’étanchéité des joints métalliques. On présentera d’abord plusieurs approches au
probleme du contact entre surfaces rugueuses, tant stochastiques que déterministes. Les
travaux sur les écoulements, essentiellement de liquide, seront ensuite exposés au travers
de méthodes directes, stochastiques, par changement d’échelle ou encore par réseau de
pores. Une part de ce chapitre concernera également la présentation de travaux portant
sur des protocoles et résultats expérimentaux de mesure de fuite (liquide et gazeuse) sur
des systemes modeles d’étanchéité.

Le chapitre 2 est consacré aux écoulements gazeux raréfiés. Une premiere partie pré-
sente une revue de la littérature sur les gaz raréfiés, en particulier dans le régime glissant
ou 'on introduit 'accommodation et les conditions aux limites de glissement aux parois.
Des résultats expérimentaux ainsi que des modeles numériques d’écoulement sont présen-
tés pour des géométries idéales, de type tube ou canaux droits. Toujours en géométrie
idéale, des modeles tentant de décrire I’écoulement au-delad du régime glissant (pour des
raréfactions plus importantes, dans le régime transitoire par exemple) sont présentés. Afin
de valider l'utilisation de tels modeles a forte raréfaction (typiquement dans des condi-
tions de « qualification de joints d’étanchéité »), des géométries idéales sont gravées sur
des puces en silicium au LAAS. Ces géométries sont notamment de types canaux droits
ou encore réseaux hétérogenes de canaux droits, afin de mimer un champ des ouvertures
de joint d’étanchéité. Leur géométrie connue et relativement bien maitrisée permet I’étude
de la fuite qui les traverse, tout en s’affranchissant de ’aspect obtention du champ des




ouvertures par calcul de contact et déformation. Des mesures de débit gazeux sont ensuite
effectuées au Laboratoire d’Etanchéité maestral, puis comparées a des modeles numériques
de type réseau de pores renfermant différents modeles de glissement.

Dans le chapitre 3, nous modélisons les écoulements en fracture rugueuse. Pour cela,
I’équation de REYNOLDS est formellement développée en présence d’une condition limite de
glissement de premier ordre aux parois. Afin de tenir compte de la nature multi-échelle de
la fracture, un changement d’échelle de cette équation est ensuite effectué a ’échelle d’un
élément représentatif de fracture en utilisant la méthode de la prise de moyenne volumique.
Un modele macroscopique d’écoulement est alors obtenu, faisant intervenir un tenseur
de transmissivité caractéristique de 1’élément considéré, et fonction de la microstructure
locale ainsi que du libre parcours moyen représentatif. Comme la fracture reste hétérogene
a large échelle de part la présence de stries ou encore d’ondulation, il est nécessaire de
tenir compte de l'impact que cela induit sur le transport global. Une méthode a deux
échelles est alors développée et procede par subdivision de la fracture entiére en pavés,
sur chacun desquels est calculé un tenseur de transmissivité par la méthode sus-citée.
La fracture étant alors représentée par un champ de tenseurs hétérogene et anisotrope,
I’écoulement dans ce dernier est résolu par une méthode d’éléments finis de frontiere pour
obtenir la transmissivité du contact dans son ensemble. Cette transmissivité apparente
globale caractérise le comportement en étanchéité du champ des ouvertures et est fonction
du niveau de raréfaction moyen appliqué sur celui-ci. Des illustrations sont données sur
des fractures modeles, et les résultats obtenus par cette méthode a deux échelles sont
comparés a ceux donnés par la simulation directe (résolution de I’équation de REYNOLDS
microscopique sur ’ensemble de la fracture, a toutes les échelles). Cela permet de s’assurer
du bien fondé de cette méthode élaborée et d’en exposer les gains obtenus en terme de
réduction de temps de calcul notamment.

Enfin, le chapitre 4 se propose de confronter les résultats de ce « jumeau numérique
d’étanchéité » a des résultats expérimentaux tirés d’une étude réalisée antérieurement par
Tlili (2013). Ceci permet de convenir de la validité des modeles développés dans ce travail,
d’en donner les limites ainsi que les perspectives d’amélioration pour offrir des résultats
plus fideles a 'expérience. Des pistes de perfectionnement du montage expérimental sont
également évoquées a la lumiere des travaux de Tlili (2013).







— Chapitre 1

Etat de ’art lié aux
problématiques d’étanchéité

L est bien connu que la surface d’un matériau n’est pas parfaite et que sa géométrie
I réelle possede des écarts de formes par rapport a sa géométrie macroscopique idéale.
Cela peut avoir de nombreuses conséquences dans des applications industrielles lorsque de
telles surfaces rugueuses sont mises en contact. Ces conséquences peuvent étre de diverses
natures mais celle qui nous intéresse plus particulierement ici est le transfert de matiere
s’opérant a l'interface de contact entre ces deux surfaces, pour des applications d’étan-
chéité. Ce chapitre propose une étude bibliographique des travaux réalisés autour des
thématiques associées aux joints d’étanchéité statiques. Il présentera d’abord des modeéles
de contact mécanique entre deux surfaces rugueuses, permettant de déterminer notam-
ment ’espace libre persistant a 'interface de contact ainsi que son évolution en fonction
de l'effort de serrage appliqué. Dans la seconde partie, une revue de travaux expérimen-
taux portant sur I’étanchéité des assemblages a joints métalliques sera abordée. Ceci dans
le but d’appréhender I’évolution globale de la fuite d’un tel assemblage ainsi que sa ca-
ractérisation phénoménologique. Enfin, ’'aspect modélisation numérique des écoulements
dans cet espace libre, appelé champ des ouvertures, sera exposé. Ces modeles ont pour
but la prédiction de la fuite d’un assemblage mais aussi la compréhension des mécanismes
qui peuvent y conduire.

1.1 Modélisation mécanique du contact entre surfaces ru-
gueuses

L’étude du contact entre deux surfaces rugueuses permet d’obtenir des informations
comme les déplacements locaux au voisinage des zones en contact. Ces informations sont
d’une grande utilité pour des applications d’étanchéité puisqu’elles permettent de remon-
ter au champ des ouvertures présent a l'interface de contact. Cette section recense donc
différentes facons de modéliser le contact rugueux qu’il est possible de trouver dans la
littérature.

1.1.1 La théorie du contact de Hertz

Les premiers travaux de mécanique du contact ont été initiés par HERTZ en 1882
(Hertz, 1882) en vue d’étudier I'influence des déformations élastiques des surfaces sur le
contact. La théorie de HERTZ fournit notamment les expressions de la pression et de l'aire
de contact qui régne entre les deux solides, ainsi que leur évolution en fonction de la charge
appliquée et des caractéristiques géométriques et matérielles des solides en contact. Cette
théorie est basée sur les hypothéses suivantes :

— Les solides en contact sont élastiques, homogenes et isotropes. Leur surface est

considérée comme parfaitement lisse.

— Les déformations sont supposées petites.

— Chacun des deux solides est considéré comme un demi-espace élastique.
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— Aucun frottement n’est présent, seuls des efforts normaux sont transmis par le
contact.

Dans le cas d’un contact entre deux spheres de rayons Ry et Ro, laire de contact sera
un cercle de rayon a. En définissant le rayon de courbure relatif R par :

1 1 1

R™ R R

En définissant également le module de YOUNG équivalent par la relation (1.2), dans

laquelle v1, Eq et vy, Eo sont les coefficients de POI1SSON et les modules de YOUNG des
solides 1 et 2 respectivement.

(1.1)

1 1-1p? 1-w?
= = 1.2
E E, + E, (1.2)
On obtient les expressions de quelques grandeurs qui caractérisent le contact en fonc-
tion de l'effort normal F' appliqué, par exemple :

— Le rayon de contact a.

a=\— (1.3)

3/ 9F?2
°=\ 6rE2 (14)

— La répartition de pression de contact en fonction du rayon p(r) et la pression

maximale pg.
72 5| 6FE?

La connaissance de ces quantités est d’'une grande importance puisqu’elles permettent
notamment de calculer les contraintes & 'intérieur des solides en contact, pour déterminer
par exemple Ueffort maximal avant atteinte de la limite d’élasticité du matériau (Johnson,
1987). Cette théorie de HERTZ est également employée dans des modeles de contact entre
surfaces rugueuses constituées de multiples aspérités.

— L’enfoncement total §.

1.1.2 Les mode¢les de contact stochastiques
1.1.2.1 Le modele de Greenwood et Williamson

Pour décrire le contact élastique entre une surface rugueuse et un plan lisse, Greenwood
et Williamson (1966) ont développé un modele stochastique basé sur la théorie de HERTZ.
La rugosité du profil est pour cela supposée étre constituée de multiples aspérités, toutes
étant sphériques et de méme rayon R proche de leur sommet. La hauteur des aspérités est
supposée aléatoire et suit une distribution définie par une certaine densité de probabilité
@(z). Ainsi, lorsque l'on rapproche les deux plans de référence des deux surfaces & une
distance d (voir figure 1.1), la probabilité d’avoir une aspérité d’altitude initiale supérieure
a d qui vient en contact est donnée par :

“+oo
P(z > d) = / (z) dz (1.6)
d

En définissant par N le nombre total d’aspérités dans le profil et par E le module
d’élasticité effectif (d’expression identique & (1.2)), il est possible de donner une expression
pour l'aire de contact S et la force de contact F' de la fagon suivante :

+oo
S —7NR / (z — d)g(z) dz (1.7)
d




1.1 — Modélisation mécanique du contact entre surfaces rugueuses

z Plan rigide Plan de référence de
K la surface rugueuse

FIGURE 1.1 — Modélisation du contact selon Greenwood et Williamson (1966). La charge
est supportée par les aspérités d’altitude supérieure a d (en bleu).

+oo
F = gNE\/E / (z — d)*?¢(z)dz (1.8)
d

Leurs travaux ont permis de montrer une relation linéaire entre ’aire de contact et
Peffort normal (presque proportionnelle), tant que aire réelle de contact est faible devant
I'aire de contact apparente.

GREENWOOD et WILLIAMSON ont étendu leurs travaux dans le cas ou des aspérités
deviendraient plastiques. L’introduction de 'indice de plasticité v, fonction notamment
de la dureté H du matériau et de I’écart-type o de la distribution des altitudes, donne
une indication sur le mode de déformation des aspérités. Lorsque ¢ < 0,6, le contact
est considéré comme élastique. Au contraire, si ¢ > 1, le contact est considéré comme

purement plastique.
E [o
Y=V R (1.9)

L’approche utilisée ici par GREENWOOD et WILLIAMSON considére cependant 'indé-
pendance de chaque aspérité. En effet, aucune déformation élastique des aspérités n’est
considérée par ce modele, c’est-a-dire qu’une aspérité en contact ne provoquera pas d’af-
faissement global de la surface dans son voisinage, ne provoquant alors pas d’affaissement
des aspérités voisines et par conséquent, ne modifiant pas la distribution ¢(z) au cours du
chargement. Ce modele a été modifié par Ciavarella et al. (2008) pour prendre en compte
les interactions de maniére globale, en appliquant un déplacement vertical uniforme des
aspérités en fonction de la charge. Le modele de Chang et al. (1987) permet quant a lui
de prendre en compte la variation d’aire de contact par rapport au modele de HERTZ en
régime plastique, en se basant sur une approche de conservation du volume de I'aspérité.

1.1.2.2 La théorie du contact de Persson

Dans les modeles de contact présentés précédemment, la rugosité est décrite par des
aspérités sphériques de rayon de courbure identique. Cette description sous forme de sphere
et la détermination de leur rayon est alors dépendante de la résolution utilisée pour mesurer
la surface. Ces méthodes ne rendent alors pas compte du caractére multi-échelles des
surfaces réelles. Elles ne considérent pas non plus les interactions & longue distance entre les
aspérités. Fort de ces constats, PERSSON a développé au début des années 2000 un modele
de contact pour les surfaces rugueuses aléatoires (Persson, 2001b), et plus particulierement
pour les surfaces fractales auto-affines. Ce modeéle a initialement été développé pour étudier
le contact d’un pneu (fait généralement d’un matériau élastomere) avec la route, qui tend
a posséder ce caractere fractal.

Le modele de PERSSON est un modeéle stochastique qui n’exclut a priori aucune échelle
de rugosité. Il est basé sur le principe selon lequel les propriétés du contact, comme ’aire
réelle de contact notamment, dépendent de 1’échelle a laquelle on étudie 'interface de
contact. Cela se traduit par une dépendance a un facteur de grossissement ¢ (qui se
rapporte a une échelle de longueur caractéristique du domaine étudié). Ainsi, lorsque
¢ = 1, le contact apparait comme complet et les surfaces en contact parfaitement lisses.
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Plus le grossissement augmente et plus le contact apparait comme partiel, de plus en plus
de composantes de rugosité sont alors considérées (de plus haute fréquence, voir figure
1.2). Le grossissement est néanmoins borné a une valeur maximale qui correspond par
exemple a la résolution maximale utilisée pour mesurer la surface rugueuse, ou encore a
la distance atomique (Persson, 2001b).

FIGURE 1.2 — Visualisation du contact entre un surface rigide rugueuse (traits) et une
surface élastique déformable (points) a différents grossissements (. Plus le grossissement
est augmenté, plus le contact devient partiel dans la théorie de PERSSON (fig. 9 de Persson
(2006)).

PERSSON donne alors une expression de 'aire réelle de contact S par rapport a l'aire
apparente du contact Sp en fonction du grossissement (Persson, 20006) :

Q) _ (P
o = f(Q\/m) (1.10)

avec
¢qo
E 2
G(¢) = Z <1 — V2> /Q3C(Q) dg (1.11)
q0

Dans les deux équations ci-dessus, P, représente la pression d’assise appliquée au
contact, F est le module de YOUNG, v le coefficient de POISSON, ¢ est le vecteur d’onde, gy
représente le plus petit vecteur d’onde de la surface (c’est-a-dire a la plus grande longueur
d’onde). Enfin, C(q) représente le spectre de densité de puissance de la surface. Il est donc
« aisé », a partir de la connaissance de la densité spectrale de puissance d’une surface de
déterminer l'aire de contact réelle a un grossissement souhaité.

La figure 1.3 montre I’évolution de l'aire de contact relative obtenue par PERSSON
pour un certaine surface rugueuse (les parameétres utilisés sont présentés dans Persson
(2006)). A faible charge et faible aire relative de contact, la variation de I’aire relative de
contact avec l'effort est linéaire, ce qui est un résultat semblable a celui de Greenwood
et Williamson (1966). Proche du contact complet, ce comportement n’est plus linéaire.
D’autre part, plus le grossissement est important, plus I'aire de contact réelle diminue et
tendra vers une valeur nulle s’il n’existe pas de valeur limite au grossissement (Persson,
2006)

PERSSON note que sa théorie tient compte des interactions élastiques entre les aspéri-
tés (approximativement) et est valable pour tous les grossissements (approximativement)
(Persson, 2006). L’approche employée par PERSSON a été étendue, entre autres, au cas
d’un contact élasto-plastique parfait (Persson, 2001a) et en présence d’adhésion (Persson,
2006).
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FIGURE 1.3 — Evolution de I’aire de contact relative obtenue par PERSSON (voir Persson
(2006) pour les parametres utilisés). La figure de gauche (a) présente 1’évolution en fonction
de la charge (au grossissement maximal) tandis que celle de droite (b) présente I’évolution
en fonction du grossissement pour une charge donnée (fig. 10 de Persson (2006)).

1.1.3 Les modeéles de contact déterministes

Les modeles de contact stochastiques présentés dans la section précédente permettent
de déterminer I'évolution d’une grandeur globale du contact avec la charge appliquée. 11
s’agit généralement de ’aire réelle de contact entre deux surfaces, et de son évolution en
fonction des grandeurs statistiques qui caractérisent les surfaces rugueuses. Ces approches
font intervenir des hypotheéses qui peuvent se montrer restrictives comme la maniére de
modéliser les surfaces rugueuses ou la négligence des interactions entre les aspérités en
contact. Par construction, ces modeles ne permettent pas de déterminer des grandeurs
locales telles que la déformation des surfaces, la pression de contact ou I'ouverture, ce qui
est d’importance lorsque ’on s’intéresse a 1’étanchéité d’un contact.

L’usage de méthodes déterministes permet d’avoir acces aux grandeurs locales du
contact (pression de contact, déformations, contraintes, etc.), de ne pas avoir a faire
d’hypothéses supplémentaires sur la géométrie des surfaces en contact mais également
de prendre en compte toutes les interactions entre aspérités (élastiques et plastiques entre
autres). Avec ’évolution croissante des performances des moyens de calcul de ces derniéres
années sont apparues des méthodes numériques permettant la modélisation d’un contact
rugueux. Parmi ces méthodes numériques, on retrouve la méthode des éléments finis. Les
travaux de Megalingam et Mayuram (2012) ont par exemple permis ’étude dans le ré-
gime élasto-plastique du contact entre une surface rugueuse gaussienne et un plan lisse et
rigide. Les travaux de Pei et al. (2005), Sahoo et Ghosh (2007) ou ceux de Durand (2012)
traitent quant a eux du contact entre une surface fractale et un plan lisse. L’utilisation de
cette méthode est cependant tres vite limitée, en raison de la taille du systeme a résoudre.
En effet, la surface rugueuse doit étre discrétisée avec une densité de points importante
afin de représenter la rugosité aux petites longueurs d’ondes, mais il faut aussi que la
longueur d’échantillonnage soit suffisamment grande pour prendre en compte les défauts
de grande longueur d’onde, comme ’ondulation. De plus, il est nécessaire de mailler le
volume sous-jacent a la surface de contact (voir figure 1.4).

Pour pallier ces inconvénients et diminuer la taille du systéme a résoudre, des modeles
« réduits » ont été développés. Quelques-uns de ces modeles, basés sur des approches
analytiques ou encore phénoménologiques, sont présentés dans les sections ci-apres.

1.1.3.1 Les modéeles élastiques

Dans I’hypothése ou I’épaisseur des corps en contact est grande (hypotheése de massif
semi-infini), les équations de I’élasticité linéaire permettent de mettre en relation le dépla-
cement vertical d’un point de la surface w(x,y) situé aux coordonnées (x,y) en fonction
d’une pression de contact p(§,n) ponctuelle appliquée aux coordonnées (£, 7). La relation
qui lie ces deux grandeurs a été obtenue par BOUSSINESQ et CERRUTI (Boussinesq, 1885),

11
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(b) Maillage du solide rugueux. Le maillage
(a) Surface fractale auto-affine (Pei et al., est raffiné au niveau du contact sur la surface
2005). supérieure (Durand, 2012).

FI1GURE 1.4 — Exemples d’une surface rugueuse et du maillage d’'un corps tridimensionnel
en vue d’'une analyse par éléments finis d’un contact.

en utilisant la théorie des potentiels. Lorsque plusieurs contacts ponctuels agissent sur une
surface €2, le déplacement total est obtenu par superposition et s’écrit :

1— 2 p(&,m)
w(z,y) = //\/x— _n)ngdn (1.12)

Dans I’équation 1.12, E est le module de YOUNG du matériau et v son coefficient de
Poisson. Cette équation présente ’avantage de donner uniquement le champ de déplace-
ment vertical en surface, qui est une grandeur d’intérét majeur lorsqu’il s’agit d’étudier
I’étanchéité d’un contact. Ainsi, le maillage du corps complet n’est plus nécessaire, seul le
maillage de sa surface I’est. Cette équation ne prend cependant pas en compte le frottement
entre les surfaces a l'interface de contact, ni la plasticité.

Un cas particulier de I’équation 1.12 advient lorsque la pression de contact est uniforme
sur {2 et vaut p, on obtient alors :

w(z,y) = M(z,y)p (1.13)

avec M(x,y) le coefficient d’influence qui relie linéairement le déplacement w en (z,y) a
la pression de contact en €.

Mz.y) = 27 //Wv— dgd"y = (1.14)

Pour un domaine €2, rectangulaire de dimensions (2a, 2b), les travaux de LOVE (Love,
1929) permettent de donner I'expression analytique du coefficient d’influence.

12 y+ b4+ (y+0)%+ (z + a)?
M(z,y) = = {<x+a)ln<y—b+\/(y—b)2+( )

e )m(”“m e _a)2>
y+o+V(y+0)7+(z—a)? (1.15)
z+a+/(y+0)?+ (z+a)? |

+ (y+0b)1 <xa+\/(y+b)2+(xa)2>
x_a+\/(y_b)2+(x—a)2

+(y_b)ln<$+a+\/(y—b)2+($+a)2>}

Dans le cas d’'un contact multi-aspérités ou les pentes des surfaces sont faibles et ou
I’aire réelle de contact reste faible devant 'aire apparente, I'hypothése de massif semi-
infini reste valide (Mayeur, 1995). Pour la résolution numérique du probléme, le domaine
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FIGURE 1.5 — Vue de dessus d’'une grille de discrétisation du contact, avec quatre éléments
en contact (c’est-a-dire ayant une pression de contact non-nulle; en gris).

complet est discrétisé en (n,m) éléments de largeur (2a,2b) comme présenté sur la figure
1.5. Si la taille des éléments est suffisamment petite, la pression peut y étre considérée
comme constante (Bhushan, 1998). Le déplacement total sur I’élément d’indices (7, 7) di
au champ de pression est déterminé par superposition de l'influence de tous les efforts
(Zahouani et al., 2009), et s’écrit :

n m
wij =YY Mijupu (1.16)
k=1 1=1

Si 'on définit 6 comme étant le déplacement de corps rigide (rapprochement des sur-
faces), h(x,y) la distance locale entre les deux surfaces en contact avant déformation et
Q. les zones ou les deux surfaces sont en contact, on peut écrire (Johnson, 1987) :

M%w+h@w%ﬂ{:OSH%wEQC (1.17)

>0 si(z,y) ¢ Qe

D’apres Johnson (1987), le probléme est alors de déterminer un champ de pressions de
contact (ou dit de maniére équivalente, un ensemble de zones de contact), qui satisfasse
au mieux les conditions limites, en imposant un déplacement §. Le probleme de contact
est alors décrit par le systeme d’équations suivant :

n m
wij = > > Mijpu (1.18a)

k=1 =1
wij—i—hw —0=0 si (27]) € Q. (1'18b)
wij + hij — 8 >0 si (i, 5) & Qe (1.18c)
pij >0 si (4,5) € Qe (1.18d)
pij =0 si (4,7) ¢ Qe (1.18¢)

JOHNSON souligne que dans les applications pratiques, le déplacement J est en général
inconnu et c’est un effort qui est prescrit (ici, une pression d’assise P,). Il faut alors
ajouter une équation d’équilibre des pressions au probleme qui est la suivante, ou Sy est
I’aire nominale de contact :
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P, =— /p(x,y) ds (1.19)
So
So
Ainsi, lorsqu’une pression d’assise P, est spécifiée, le probleme (1.18) se réécrit de la

maniére suivante pour un maillage rectangulaire uniforme (Polonsky et Keer, 1999) :

wij = Y Y Mijup (1.20a)
k=1 I=1
1 n m
— > pij=", (1.20Db)
i=1 j=1
wii +hi; —d =0 si (4,7) € Q¢ 1.20c
J J
wij + hij —0 >0 si (i,7) ¢ Qe (1.20d)
pij >0 si (i,7) € Q¢ (1.20e)
Py =0 i (0,7) ¢ Q0 (1.200)

Deux méthodes de résolution de ce type de probléme sont présentées dans Johnson
(1987). La premiere, appelée méthode d’inversion matricielle, est basée sur la résolution
itérative du systéme et peut se résumer selon la procédure suivante (présentée ici pour le
probléme (1.18) en imposant un déplacement, il en serait cependant de méme pour une
pression imposée) :

1. On impose un déplacement de corps rigide §.

2. Une premiére estimation doit étre faite pour w(z,y). La valeur de I'interpénétration
des surfaces donne selon Johnson (1987) un bon point de départ.

3. La pression p(z,y) est ensuite résolue directement, par inversion du systéme.

4. S’il existe, suite a la résolution, des endroits ou les pressions de contact sont négatives
(cela implique la présence de contrainte de traction entre les surfaces, ce qui n’est
pas permis), ces endroits sont retirés de la zone de contact présumée pour U'itération
suivante et la pression de contact y est alors mise a zéro.

5. On recommence le processus a partir de ’étape 2 en actualisant les données du
probléme, jusqu’a ce qu’aucune pression de contact ne soit négative. La convergence
est alors atteinte.

L’aire réelle de contact est alors celle ou la pression de contact est positive. L’effort peut
étre déterminé en conséquence.

La seconde méthode de résolution, appelée méthode variationnelle, permet de trouver la
solution qui minimise une certaine fonction d’énergie. Cette méthode permet généralement
de mettre en ceuvre un probléeme d’optimisation quadratique (Tian et Bhushan, 1996),
qui peut étre résolu itérativement avec l’algorithme du gradient conjugué par exemple
(Polonsky et Keer, 1999). Le probléme d’optimisation en imposant le déplacement est le
suivant (en utilisant la convention de sommation d’EINSTEIN) :

1
inf SpjiMigup + (hij — 0)pij (1.21)

pijZO,iZl,...,n,j:L...,m

Lorsque la taille du systeme devient importante, la matrice d’influence peut étre grande
et devenir mal conditionnée, son inversion directe peut alors poser des problemes de non-
convergence. Bhushan (1998) souligne alors qu’il est préférable dans ce cas d’utiliser la
méthode de variationnelle plutét que la méthode d’inversion présentée au paragraphe
précédent.
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Si N désigne le nombre total de points de la surface, le calcul des déplacements de
tous les noeuds du probléme a l’aide de I’équation (1.16) engendre un nombre d’opérations
de l'ordre de O (N?), ce qui représente un cofit important lorsque le nombre de points
devient grand. Cependant, ’équation discréte (1.16) et son équation équivalente (1.12)
dans le domaine continu correspondent a un produit de convolution. L’utilisation de la
transformée de FOURIER permet alors de transformer ce produit de convolution en une
simple multiplication dans le domaine fréquentiel (Polonsky et Keer, 1999). La résolution
numérique du probléme en utilisant la transformée de FOURIER rapide (FFT) permet
alors de ramener le nombre total d’opérations nécessaires de l'ordre de O (N In(N)), ce
qui est bien plus commode pour des systemes de grande taille. Cela nécessite toutefois de
considérer le domaine comme périodique.

La méthode élastique présentée jusqu’ici est basée sur I’hypothese d’un contact avec un
massif semi-infini. Cependant, lorsque 'aire réelle de contact est proche de ’aire apparente,
I'hypothése de massif semi-infini n’est alors plus valable (Johnson, 1987). Il faut alors
modifier le coefficient d’influence de 1’équation (1.14), voire I’équation (1.12) elle-méme
pour tenir compte de I’épaisseur finie du massif. Bentall et Johnson (1968) ont donné
I’expression de la relation liant pression et déplacement en déformations planes pour un
massif d’épaisseur finie H :

+
4102 cosh(2HE) — 1 cos(xf)

wiz)= =% J sinh(2HE) +2HE € p(g)dg (1.22)

ou p(&) est la transformée de FOURIER en cosinus de la distribution de pression p(z) paire
telle que :

+o00

5O = [ pla)cos(ag) da (1.23

0

Par exemple, pour une pression p uniformément distribuée sur l'intervalle [—a;al], on
obtient :

&) = gsinms) (1.24)

Cela permet donc de retrouver un déplacement proportionnel a la pression de contact
via un coefficient d’influence M comme w(z) = M (z)p. Dans le cas d’une pression uniforme
sur [—a;al, le coefficient M s’exprime de la maniére ci-dessous. L’évaluation de cette
expression pose tout de méme une certaine difficulté, et se limite au cas d’un matériau
élastique.

Miz) = 41-02 cosh(2HE) — 1 cos(z€) sin(af)
@) =2"F J sinh(2HE) + 2HE e

d¢ (1.25)

1.1.3.2 Les modeles élasto-plastiques

L’obtention de I’étanchéité d’un assemblage par la mise en contact de deux surfaces ru-
gueuses nécessite généralement des efforts importants. Lorsque des matériaux métalliques
sont utilisés, le contact ne reste pas purement élastique et de la déformation plastique
apparait. Il est alors nécessaire de tenir compte de la plastification et de ses effets sur le
déplacement de la surface dans le modele de contact rugueux.

En utilisant le théoréme de réciprocité, Jacq et al. (2002) ont développé un modele de
contact élasto-plastique semi-analytique utilisant une relation entre le déplacement verti-
cal de la surface, la pression de contact et la déformation plastique. Ce modele se place
dans ’hypothése d’un massif semi-infini, en petites déformations et pour un matériau a
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écrouissage isotrope suivant le critere de plasticité de VON-MISES. La loi de comportement
du matériau reste cependant une donnée d’entrée du probleme, permettant au modele de
rester général. En raison de la présence de déformation plastique, il y aura une déforma-
tion permanente de la surface de contact, cela a pour conséquence l'introduction d’une
nouvelle composante de déplacement permanent plastique de la surface dans ’expression
de 'ouverture qui s’écrit donc :

=0 si(z,y) € Qe

>0 si(x,y) ¢ Qe (1.26)

w(z,y) + wP(z,y) + h(z,y) — 0 {
Dans lexpression (1.26), h(x,y) est 'ouverture entre les deux surfaces avant défor-
mation, § est le déplacement vertical de corps rigide, w®(x,y) est le déplacement vertical
élastique de la surface, wP(x,y) est le déplacement vertical permanent de la surface et €2,
désigne I’ensemble des zones de contact. Selon Jacq et al. (2002), le déplacement perma-
nent est lié a la déformation plastique. Pour le déterminer, le domaine plastique sous la
surface de contact est divisé en plusieurs petits cubes dans lesquels la déformation plas-
tique est considérée constante. En supposant que la déformation plastique dans chaque
cube apporte une certaine déformation en surface, le déplacement permanent est alors
déterminé en effectuant la somme des contributions de chaque cube. Le déplacement per-
manent w? est alors lié via un coefficient d’influence D (dont ’expression est donnée dans
Jacq et al. (2002)) a la déformation plastique P.

n m
’UJZ = Z ZDijklgil (127)
k=1 I=1
Outre I’évolution élasto-plastique du déplacement total de la surface de contact au
cours du chargement, le déplacement permanent de la surface permet également de déter-
miner 'ouverture du contact lors de la décharge.

La structure de ’algorithme utilisé pour ce modeéle de contact élasto-plastique semi-
analytique incrémental est résumée ci-dessous, plus de détails sont donnés par les figures
4 et 5 de Jacq et al. (2002).

1. On dispose d’un jeu de parametres initiaux que sont la charge totale, la géométrie
initiale, la déformation plastique existante et son déplacement permanent associé, le
champ de pression de contact et les parametres d’écrouissage du matériau.

2. Le probleme de contact élastique est résolu en prenant en compte l'incrément de
chargement appliqué et les parametres initiaux.

3. L’incrément de déformation plastique est ensuite calculé.

4. Le calcul se poursuit par la détermination de I'incrément de déplacement permanent
a partir de I'incrément de déformation plastique jusqu’a convergence. Si la conver-
gence n’est pas atteinte, le calcul élastique est réeffectué en actualisant I’incrément
de déplacement permanent.

5. Une fois que la valeur de I'incrément de déplacement permanent a convergé, la charge,
le champ de pression de contact, les déformations plastiques, les déplacements rési-
duels ainsi que les parametres d’écrouissage sont actualisés en leur ajoutant la valeur
de leurs incréments respectifs. Ces nouvelles valeurs servent de condition initiale pour
I’étape de chargement suivante.

Comme la déformation plastique doit étre calculée avec ce modele de contact semi-
analytique, le volume sous-jacent au contact doit étre maillé dans les zones plastifiées. De
plus, le nombre d’itérations permettant de résoudre le probleme complet est plus important
que dans le cas élastique car, en plus de la résolution élastique, un second processus itératif
est requis pour déterminer les contraintes et les déformations plastiques dans une partie
du massif. Les temps de calculs s’en trouvent alors augmentés par rapport au modele de
contact purement élastique, tout en étant plus faible qu’avec un code de calcul par éléments

16



1.1 — Modélisation mécanique du contact entre surfaces rugueuses

finis. D’autres modeles a la philosophie similaire tels que ceux de Wang et al. (2010a,b)
mettent en ceuvre des schémas numériques différents pour la résolution des contraintes et
des déformations plastiques.

Une modele de contact élasto-plastique parfait simplifié est utilisé par VALLET (Vallet,
2008; Vallet et al., 2009) dans le cas de surfaces fractales. Le critére de plasticité n’est plus
appliqué sur les contraintes mais directement sur les pressions de contact, cela permet de
ne discrétiser que la surface du massif. Dans ce cas, la pression de contact est supposée
bornée par une pression maximale égale a la dureté H du matériau le plus mou. Cela vient
donc ajouter une inégalité supplémentaire au probléeme (1.20) qui peut alors se réécrire de
la fagon ci-dessous. Les mémes méthodes de résolution que celles présentées précédemment
peuvent étre employées.

n m
wij = Z ZMijklpkl (1.28a)

k=1 l=1

1 n m
%Z Zpijzpa (1.28Db)

i=1 j=1
wij + hij — 0=0 si (i,j) € Q. (1.28(:)
wij + hij — 6>0 si (Z,j) ¢ Q. (1.28d)
0<pij <H si (i,7) € Q¢ (1.28e)
pij =0 si (4,7) ¢ Qe (1.28f)

Un modele similaire bornant la pression de contact par la dureté est également appliqué
par SAHLIN (Sahlin, 2008) pour 1’étude d’un contact rugueux. Ce modéle introduit un
déplacement permanent de la surface, visible sur la figure 1.6.

20 20
15 s W =50MPa
E L € . — W=100MPa
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ot 0 1 /\

0 0 0.5 1
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FIGURE 1.6 — Composante élastique (a gauche) et plastique (a droite) du déplacement de
la surface pour différentes charges le long d’un contact (portion de la figure E.4 de Sahlin
(2008)). Le déplacement plastique permanent augmente avec la charge.

Pour modéliser le contact élasto-plastique entre un plan lisse rigide et une surface ru-
gueuse, DURAND (Durand, 2012) a employé une approche phénoménologique. Ce modele
phénoménologique, appelé « modele réduit », est basé sur la représentation de la sur-
face rugueuse par une multitude d’aspérités de formes sinusoidales et permet de réduire
considérablement le temps de calcul. Afin de prendre en compte les interactions élasto-
plastiques entre aspérités (comportement généralement non-linéaire et complexe) au cours
de I’écrasement, DURAND a étudié I’écrasement d’une aspérité sinusoidale isolée et a décrit
le déplacement vertical de la surface au voisinage de cette derniere par un ajustement avec

une relation du type suivant :
2r 2br
w(r) = awpy/ 7 eXP <_L> (1.29)

avec L le diametre de l'aspérité a la base, wg le déplacement vertical au sommet de
I’aspérité et r la distance horizontale au centre de I'aspérité. Cette relation fait également
intervenir deux parameétres d’ajustement a et b, que DURAND considére comme constants
quelle que soit la géométrie de 'aspérité. Cette expression (1.29) ne prend cependant
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pas en compte la présence d’'un bourrelet de matiére proche de la zone de contact et ne
considere pas le déplacement horizontal de la matiere. Une fois ceci acquis, le modele réduit
de contact développé par DURAND procede de la maniére suivante :

1. Localisation et caractérisation des aspérités sinusoidales représentant la surface ru-
gueuse.

2. Déplacement vertical progressif du plan lisse et rigide.

3. Lorsqu’une aspérité est détectée comme étant en contact (présence d’interférence
entre 'aspérité et le plan), la loi d’interaction entre aspérités (1.29) est appliquée
pour chacune des aspérités en contact. L’influence de chaque aspérité est supposée
additive.

4. L’effort normal, 'aire réelle de contact et le champ des ouvertures peuvent étre
déterminés.

FIGURE 1.7 — Comparaison du champ des ouvertures entre un calcul par éléments finis (a
gauche) et le modele réduit (a droite) pour deux valeurs de déplacement imposé (0,89 pm
en (a) et 1,35 pm en (b)). Les zones bleues sont les zones de contact (fig. 4.12 de Durand
(2012)).

Ce modele réduit a été testé sur plusieurs surfaces rugueuses et comparé avec d’autres
résultats obtenus par éléments finis. La figure 1.7 montre par exemple le champ des ou-
vertures obtenu pour deux écrasements distincts. Il s’avere que le modele réduit fournit
des résultats en trés bon accord avec les simulations par éléments finis, tant en termes de
réponses globales que de topologies locales, tout en offrant un temps de calcul fortement
réduit. On peut néanmoins soulever la question de la représentation d’une surface rugueuse
quelconque par un type d’aspérités donné.

Les modeles de contact présentés dans cette section s’intéressent majoritairement a
la déformation des aspérités rugueuses par un plan lisse, ce qui est l'exact opposé de
ce qui sera abordé dans ce travail. En effet, I’étude du bouchage des aspérités est dans
notre cas celle d'une surface rugueuse rigide déformant un plan lisse et ductile, situation
se rapprochant le plus du cas réel d’'un contact entre une bride (généralement usinée en
acier) et d'un joint d’étanchéité (fait d’'un métal ductile plus mou). D’autre part, nos
travaux s’intéressent au cas de surfaces a la géométrie anisotrope ce qui n’est pas le cas de
ceux présentés dans cette section. Bien que cet aspect ne revét aucune importance pour
les modeles « complets » (de type élastique, élasto-plastique, etc.), cela est crucial pour
un modele réduit basé sur une approche phénoménologique car la loi phénoménologique
de déformation est justement déterminée a partir de cas de référence pour un type de
surface donné. L’aspect temps de calcul proposé par ces modeles est également d’une
grande importance lorsqu’il s’agit de déterminer 'ouverture sur des surfaces de grandes
dimensions a des échelles de détails tres fines. En ce sens, les modeles réduits apparaissent
plus compétitifs.
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1.2 Approches expérimentales de 1’étanchéité

L’approche expérimentale a été employée par bon nombre d’auteurs afin de caractéri-
ser la performance en étanchéité d’un contact rugueux et d’en donner une loi d’évolution
phénoménologique. Apres avoir présenté quelques résultats de mécanique du contact des
surfaces rugueuses dans la section 1.1, il est bien de pouvoir en appréhender leur compor-
tement réel en étanchéité. C’est alors le but de cette section qui présente quelques travaux
menés au cours de ces derniéres années, qui se placent dans le cadre plus spécifique de
I’étanchéité d’assemblages par des joints métalliques.

1.2.1 Les travaux de Marie

Durant sa theése s’insérant dans le cadre d’un Groupement De Recherche !, MARIE a
développé un montage expérimental destiné a la mesure du débit de fuite au travers de deux
surfaces en contact (Marie, 2002). Ce montage utilise la technique de chromatographie en
phase gazeuse permettant de mesurer des débits de fuite liquides et gazeux au travers d’un
contact. Cependant, seules les mesures de débits liquides ont été effectuées. A I'aide de ce
montage, MARIE a étudié la fuite monophasique de butanol pour un contact entre un plan
en saphir rigide et différentes surfaces modeles obtenues par un procédé de tournage. Ces
surfaces métalliques usinées, faites d’acier inoxydable 316L, sont réparties en deux familles
selon la valeur de leur rugosité arithmétique R, :

— La famille A, ayant une rugosité arithmétique de 0,5 um (noté R,0,5).

— La famille B, ayant une rugosité arithmétique de 1,1 pm (noté R,1,1).

Lors de ses expériences, MARIE a joué sur la variation de deux parametres du montage
que sont la pression d’assise appliquée (rapport de l'effort vertical de serrage par la section
nominale de contact) et la différence de pression du fluide de part et d’autre du contact.
Ses observations montrent, dans chaque cas traité, une proportionnalité entre la masse de
butanol passant au travers du contact et le temps, signe d’un débit de fuite constant. Il
note également ’absence de régime transitoire visible, justifiant le caractére monophasique
de la fuite. En tracant le débit mesuré en fonction de la différence de pression, il observe
également une proportionnalité entre ces grandeurs.

A partir du modeéle de REYNOLDS exprimant le débit liquide dans une fracture mince
d’ouverture constante, MARIE exprime une relation entre le débit et la différence de pres-
sion de fluide pour une géométrie de contact annulaire. Cette relation doit permettre
d’identifier le coefficient de proportionnalité entre le débit et la différence de pression
observé expérimentalement.

Q_K 4p

T ()
T

Dans cette relation, ) désigne le débit volumique de fuite, Ap est la différence de
pression de part et d’autre du contact, u est la viscosité dynamique du fluide, r; et r. sont
respectivement les rayons interne et externe du contact annulaire et K qualifie la transmis-
sivité du contact. Lorsque la largeur de contact est faible devant le rayon interne (lorsque
re — 13 < 1;), un développement au premier ordre de ’équation (1.30) permet d’obtenir
une expression analogue a une loi de DARCY dans un milieu poreux bidimensionnel.

(1.30)

Q K Ap

27r; W re —1q

(1.31)

Pour une géométrie de contact et un fluide donné, la transmissivité K du contact est
alors déduite des résultats expérimentaux (pour un serrage donné). Cette transmissivité
est liée au coefficient de proportionnalité observé expérimentalement entre le débit et la

1. GDR 2345 : « Etanchéité statique par joints métalliques sous conditions extrémes ».
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différence de pression. Elle est, de plus, intrinseque au champ des ouvertures a l'interface
de contact (Marie et Lasseux, 2007). L’évolution de la transmissivité obtenue pour chacune
des trois éprouvettes testées en fonction de la pression d’assise est présentée sur la figure
1.8.

Pca (MPa)
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1.E-01 ‘ ‘ ‘ ‘
—e— éprouvette A
1.E-03 - —o— éprouvette B1
& —&— éprouvette B2
IS
3
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FIGURE 1.8 — Résultats expérimentaux donnant la transmissivité du contact en fonction
de la pression d’assise pour trois éprouvettes (fig. 3.12 de Marie (2002)). La fleche indique
des mesures faites lors de la décharge du contact.

MARIE souligne la tres forte variation de la transmissivité avec la pression d’assise. La
figure 1.8 montre en effet des variations pouvant atteindre six ordres de grandeur. Sur la
plage de mesures réalisée, MARIE propose alors une loi d’évolution de la transmissivité
en fonction de la pression d’assise par une relation de type puissance, et ce pour les deux
familles de surfaces explorées.

K x P, (1.32)

Les travaux réalisés par MARIE ont également permis de mettre en évidence I’existence
d’un flux diffusif a 'interface de contact, dii a la différence de concentration des especes de
part et d’autre du contact. Il note néanmoins que ce débit diffusif agit dans des proportions
moindres par rapport au débit visqueux présenté dans les paragraphes précédents (Marie
et Lasseux, 2007).

1.2.2 Les travaux de Vallet

Les travaux de theése de VALLET (Vallet, 2008) se situent dans la continuité de ceux
de MARIE. Les mesures expérimentales de débits de fuite sont déterminées en utilisant
le méme dispositif que dans Marie (2002), cependant, les surfaces métalliques placées en
contact avec le saphir ne sont plus de méme nature. En effet, VALLET s’est intéressé a
des éprouvettes de robinetterie nucléaire en acier de construction, rodées afin d’obtenir
une rugosité arithmétique de R,0,4. Ces surfaces ont alors une apparence plutdt isotrope,
en comparaison avec les surfaces anisotropes de MARIE, obtenues par tournage (Marie,
2002). Un traitement de surface ou un revétement ont été appliqués sur les éprouvettes
afin d’obtenir une dureté identique pour chacune d’entre elles :

— Eprouvettes 1 et 2, faites d’acier inoxydable 42CD4 et traitées par cémentation.

— Eprouvette 3, faite d’acier inoxydable Z2CND18-12 et revétue de Stellite.

Les résultats expérimentaux obtenus par VALLET montrent, comme dans le cas de M A-
RIE, une proportionnalité entre le débit de fuite et la différence de pression. Ces résultats
sont présentés en termes de transmissivité sur la figure 1.9. VALLET a également étudié le
comportement de la fuite lors de la décharge de I’éprouvette, cela se traduit par un effet
d’hystérésis visible sur la figure 1.9. Il note que la transmissivité du contact a la décharge
est moins importante que lors de la charge, signe selon lui de la déformation plastique de
la surface rugueuse.
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FIGURE 1.9 — Résultats expérimentaux donnant la transmissivité du contact en fonction
de la pression d’assise pour deux éprouvettes (fig. 4.13 de Vallet (2008)). La courbe en
traits pointillés pour I’éprouvette 3 correspond a I’évolution de la transmissivité du contact
pour un second essai (apres avoir fait subir un cycle de charge-décharge au contact).

Dans une autre registre, VALLET note que, lors de la charge, I’évolution de la transmis-
sivité des surfaces isotropes en fonction de la pression d’assise semble évoluer de maniere
plus complexe qu'une loi de type puissance comme évoqué par I'équation (1.32) dans le
cas des surfaces tournées (Marie, 2002).

1.2.3 Les travaux de Bourniquel

Dans ses travaux de thése, BOURNIQUEL (Bourniquel, 2017) s’est intéressé a 1’étan-
chéité en eau de surfaces annulaires présentant un défaut d’ondulation circonférentielle
important. Pour cela, des surfaces modeles a défaut d’ondulation controlé sont fabriquées
en acier 316L revétu de matériau NOREM en plagant la piece a usiner dans un mandrin a
trois mors. La variation de 'effort de serrage des mors permet de déformer élastiquement
la surface, qui est ensuite dressée et rodée. Lors du desserrage des mors, le retour élastique
permet d’obtenir une surface rugueuse rodée avec un défaut d’ondulation circonférentielle
ayant trois lobes. Trois éprouvettes sont ainsi usinées, avec une amplitude créte-a-créte du
défaut d’ondulation allant de 30 um a 50 wm. De plus, I'une de ces surfaces n’a pas été
rodée et possede donc un aspect strié en plus du défaut d’ondulation.

Des mesures expérimentales de fuite en eau sont ensuite réalisées sur ces éprouvettes.
Apres mise en contact de la surface avec un plan en saphir rigide, un débit de fuite est
imposé au travers du contact par le dispositif expérimental, fonctionnant par un systéme
de pompe a pistons. L’effet de fond est également compensé. La mesure des pressions
interne et externe au contact générées par ce débit imposé permet alors d’en déduire la
transmissivité du contact. L’évolution de cette transmissivité en fonction de la pression de
serrage imposée est présentée en figure 1.10. La encore, une variation de type loi puissance
est observable. Les trois éprouvettes a 'amplitude différente présentent un comportement
bien distinct, avec une transmissivité plus importante a amplitude de défaut plus grande.
En revanche, BOURNIQUEL n’observe pas d’effet sur la transmissivité lors de la décharge
du contact, ni d’effet d’hystérésis, contrairement aux travaux de Vallet (2008). Ceci est
potentiellement dii au fait que le contact reste majoritairement élastique compte tenu des
charges modérées appliquées (ne dépassant pas 40 MPa), a la différence de Vallet (2008).
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FIGURE 1.10 — Résultats expérimentaux donnant la transmissivité en fonction de la pres-
sion d’assise pour trois éprouvettes (fig. 2.25 de Bourniquel (2017)).

1.2.4 Les travaux de TIili

Dans le cadre de ses travaux de these, TLILI a mis au point un montage expérimental
destiné a la mesure de taux de fuite en hélium gazeux au travers de deux surfaces en contact
(Tlili, 2013). Dans cette manipulation, il s’agit de mettre en contact une portée annulaire
obtenue par tournage avec une pastille faite d’'un matériau utilisé pour le revétement
des joints d’étanchéité employés par l'industrie (ici, de Paluminium 1050). Deux portées
annulaires aux rugosités arithmétiques controlées ont été étudiées par TLILI :

— Une portée en acier, de rugosité arithmétique R,1,6.

— Une portée en acier, de rugosité arithmétique R;0,4.

Pour l'interprétation de ses résultats expérimentaux, TLILI considére de plus la portée
rugueuse en acier comme bien plus rigide que la pastille, considérée quant a elle comme
lisse et ductile. Une fois ces surfaces mises en contact sous une certaine pression d’assise,
de I'hélium sous pression est envoyé a l'intérieur du montage. Le débit de fuite au travers
du contact est alors mesuré directement par spectroscopie de masse, 'extérieur étant sous
vide.

Les résultats expérimentaux de TLILI sont présentés en figure 1.11, qui donnent le taux
de fuite du contact en fonction de la pression d’assise pour trois différences de pressions
en hélium. Il est & noter que sur ces courbes, les taux de fuite? mesurés ne sont jamais
inférieurs & 1071° Pa- m? - s7!, valeur qui correspond au seuil de détection du spectromeétre
de masse utilisé (signal résiduel).

De ces résultats, TLILI fait plusieurs observations. Tout d’abord, il remarque que dans
la gamme de pressions d’assises parcourue, le taux de fuite varie tres fortement, jusqu’a
huit ordres de grandeur, et ce quelle que soit la différence de pression d’hélium. D’autre
part, il constate qu’en fonction de la différence de pression, ’atteinte de ’étanchéité se fait
pour des pressions d’assises groupées pour la portée de rugosité R,1,6 (autour de 80 MPa
pour les différences de pression de 2 bar et 11 bar, et de 90 MPa pour la différence de
pression de 51 bar). Pour la portée de rugosité R,0,4, il note au contraire que l'atteinte
de I'étanchéité s’établit pour des pressions d’assises plus dispersées (autour de 50 MPa,
70 MPa et 90 MPa pour les différences de pressions respectives de 2 bar, 11 bar et 51 bar).

2. Grandeur donnant la quantité de gaz s’écoulant par unité de temps. Elle correspond a la variation

temporelle du produit de la pression et du volume. Il s’agit alors d’un flux énergétique, homogene a une

puissance, et d’unité S.I. légale le Pa-m?-s™ 1.
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FI1GURE 1.11 — Débits de fuite expérimentaux en fonction de la pression d’assise pour des
pastilles en aluminium 1050 (d’apres Tlili (2013)). Les points sont les mesures expérimen-
tales, les courbes en traits pleins représentent la moyenne géométrique de ces mesures.

1.2.5 Les travaux mixtes portant sur le contact mécanique et la fuite

NITTA et MATSUZAKI (Nitta et Matsuzaki, 2010) ont étudié la fuite en diazote par
chromatographie en phase gazeuse sur un assemblage constitué d’une bride en acier ob-
tenue par tournage et de forte rugosité avec un joint métallique en cuivre. Les résultats
obtenus présentés sur la figure 1.12 montrent (pour un joint de 5 mm de largeur de portée)
une réduction rapide de la fuite avant 50 MPa. Au-dela, cette vitesse de réduction est plus
faible. La méme tendance est observable pour des joints moins larges, avec des valeurs de
pressions différentes cependant.

FIGURE 1.12 — Débits de fuite expérimentaux en fonction de la pression d’assise pour des
joints en cuivre de différentes largeurs (fig. 4 de Nitta et Matsuzaki (2010)).

D’autre part, la mesure de l'aire réelle de contact a été effectuée pour différentes
charges par l'insertion, avant écrasement, d’un film polymere entre le joint et la bride. Le
film, d’une épaisseur de 1 um, est serré pendant une minute afin de laisser les marques
du contact s’y établir. Les résultats de cette expérience (deux exemples sont donnés en
figure 1.13) montrent qu’a faible charge (ici 12 MPa), le contact n’est pas parfait et qu’il
existe des raccourcis radiaux entre les spires. Au contraire, a forte charge (ici 75 MPa),
le contact est plus uniforme sur toute la portée, il n’existe plus de raccourcis radiaux et
le chemin de fuite est alors la spirale elle-méme. NITTA et MATSUZAKI cessent d’observer
la présence de raccourcis radiaux pour une pression supérieure a 50 MPa (pour un joint
de 5 mm de largeur). Cette valeur de transition est a corréler avec les mesures de fuites
expérimentales présentées précédemment. Aucune explication supplémentaire sur le lien
entre fuite et ouverture n’est cependant donnée (Nitta et Matsuzaki, 2010).
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FIGURE 1.13 — Aire de contact (noire) mesurée a I’aide d’un film polymere de 1 um d’épais-
seur sur un joint en cuivre de 5 mm de largeur pour une pression d’assise de 12 MPa (a
gauche) et 75 MPa (a droite) (fig. 6 de Nitta et Matsuzaki (2010)).

Au cours d’une autre étude (Nitta et al., 2013), la surface déformée du joint est obser-
vée apres écrasement par un procédé de microscopie LASER, cela en raison de 'influence
supposée de la technique du film polymeére sur le contact (modification du frottement,
influence de I’épaisseur du film, etc.). Cette méthode de microscopie optique permet d’ob-
tenir uniquement la déformation permanente du joint, 'information élastique, présente
lors du contact, est perdue. Dans ce cas, la pression d’assise de transition est observée a
30 MPa.

Ces deux méthodes permettent d’obtenir une image du contact de l'interface entre le
joint et la bride. Cependant, elles ne donnent pas directement le champ des ouvertures
de cette interface. L’obtention expérimentale de ce champ des ouvertures constituerait
pourtant un apport supplémentaire en vue de juger de la justesse des modeles de contact
numériques présentés en section 1.1, qui restent largement tributaires de certaines hypo-
theses.

1.3 Modélisation des écoulements en lien avec 1’étanchéité

La section 1.2 précédente traite de la caractérisation expérimentale des joints et plus
généralement d’assemblages de surfaces rugueuses. Les résultats, tels qu’ils sont présentés,
donnent une idée du comportement d’un assemblage mais ne permettent toutefois pas
de modéliser la performance d’un contact ayant un profil bien particulier. La section ci-
dessous présente alors différents travaux de la littérature s’intéressant a la modélisation
des écoulements en milieu fracturé rugueux. Dans le cas des joints d’étanchéité, cette
modélisation permet la prédiction du débit de fuite au travers du champ des ouvertures
résultant de la mise en contact du joint avec la bride.

1.3.1 L’hypothése des écoulements en film mince

L’étude des écoulements de fluides newtoniens dans ’approximation des milieux conti-
nus est généralement réalisée a partir des équations de NAVIER-STOKES, qui décrivent la
conservation de la quantité de mouvement. La résolution de ce systeme d’équations aux
dérivées partielles non-linéaires est généralement une tache ardue. Il est alors préférable de
trouver des moyens de simplifier ces équations. Lorsque 1’écoulement est tel que les forces
visqueuses prédominent sur les forces inertielles (le nombre adimensionnel de REYNOLDS
est petit), il est possible de négliger I'effet du terme d’advection apportant la non-linéarité
des équations de NAVIER-STOKES. L’équation devient alors linéaire et est connue sous le
nom d’équation de STOKES et I’écoulement est dit rampant. L’étude de I’écoulement d’un
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fluide fortement confiné entre deux surfaces, c’est-a-dire lorsque 1’épaisseur du liquide est
faible devant les dimensions transversales des surfaces, donne lieu a ’approximation de la
lubrification développée historiquement pour ’étude de la lubrification hydrodynamique
d’ou elle tire son nom (Szeri, 1998). Cette approximation permet d’obtenir ’équation de
REYNOLDS, qui décrit en deux dimensions le mouvement du fluide en milieu confiné.

Dans le cadre de I’étanchéité statique, le probleme de I’étude des écoulements est
apparenté a celui dans un milieu fracturé fortement confiné. L’équation de REYNOLDS
est alors généralement utilisée dans bon nombre d’études pour décrire I’écoulement dans
de tels milieux. La présentation non-exhaustive de quelques travaux sur 1’écoulement en
milieu confiné (pour des applications d’étanchéité ou non) fait alors 'objet de la section
suivante.

1.3.2 Modeles d’écoulements en fracture rugueuse
1.3.2.1 Les méthodes de changement d’échelle et les méthodes locales

L’étude des effets de la rugosité des surfaces sur I’écoulement est un probléeme géné-
ralement difficile a traiter, en raison notamment de la complexité géométrique de cette
derniere. Compte-tenu du fait que ’échelle de longueur caractéristique des rugosités est la
plupart du temps bien plus petite que la dimension globale de la surface étudiée, il peut
étre judicieux de vouloir obtenir un modele moyen d’écoulement ainsi que des parameétres
macroscopiques effectifs décrivant ce milieu.

Dans le cadre de travaux sur la lubrification de paliers hydrodynamiques, Christensen
(1970) a développé un modele d’écoulement moyen pour des rugosités orientées longitu-
dinalement ou transversalement. Ce modele est basé sur 1'utilisation d’un processus sto-
chastique sur I’équation de REYNOLDS, ce qui lui a permis d’obtenir une nouvelle équation
semblable a cette derniére pour une surface lisse, mais incluant des parametres statistiques
du champ des ouvertures. Pour des profils de rugosité plus généraux et en présence possible
de contact, Patir et Cheng (1978) ont introduit des facteurs d’écoulement (flow factors)
dans I’équation de REYNOLDS pour obtenir un modele moyen décrivant I’écoulement. Cette
équation est la suivante :

o ((I) h 8p> 0 <<IJ h 8p> :U1+U28<h>+ Uy U28<I>8+(9(h> (1.33)
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Dans 1’équation (1.33), h est la séparation nominale entre les surfaces, (h) est Pouver-
ture moyenne, p est la pression moyenne du fluide, U; et Us sont les vitesses des deux sur-
faces, o est I'écart-type de la rugosité des surfaces. Les facteurs @, et ®, représentent 'effet
de I’écoulement de POISEUILLE tandis que ®5 donne l'effet de I’écoulement de COUETTE
sur I’écoulement moyen. Les facteurs d’écoulement sont obtenus en faisant la moyenne sur
plusieurs réalisations des valeurs calculées par résolution complete de I’équation de REY-
NOLDS sur des surfaces statistiquement identiques. TRIPP (Tripp, 1983) a étendu le modele
de PATIR et CHENG en développant une formulation tensorielle du modeéle d’écoulement
moyen, permettant d’introduire par exemple le fait qu'un gradient de pression appliqué
selon la direction x puisse produire un écoulement selon la direction y lorsque les rugosités
sont orientées obliquement, ce qui n’est pas le cas avec le modéle de PATIR et CHENG dont
les facteurs d’écoulement sont des scalaires. Lorsque les termes non-diagonaux du tenseur
sont négligeables devant les termes diagonaux, le modeéle de Tripp (1983) est réduit a celui
de Patir et Cheng (1978). Une variante du modele de PATIR et CHENG est réalisée pour
des surfaces sinusoidale par Letalleur et al. (2002). Cette approche donne une expression
analytique des facteurs d’écoulement, en particulier dans des situations proches du seuil
de percolation. D’autres modeles, tels que la méthode d’homogénéisation développée par
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exemple dans Bayada et Faure (1989) permettent de prendre en compte l'impact d’une
rugosité au motif périodique sur I’écoulement.

Par analogie avec la modélisation des écoulements dans un milieu poreux, la méthode
de prise de moyenne volumique (Whitaker, 1999) a été utilisée par Prat et al. (2002) pour
extraire le modele d’écoulement moyen d’un fluide incompressible entre deux surfaces
rugueuses, chacune pouvant se déplacer a une certaine vitesse. La rugosité est supposée
avoir une variation spatiale lente de telle sorte que I’équation de REYNOLDS est utilisée,
la formulation locale du probléme est alors la suivante :

h3 Ui +U;
q= —@Vp Th dans 3 (1.34a)
Oh
§+V-q=0 dans 3 (1.34b)
gn=0 sur Cyp (1.34c)

Dans ’équation (1.34), g désigne le débit volumique par unité de largeur, h est I'ou-
verture locale entre les deux surfaces, p est la pression du fluide, u la viscosité dynamique,
n est le vecteur normal au niveau des zones de contact, Uy et Ug sont les vecteurs vitesse
des deux parois. 3 désigne la région occupée par le fluide tandis que C,3 est la fronticre
des zones de contact. Par application de la méthode de prise de moyenne volumique sur
une surface représentative, le modele d’écoulement moyen est déduit :

K Us — U U, +U.
__n 8 U2 1 1 2 1
V-(q) =Usz- (Vhe) —U;y- (Vhy) (1.35Db)
avec les tenseurs K et C définis par
K=(k)I+ (kVb) , C = (kVec) (1.36)

Dans ces équations, () désigne une valeur moyenne, (p>ﬁ est la pression moyenne dans
la phase fluide, k = k3 fait office de transmissivité locale, enfin, les vecteurs b et ¢ sont les
vecteurs de fermeture du probléeme, définis de la fagon suivante, avec k 1a déviation de k
par rapport a sa moyenne, Il; le vecteur de périodicité spatiale du probleme et i est la
surface moyenne.

V- (kI +kVb) =0 dans 3 (1.37a)

b(x +1II;) = b(x) (1.37b)

b =0 (1.37¢)
et

V- (kVe) =2Vhy dans 3 (1.38a)

c(x +1IL;) = ¢(x) (1.38Db)

(e)’ = (1.38¢)

Ainsi dans le cas d’une fracture statique, il suffit de résoudre b par le probleme (1.37)
pour obtenir le modele macroscopique de I’écoulement mu par un gradient de pression.
Sans considération de la moyenne temporelle, le modele macroscopique (1.35) constitue
une généralisation du modele de PATIR et CHENG avec des coefficients tensoriels et non-
plus scalaires ainsi qu’avec des vitesses des surfaces pas nécessairement colinéaires (Prat
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et al., 2002). Ce modele assume cependant la validité de I’équation de REYNOLDS partout
a I’échelle de la rugosité, y compris proche des zones de contact.

Dans le cadre de I’étude de 'étanchéité statique des portées métalliques MARIE (Ma-
rie, 2002) et VALLET (Vallet, 2008; Vallet et al., 2008, 2009) ont développé des modeles
numériques d’écoulement (les résultats de leurs études expérimentales sont présentés en
section 1.2). Ces modeles sont développés pour I’écoulement de fluides newtoniens incom-
pressibles, a faible nombre de REYNOLDS et soumis a un gradient de pression. L’équation
de REYNOLDS est alors employée. Le travail réalisé (similaire dans les deux études) s’ap-
puie sur la définition d’une surface représentative de la portée d’étanchéité. L’extraction
des propriétés macroscopiques de cette surface représentative (par des techniques de chan-
gement d’échelle utilisant la méthode de la prise de moyenne volumique) permettent de
déduire les propriétés de la portée complete. La technique suppose 'absence de défauts
accidentels (rayures, etc.) et de grande échelle (ondulation, etc.). Elle suppose également
que le contact est suffisamment loin du seuil de percolation afin que la surface extraite
puisse étre représentative.

L’estimation de la transmissivité représentative de la géométrie de 'ouverture du
contact, intervenant par exemple dans I'expression (1.30) n’est pas immédiate. Pour un
champ des ouvertures hétérogene avec h(x,y) donné, il serait commode de définir la trans-
missivité du contact a ’aide d’une simple moyenne arithmétique dans 1’équation de REY-
NOLDS :

K= (1.39)

Une telle formulation donnée par I’équation (1.39) est généralement erronée, en parti-
culier dans le cas d’une fracture anisotrope (Marie, 2002; Vallet, 2008). En effet, pour une
ouverture rugueuse, le fluide va avoir tendance a suivre des chemins de fuite préférentiels,
la ou les ouvertures sont plus importantes, 1'utilisation d’'une telle moyenne ne permet
alors pas de prendre en compte cet effet. Un développement formel de la transmissivité
du contact est alors nécessaire. La formulation locale du probleme est régie par I’équation
de REYNOLDS :

h3
= —— 1.4
q 1o Vp dans 3 (1.40a)
V.-g=0 dans (1.40b)
gn=0 sur Cyp (1.40c¢)

L’utilisation de la méthode de la prise de moyenne volumique pour effectuer le chan-
gement d’échelle permet d’obtenir le modeéle macroscopique suivant :

(@) = -2 . v’ (1.41a)
V.(q) = (1.41b)

avec le tenseur de transmissivité K défini de la maniére suivante, en posant k = h3/12 :

K = (k) I + (kVb) (1.42)

Le vecteur de fermeture b, spatialement périodique, est solution du probleme de fer-
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meture ci-dessous. n représente la normale aux contours des zones de contact.

V- (kI +kVb) =0 dans 3 (1.43a)
—n-Vb=n sur C, (1.43Db)
b(x +II;) = b(x) (1.43c¢)
(b)? = (1.43d)

La tenseur de transmissivité macroscopique est alors intrinseque car il ne dépend que de
I'ouverture du contact, via k et b. Ces équations sont établies dans le cas d’une ouverture
variant continiiment. Néanmoins, Marie (2002) et Vallet (2008) ont donné le probléme
discrétisé sur une grille rectangulaire dont chaque élément possede une ouverture uniforme.
Sur chaque élément, k est donc considéré uniforme (ainsi, k= 0). La continuité a U'interface
entre deux éléments ainsi que la périodicité a ’échelle du pavé doivent étre respectées. On
obtient alors :

V2b; =0 sur I’élément 4 (1.44a)
V?b; =0 sur 1’élément j (1.44D)
n-ki(I+Vb;)=n-k;j(I+Vbj) a linterface i — j (1.44c)
b; = b; a linterface i — j (1.44d)

(1.44e)

Y b;=0

MARIE a d’abord résolu le probleme de fermeture sur un pavé représentatif d’une
surface tournée. Pour comparer les résultats du modele avec ses expériences, il a utilisé le
terme K, du tenseur K donnant la transmissivité dans la direction des stries d’usinage.
Les résultats obtenus présentés sur la figure 1.14 montrent un écart de plusieurs ordres de
grandeurs a faible charge et un meilleur accord aux fortes charges. L’estimation a petite
échelle ne suffit donc pas pour déterminer I’étanchéité globale du contact. MARIE attribue
cette différence par la non prise en compte des défauts de grande échelle (constatés sur
le dispositif expérimental) et de défauts ponctuels dans la surface représentative. Pour
intégrer ces défauts de grande échelle, un contact complet incluant la spirale est réalisé
par MARIE. Pour le calcul, des conditions périodiques sont imposées dans la direction y.
Dans la direction x, ce sont des conditions de DIRICHLET en pression qui sont imposées.
La résolution est ici celle du probléme (1.40) par un schéma de volumes finis, il s’agit donc
d’une simulation numérique directe. La comparaison avec I'expérience se fait cette fois-ci
a ’aide du terme K, du tenseur K. L’accord du modele avec 'expérience est meilleur
avec 'utilisation d’un contact complet comme le montre la figure 1.15. MARIE impute
I’écart aux pressions voisines de 300 MPa par la transition entre I’écoulement radial et
I’écoulement circonférentiel, mais également aux approximations du modeéle de contact
(modele purement plastique d’érosion).

D’un autre coté, les résultats de Vallet (2008) pour des surfaces fractales auto-affines
montrent une surestimation d’un ordre de grandeur de la transmissivité par rapport a I’ex-
périence. Apres une étude des diverses causes pouvant influencer cet écart, il en conclut
que la prise en compte de I’hétérogénéité du matériau dans le modele de déformation est
une piste d’amélioration prometteuse. Les travaux de Durand (2012) ont cependant contre-
dit cette piste par la réalisation de simulations numériques de ’écrasement d’une surface
rugueuse en tenant compte de différents comportements matériaux (couplage thermomé-
canique, gradient de propriétés mécaniques, plasticité cristalline). Aucun effet notoire n’a
été constaté par rapport a un matériau au comportement homogéne et isotrope.

Afin d’étudier l'influence des défauts de surface sur la transmissivité du contact (en
particulier les défauts de grande longueur d’onde comme souligné dans Marie (2002)),
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FIGURE 1.14 — Comparaison du débit de fuite calculé (en spirale) et du débit mesuré
expérimentalement en fonction de la pression d’assise (fig. 4.36 de Marie (2002)).
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FI1GURE 1.15 — Comparaison du débit de fuite calculé sur un contact complet avec le débit
mesuré expérimentalement en fonction de la pression d’assise (fig. 4.48 de Marie (2002)).

Ledoux et al. (2011) ont effectué une décomposition modale d’une surface tournée pour
déterminer statistiquement ’effet de chaque mode sur la fuite du joint. Le calcul de I’écou-
lement est réalisé par une simulation numérique directe. Les résultats obtenus montrent
qu’aux fortes charges, ce sont les modes élevés qui ont un effet prépondérant (qui corres-
pondent & une forme de surface plus complexe). Au contraire, aux faibles charges, seuls les
premiers modes sont influents, correspondant a des défauts de grande échelle. Les auteurs
soulignent de plus que la variabilité de la transmissivité du contact peut étre controlée par
un choix approprié des modes présents sur la surface (ce qui reste tout de méme délicat a
réaliser en pratique).

Ces conclusions sont similaires a celles présentées par Geoffroy et Prat (2004) pour
une étude analytique de la fuite sur une surface sinusoidale dans les directions radiale et
circonférentielle. GEOFFROY et PRAT montrent que 'ondulation circonférentielle produit
un effet néfaste aux faibles charges. Aux fortes charges, sa présence peut en revanche avoir
un effet bénéfique en contribuant a la constriction de la spirale, si son amplitude est du
méme ordre de grandeur que celle des stries.

Récemment Pérez-Rafols (2016); Pérez-Rafols et al. (2016a) a étudié la fuite radiale
d’un fluide incompressible sur une portion de surface tournée en résolvant localement
I’équation de REYNOLDS. Des conditions de périodicité sont appliquées selon la direction
des stries, mais l'effet de spirale n’est pas pris en compte, du fait de la faible taille de
la surface extraite. Dans la direction radiale, des conditions limites de DIRICHLET sont
appliquées. Ce modele correspond a 1’étude d’une surface rugueuse constituée de stries
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concentriques et non pas d’une spirale. Des calculs réalisés, la transmissivité du contact
est obtenue par intégration du résultat sur la surface. Les résultats obtenus par PEREZ-
RAFOLS montrent que la fuite radiale est gouvernée par les constrictions au niveau des
zones de contact, ce qui va gouverner le passage du fluide d’une strie a autre. De ce fait,
la performance du joint est sensible au moindre défaut dans cette direction. Néanmoins,
ces résultats ne permettent pas de prédire les petites fuites sur un contact complet du fait
de la trop petite taille de la surface utilisée, les « méandres » qui peuvent se former ne
sont pas pris en considération.

Dans Pérez-Rafols et al. (2016b), un modele stochastique multi-échelle d’écoulement a
été développé, toujours dans le cas d’une fuite uniquement radiale. Pour cela, le modele
considere la surface du joint comme constituée de multiples pavés sur chacun desquels
est affecté un tenseur de transmissivité (calculé préalablement) fonction de I'ouverture
moyenne ou de la pression de contact moyenne (grandeurs qui sont issues du probléme de
mécanique du contact). Les différents tenseurs sont cependant supposés diagonaux. La dis-
tribution des transmissivités est alors ajustée selon une loi log-normale. La transmissivité
globale du contact est ensuite calculée par un schéma de type volumes finis. En effectuant
plusieurs tirages sur les valeurs des transmissivités locales (selon la loi log-normale précé-
demment ajustée sur la surface de référence) puis en calculant la fuite globale, une bonne
représentativité statistique est atteinte. Ce modele permet d’obtenir une bonne estimation
de la performance du joint en comparaison avec les simulations directes, il arrive également
a capturer les chemins de fuite tortueux qu’emprunte le fluide comme le montre la figure
1.16.

FIGURE 1.16 — Comparaison du flux calculé avec le modeéle « complet » en (a) et avec le
modele stochastique en (b). Les fleches rouges sur la figure (b) donnent la direction et
I'intensité du flux (fig. 6 de Pérez-Rafols et al. (2016D)).

Pour calculer la fuite liquide a ’échelle d’un joint d’étanchéité dans son ensemble, Bour-
niquel (2017) a d’abord déterminé le champ des ouvertures par modélisation du contact.
Les surfaces considérées contiennent majoritairement des défauts de forme de grande lon-
gueur d’onde, tels que de 'ondulation circonférentielle, les défauts de petit longueur d’onde
étant filtrés. Cela permet de conserver une discrétisation relativement grossiere de la sur-
face. Le calcul de contact mécanique est réalisé par la méthode des éléments finis avec
Code_Aster, en utilisant une loi de comportement élasto-plastique & écrouissage isotrope
pour la surface rugueuse. La surface antagoniste est supposée rigide et parfaitement plane.
La fuite est ensuite calculée a ’aide d’une simulation directe de I’équation de REYNOLDS
et comparée a des résultats expérimentaux présentés dans la section 1.2. Il est exposé
que la fuite calculée est surestimée par rapport a celle obtenue expérimentalement, 1’écart
relatif entre les deux augmentant au fur et a mesure que la pression d’assise sur le contact
augmente. BOURNIQUEL suggere que cet effet est dii a une déformation du matériau plus
importante que celle prédite par la simulation, plutét qu’a la rigidité finie de 'antagoniste
ou a la raideur différente du revétement. En prenant en compte le défaut de forme de la
face inférieure de ’éprouvette sur ce montage expérimental, une meilleure corrélation est
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obtenue ce qui suggere que ce caractere doit étre traité avec attention dans les simulations.

Afin de prendre en compte l'effet des défauts de fréquence plus élevée, comme des stries,
un modele de calcul de fuite & deux échelles est développé par Bourniquel (2017). Le calcul
de contact est inchangé et ne tient compte que du défaut d’ondulation circonférentielle.
Les stries sont ensuite modélisées par des motifs sinusoidaux sans effet de spirale (stries
concentriques), et leur impact supplémentaire sur la transmissivité locale du contact est
introduite par un tenseur de transmissivité diagonal (et non plus par le seul scalaire valant
h3/12). Les composantes de ce tenseur sont calculées & partir du motif d’une surface
représentative de la portée. Le probleme d’écoulement résultant est alors résolu par la
méthode des éléments finis de frontiére. Les résultats obtenus montrent une amélioration
substantielle de la prédiction de la fuite du contact complet lorsque ce caractere anisotrope
est introduit, méme de maniere approximative comme c’est le cas ici.

Les modeles présentés jusqu’ici étudient 1’écoulement dans le contact en se basant sur
I’équation de REYNOLDS, qui néglige les effets d’inertie et suppose des variations lentes
de la géométrie de I'ouverture. Néanmoins, il reste difficile d’estimer la validité de cette
équation dans une fracture rugueuse hétérogene. Parmi les premiers travaux de valida-
tion de 'utilisation de ’équation de REYNOLDS en fracture rugueuse, nous pouvons citer
Mourzenko et al. (1995) qui ont résolu numériquement les équations de REYNOLDS et
de STOKES dans des fractures gaussiennes et fractales auto-affines. Les comparaisons ef-
fectuées montrent une surestimation systématique de la transmissivité du contact avec
I’équation de REYNOLDS par rapport a I’équation de STOKES, définie comme la valeur de
référence. Cette surestimation peut atteindre un facteur supérieur a deux lorsque I'ouver-
ture moyenne et la longueur de corrélation diminuent. L’étude réalisée montre également
en certains endroits de la fracture des déviations du profil de vitesse par rapport au profil
parabolique de I’équation de REYNOLDS.

Les travaux numériques de Brown et al. (1995) pour des surfaces sinusoidales ont
permis de comparer cette fois-ci I’équation de REYNOLDS a celle de NAVIER-STOKES. Les
résultats obtenus montrent encore une surestimation des flux par I’équation de REYNOLDS.
Cette surestimation augmente lorsque 'ouverture diminue relativement a ’amplitude et
au désalignement des sinusoides. L’emploi de I’équation de NAVIER-STOKES a permis aux
auteurs d’étudier les effets inertiels sur ’écoulement. Ils observent notamment qu’une aug-
mentation du nombre de REYNOLDS conduit & une diminution du flux de par la présence
de zones de recirculation, dissipant de ’énergie. Les auteurs notent cependant qu’en pra-
tique, les nombres de REYNOLDS des écoulements liquides en fractures restent inférieurs a
I'unité, en émettant toutefois des réserves pour les gaz.

D’autres travaux comme ceux de Marie (2002) sur une surface tournée mettent aussi en
évidence une surestimation de la transmissivité du contact par I’équation de REYNOLDS,
tandis que ceux de Durand (2012) permettent d’obtenir une estimation tout a fait compa-
rable entre I’approche REYNOLDS et 'approche STOKES, pour une surface isotrope. Ces
derniers résultats laissent envisager 1'utilisation de I’équation de REYNOLDS (bidimension-
nelle) pour obtenir une bonne estimation de la transmissivité du contact en un temps
modéré par rapport a I’équation tridimensionnelle de STOKES.

1.3.2.2 Modélisation par la création d’un réseau de percolation

Le calcul direct de 1’écoulement dans un champ des ouvertures hétérogene est gé-
néralement treés coliteux. Le transport du fluide dans le contact est en général controlé
par des zones critiques que sont les constrictions d’ouverture (Plouraboué et al., 2006).
Ces constrictions géneérent alors une perte de potentiel (ici la pression) importante dans
I’écoulement du fluide.

Basé sur ce constat, FLUCKIGER (Fluckiger, 2005) a développé un modele d’écoulement
dans un contact par construction d’un réseau de percolation dans ce dernier. Chaque lien
de ce réseau relie deux maximas d’ouverture (occasionnant une perte de potentiel limitée)
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et passe par une constriction, qui est supposée occasionner la totalité de la perte de
potentiel dans le travail de FLUCKIGER. Le réseau de percolation total est alors constitué
d’une multitude de liens plus ou moins bien connectés les uns avec les autres, formant
ainsi ’équivalent d’un réseau de conductances. Ce réseau, constituant alors un squelette
topologique, permet de déterminer des chemins de fuite préférentiels pour le fluide. Un
exemple de réseau construit est donné sur la figure 1.17. Le probléme d’écoulement complet
dans le contact est alors ramené a un probléme discret, permettant une résolution plus
abordable, ce qui laisse entrevoir notamment 1’étude du comportement du contact proche
du seuil de percolation.

FIGURE 1.17 — Isovaleurs du champ des ouvertures avec les liens du réseau de percolation
(en noir). Les zones blanches représentent les zones de contact (fig. 2.10 de Fluckiger
(2005)).

Dans ses travaux, FLUCKIGER s’intéresse au cas de ’écoulement d’un fluide incompres-
sible dans un contact entre une surface gaussienne isotrope, corrélée a courte portée et un
plan lisse. La détection des points critiques (maximas et constrictions) est obtenue par une
méthode de NEWTON. Le lien est la géodésique entre deux maximas et passant par un col,
cela est réalisé en suivant la plus grande pente a partir des points cols (constrictions). Un
col appartient alors a un unique lien. La conductance de chaque lien k est déterminée au
niveau du col par une analyse asymptotique (Plouraboué et al., 2004). L’hypothése princi-
pale de ce développement est que I'ouverture au niveau du col doit étre significativement
plus petite que 'ouverture moyenne dans les vallées voisines. Cette conductance est alors
donnée par la relation suivante, avec hg I’ouverture au niveau du col.

1 3 ha:x @ . @

k= 7h0 — 7 h:m: = 81’2 ) Yy 8y2

1.45
14 hyy (1.45)

Une évolution de la conductance au niveau d’un col proche du seuil de percolation est
donnée comme une loi puissance de la charge dans une autre étude (Dapp et Miiser, 2015).

La portée d’étanchéité complete n’est pas modélisée, seule une petite portion de taille
représentative est utilisée et une étude statistique est réalisée. Les résultats obtenus a
I’échelle du pavé représentatif (avec un modele de contact purement plastique de type
érosion) montrent que la conductance évolue selon une loi puissance décroissante proche
du seuil de percolation (en fonction des variables telles que le taux de liens actifs du
réseau par rapport au seuil, ou de 'aire relative de contact par rapport au seuil). Cet
exposant trouvé par le modele est différent de ceux présents dans la littérature, indiquant
un changement de classe d’universalité du systeme étudié. La diminution de la conductivité
du pavé proche du seuil est imputable & I’évolution structurelle du réseau lui-méme, mais
aussi a ’évolution de la conductance des liens en fonction de I’écrasement.
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L’introduction de déformation élastique dans le contact méne a des observations dif-
férentes. Proche du seuil de percolation, la conductance semble peu varier tandis que loin
de ce seuil, elle semble suivre a nouveau une loi puissance. Selon FLUCKIGER, ces résultats
sont & pondérer par le fait qu’il est plus difficile de déterminer le seuil de percolation en
présence de déformations élastiques car ce n’est plus un parameétre controlable (le taux de
liens actifs du réseau n’est plus un parametre contrdlable mais induit, par la charge ap-
pliquée par exemple, en raison des interactions élastiques). Un second résultat obtenu est
que la conductance obtenue avec le modele d’érosion est plus importante qu’en présence
de déformations élastiques.

1.3.2.3 Autres approches utilisant la théorie de la percolation

La percolation définit la possibilité de transmission d’une information au travers d’un
réseau. Comme présenté dans la section précédente, I’étude de I’écoulement en fracture
rugueuse présente une analogie avec le phénomeéne de percolation.

Un certain nombre d’auteurs ont donc étudié la fuite d’un joint d’étanchéité en adop-
tant une approche basée sur des résultats issus de la théorie de la percolation, combinés
avec un modele de contact développé par PERSSON (présenté dans la section 1.1). L’idée
développée par Persson et Yang (2008) et Bottiglione et al. (2009b) pour la détermina-
tion du chemin de percolation peut étre représentée schématiquement par la figure 1.18.
L’interface entre le joint et la bride est en effet modélisée en un ensemble de carrés repré-
sentant soit une zone de contact (noir), soit une ouverture (blanc). Ce pavage est modifié
en fonction du grossissement ( et a partir d’une valeur critique (. de ce grossissement,
des zones d’ouverture fusionnent, créant ainsi un chemin de fuite entre les deux cotés du
joint. La valeur critique du grossissement est déterminée selon la théorie de la percolation
lorsque S((.) ~ 0,4S5y. Les auteurs consideérent alors que l'ensemble de la fuite du joint
passe par cette constriction critique de section rectangulaire, et dont les dimensions sont
déterminées par la théorie de PERSSON. Le débit volumique de fluide traversant le joint est
alors estimé par la relation de REYNOLDS suivante, ou h((.) est 'ouverture de la constric-
tion critique et Ap la différence de pression vue par le joint (la largeur et la longueur de
la constriction sont prises égales).

W)

@= 12

(1.46)

Ce modele a été confronté a ’expérience sur un montage constitué d’un joint élastomere
au contact d’une surface rugueuse par Lorenz et Persson (2009). Un bon accord est trouvé
par les auteurs mais cela résulte de 'ajout d’un préfacteur d’ajustement a la relation
(1.46), que les auteurs fixent a 0,2 pour leur expérience.

€=¢

¢=1 £=5 £=10 c

constriction
critique

FIGURE 1.18 — Schéma montrant les zones de contact (en noir) et leur évolution avec le
grossissement selon la théorie du contact de PERSSON (fig. 4 de Persson et Yang (2008)).

Les modeles précédents ne considerent qu’une constriction dont les dimensions sont
calculées au grossissement critique. Bottiglione et al. (2009a) ont développé un modele qui
tient compte des constrictions qui peuvent apparaitre aux grossissements supérieurs au
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grossissement critique. Ces constrictions supplémentaires auront toutefois des dimensions
plus faibles, et donc une conductance plus faible. Leurs travaux ont alors permis de montrer
qu’avec ce modele, il existe un grossissement supérieur a (. pour lequel la conductance du
joint est maximale. Cependant, ce modele fait intervenir deux parametres ajustables arbi-
trairement, ce qui rend la comparaison avec les approches utilisant une unique constriction
critique délicate.

D’une part Dapp et Miiser (2015) et Dapp et Miiser (2016) notent que les modeles
présentés dans cette section risquent probablement de ne pas étre corrects proche du seuil
de percolation du joint, en raison de l'utilisation de la théorie du contact de PERSSON.
D’autre part car le ratio de la longueur par la largeur de la constriction varie avec la
charge, alors qu’il est considéré comme constant dans ces modeles.

En utilisant un modele de contact issu de la dynamique moléculaire entre un solide
élastique et une surface rugueuse fractale, DAPP et MUSER (Dapp et Miiser, 2016) ont
effectué une résolution directe de I’équation de REYNOLDS dans le champ des ouvertures et
ont étudié plus particulierement le comportement du joint proche du seuil de percolation.
Une partie de leurs résultats est illustrée sur la figure 1.19. Sur la planche A, il existe
plusieurs chemins de fuite du fluide et la pression varie sur tout le pavé (présence de
nuances allant du bleu au vert). Sur la planche D en revanche, il n’existe plus qu'un
seul chemin possible et toute la variation de pression se fait au niveau de la constriction.
Les propriétés locales de la constriction déterminent le comportement du joint dans son
ensemble. Les auteurs mentionnent qu’il n’est pas possible d’assigner une unique classe
d’universalité au probleme d’étanchéité du fait que celui-ci devienne local. La planche E
de la figure 1.19 montre que pour des faibles charges loin du seuil de percolation, le flux
décroit selon une loi exponentielle. Aux plus fortes charges proche du seuil de percolation,
la décroissance se fait selon une loi puissance.

1.4 Conclusions

Ce chapitre a présenté dans un premier temps diverses méthodes de modélisation du
contact mécanique entre surfaces rugueuses. Les premieres méthodes exposées, de na-
ture stochastique, permettent d’obtenir I’évolution de grandeurs globales caractérisant le
contact (généralement 'aire réelle de contact) en fonction de la charge appliquée. Ces mé-
thodes ne permettent cependant pas d’accéder a des grandeurs locales du contact comme
louverture, qui est d’intérét crucial en étanchéité car 1’écoulement dans le champ des
ouvertures peut se produire dans des chemins de fuite privilégiés.

Pour pallier a cela, des modeles de contact déterministes ont été introduits. Une mé-
thode numérique de choix est celle des éléments finis, cependant le caractere multi-échelle
présenté par les surfaces rugueuses (vaste plage de longueur d’onde s’étendant de ordre
du centimetre pour les défauts d’ondulation jusqu’au micrometre et moins pour les aspéri-
tés) mene nécessairement a une discrétisation tres fine du probléme (en surface mais aussi
dans le volume), donnant lieu & des systémes de tres grande taille et dont la résolution est
rédhibitoire.

Des modeles de contact simplifiés sont alors employés, permettant de ne mailler que
la surface de contact des solides. Parmi ces modeles simplifiés, les modeles élastiques dis-
posent de par leur caractere linéaire de nombreuses méthodes de résolution. Ces modeles
sous-estiment généralement tres fortement 'aire réelle de contact (et surestiment donc
l'ouverture) et leur usage est critiquable dans le cadre d’un contact métal contre métal,
ou de la plastification peut apparaitre en proportion importante avec ’accroissement de
la charge. Les modeles de contact élasto-plastiques simplifiés présentés dans ce chapitre
introduisent la plasticité du matériau via une hypothese supplémentaire par rapport au
cas élastique (pression de contact au maximum égale a la dureté du matériau) permet-
tant d’éviter la discrétisation du volume, ou alors par détermination des déformations
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FIGURE 1.19 — Les figures A & D montrent 'évolution de 1’écoulement (les nuances de
jaune et rouge donnent la densité du flux) dans la fracture rugueuse (zones de contact en
noir) en fonction de la charge L appliquée. Le bleu correspond a la pression interne et le
vert & la pression externe au joint. La position des figures A a D est donnée sur la figure
E qui donne I’évolution du flux au travers du pavé en fonction de la charge appliquée. Les
résultats sont donnés pour plusieurs surfaces de parametres statistiques identiques. Enfin,
L. est la charge critique correspondant au seuil de percolation du pavé (fig. 1 de Dapp et
Miiser (2016)).

plastiques, nécessitant un maillage dans le volume subissant de la déformation plastique.
De plus 'hypotheése de massif semi-infini est utilisée dans ces modeéles, ce qui limite leur
utilisation au cas d’un contact suffisamment partiel. Cette hypotheése parait également
restrictive dans le cadre des joints d’étanchéité, ou les efforts de serrage peuvent étre éle-
vés et les épaisseurs des matériaux en contact faibles. Il est de plus difficile d’évaluer le
degré d’exactitude de ces modeles élasto-plastiques simplifiés, aucune comparaison avec un
modele de contact non simplifié n’est reportée dans cette étude bibliographique. Une troi-
sieme catégorie de modele de contact est celle des modeles phénoménologiques, donnant
une approximation du déplacement au voisinage d’une aspérité en contact. La comparai-
son avec un modele complet semble donner de bons résultats, la difficulté réside dans la
fagon d’approximer la surface rugueuse réelle par une multitude d’aspérités a la géométrie
bien particuliere.

D’un point de vue expérimental, cette étude bibliographique montre que la fuite d’un
fluide incompressible au travers d’un contact est caractérisée par la transmissivité, qui
est une grandeur intrinseque au champ des ouvertures. L’évolution de cette grandeur
suit une loi puissance décroissante avec ’augmentation de la charge dans le cas d’une
surface tournée. Pour une surface rodée, le comportement semble plus complexe. Pour un
écoulement gazeux, la fuite n’est pas déterminée par un seul parametre et dépend de la
pression de fluide appliquée. Dans les deux cas, une variation de la fuite de plusieurs ordres
de grandeur est observée sur la gamme de pressions d’assises examinée.

L’analyse de I'état de I'art sur la modélisation des écoulements fluides a l'interface
de contact entre le joint d’étanchéité et la bride montre que des modeles existent pour
des fluides incompressibles. Ces modeles sont basés sur I'utilisation de I’équation de REY-
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NOLDS dans des fractures rugueuses, dont certaines études soulignent néanmoins une sur-
estimation systématique de la fuite par rapport a 'utilisation de 1’équation de STOKES.
Les méthodes de changement d’échelle permettent de déterminer un modele d’écoulement
moyenné sur une portion de surface suffisamment grande pour englober les défauts de rugo-
sité de la fracture, mais suffisamment petite devant les dimensions globales de la portée du
contact, pour s’affranchir des conditions limites globales. La transmissivité macroscopique
du pavé représentatif de la portée est alors exprimée a l'aide d’un tenseur. La difficulté
dans la résolution du probleme est cependant identique au probleme de base, qui est la ré-
solution locale de I’équation de REYNOLDS. D’autre part, I'utilisation de cette méthode est
discutable sur une portée d’étanchéité tournée, dont ’anisotropie est fortement marquée.

Les méthodes de construction de réseau de percolation permettent de déterminer un
squelette topographique, constituant les chemins de fuite préférentiels du fluide. Chaque
lien de ce réseau est affecté d’une conductance, qui est cependant déterminée proche du
seuil de percolation au niveau des constrictions par une analyse asymptotique. Cela sup-
pose donc que la chute de pression dans le lien se fasse uniquement au niveau de la constric-
tion. Cette méthode permet donc une discrétisation du probleme complet, facilitant ainsi
sa résolution et laissant envisager une étude plus aisée proche du seuil de percolation.

Cette étude bibliographique révele donc que dans le cadre des joints d’étanchéité,
rares sont les modeles d’écoulements gazeux en milieux fracturés. L’écoulement d’un gaz
en milieu confiné comme c’est le cas pour de telles fractures possede, en plus de ’aspect
compressibilité, un aspect de raréfaction dont I'impact sur ’écoulement peut étre impor-
tant. A ce titre, la littérature sur la perméabilité gazeuse des milieux poreux peut fournir
un certain nombre de pistes pour la suite de ce travail.
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— Chapitre 2

Ecoulements gazeux raréfiés
dans des puces nanofluidiques

E chapitre présente tout d’abord un état de I’art sur la modélisation des écoulements
C gazeux raréfiés, en particulier dans le régime glissant. Ensuite, la fabrication de puces
nanofluidiques, formant des structures modeles, est présentée. Ces dernieres sont destinées
a la réalisation de mesures d’écoulement en condition de forte raréfaction, proche des
conditions réelles de ’étanchéité. La comparaison de ces mesures & des modeles numériques
de type « glissant » est développée, permettant d’en déterminer la validité macroscopique
lorsque la raréfaction est importante.

2.1 Généralités sur les écoulements raréfiés

La vision communément admise d’'un gaz est celle le décrivant comme composé d’un
ensemble de particules (atomes ou molécules) pouvant se déplacer de maniére relativement
libre tout en pouvant interagir les unes avec les autres. D’un point de vue macroscopique,
un gaz peut étre appréhendé comme un milieu continu aux propriétés variant graduel-
lement dans l’espace. Sous certaines conditions particulieres d’écoulement, telles qu’une
diminution importante de la densité du fluide ou encore une réduction de la taille du
domaine offerte a ce dernier, les effets discrets deviennent observables et I’hypothése de
milieu continu pour décrire le gaz n’est alors plus valable. Ceci intervient lorsque 1’échelle
de longueur caractéristique de variation de quantités macroscopiques devient comparable
au libre parcours moyen, distance moyenne que parcourt une molécule de gaz entre deux
collisions successives (Shen, 2005). L’écoulement est alors dit raréfié et le degré de raréfac-
tion est caractérisé par un nombre adimensionnel, le nombre de KNUDSEN, noté Kn. Il est
défini comme le rapport du libre parcours moyen, A, et d’'une longueur caractéristique du
probleme, L, pouvant étre par exemple le diametre pour le cas d’un écoulement dans un
tube, ou bien la longueur caractéristique du gradient d’'une quantité macroscopique telle
que la masse volumique (Shen, 2005).

Kn = T (2.1)

Les effets de raréfaction deviennent alors de plus en plus importants au fur et & mesure
que le nombre de KNUDSEN augmente. Une classification du régime d’écoulement est alors
généralement effectuée de la fagon suivante (Karniadakis et al., 2005) :

— Si Kn < 1072 : le régime est qualifié de continu. L’écoulement est bien modélisé
par les équations de NAVIER-STOKES avec une condition limite en vitesse nulle aux
parois. Certains auteurs considérent cependant que cette limite doit étre restreinte
4 1073 (Gad-el Hak, 2006).

— Si1072 < Kn < 107! : le régime est qualifié de glissant. Une couche de I'ordre de
grandeur du libre parcours moyen se forme au niveau des parois dans laquelle I’écou-
lement ne peut pas étre modélisé par les équations de NAVIER-STOKES. Cependant,
cette couche couvrant une portion encore faible de la dimension caractéristique du
probléme, I’écoulement reste modélisé par les équations de NAVIER-STOKES avec
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FIGURE 2.1 — Longueur caractéristique et régime de fonctionnement typique de quelques
systémes microfluidiques en conditions atmosphériques standards (adapté de Karniadakis
et al. (2005)).

cette fois une condition limite glissante aux parois ainsi qu'un saut de température,
modélisant les effets de raréfaction.

— Si 107! < Kn < 10! : le régime est appelé régime de transition. Dans ce régime,
I’approche continue n’est plus pertinente bien que les collisions intermoléculaires ne
soient pas encore tout a fait négligeables. L’utilisation des équations de BURNETT,
d’une méthode de Monte Carlo (DSMC) ou encore de I’équation de BOLTZMANN
est alors de mise.

— SiKn > 10! : le régime est dit moléculaire libre. Dans ce régime, les collisions inter-
moléculaires deviennent négligeables par rapport aux collisions entre les particules
et les parois.

Cette classification reste toutefois qualitative dans le sens ou les limites ne doivent
pas étre considérées comme absolues mais comme pouvant varier selon la spécificité du
probléme étudié (géométrie, nature du gaz et des surfaces). La figure 2.1 offre une repré-
sentation schématique des longueurs caractéristiques ainsi que des régimes d’écoulements
rencontrés dans des dispositifs de microfluidique. Une large gamme de nombre de KNUD-
SEN est balayée, la plupart des dispositifs opérant dans le régime glissant et transitionnel
proche pour le cas des tétes de lecture des disques durs. Il est alors nécessaire de pouvoir
décrire ’écoulement raréfié du gaz de maniere la plus juste possible, tant au niveau du
débit global, du frottement aux parois ou encore du profil de vitesse dans I’écoulement.

La détermination du nombre de KNUDSEN (2.1) requiert I’expression du libre parcours
moyen du gaz. Sous ’hypothese que les collisions intermoléculaires sont celles entre des
spheres dures, il s’exprime de la fagon ci-dessous (Loeb, 2004) :

M

N 2
V202 NAp

(2.2)

Dans I’équation (2.2), M est la masse molaire, § est le diametre de collision, Ay est
la constante d’AVOGADRO et p est la masse volumique. Le libre parcours moyen est donc
inversement proportionnel a la masse volumique du gaz considéré. Le tableau 2.1 donne les
propriétés de quelques gaz dans les conditions standards, notamment la masse moléculaire
m = M /Ny ou encore le diametre de collision . Le libre parcours moyen peut étre exprimé
en fonction de quantités macroscopiques de la maniere suivante d’apres la théorie cinétique
des gaz (Shen, 2005) :
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Gaz m [kg] u [Pa-s d [m]

Ny 4,65-10725 1,656-10"° 4,128-1071°
O, 531-107%6 1,919-107° 3,948-10"10
He 6,65-10727 1,865-107° 2,365-10"1
Ar  6,63-10726 2117-107° 3,963-10710

TABLEAU 2.1 — Propriétés de quelques gaz en conditions standards (d’aprés Shen (2005)).
m est la masse moléculaire, p la viscosité dynamique et § le diametre de collision (sphéres
dures).

2
r=E

pe
avec i la viscosité dynamique du gaz et ¢ la vitesse arithmétique moyenne des molécules
de gaz selon la loi de distribution des vitesses de MAXWELL, donnée par Loeb (2004) :

_ SRT
c=\/ gyl (2.4)

Dans I’équation (2.4), R est la constante des gaz parfaits et T' la température. L’inser-
tion de cette expression dans I’équation (2.3) meéne a 'expression fréquemment employée
du libre parcours moyen écrite en fonction de la masse volumique (Cercignani, 1988) :

(2.3)

(2.5)

A=t
1)

Dans I'hypothése des gaz parfaits, (2.5) peut s’exprimer en fonction de la pression :

u |TRT
ou la loi des gaz parfaits s’écrit comme :
1) M

2.2 Etat de ’art sur la modélisation des écoulements raréfiés

Cette section est dédiée a la présentation bibliographique des écoulements gazeux raré-
fiés, plus particulierement du régime glissant. Dans ce régime, des effets non-continus ap-
paraissent (glissement, accommodation incomplete) (Gad-el Hak, 2006), qui peuvent étre
traités par I'introduction de conditions aux limites appropriées. Des résultats expérimen-
taux d’écoulement dans des géométries simples, ainsi que des modeles phénoménologiques
d’écoulement tentant d’étendre la description au-dela du régime glissant sont introduits.

2.2.1 Les conditions aux limites
2.2.1.1 Modele de glissement de premier ordre

Au travers les siecles, de nombreuses études se sont attachées a la détermination des
conditions aux limites d’un écoulement, en particulier a la validité de la condition de non
glissement aux parois dans le régime continu (voir Lauga et al. (2007) et les références
incluses). Comme il a été énoncé dans la section 2.1, dans le régime glissant, la condition
limite de glissement aux parois doit étre introduite pour tenir compte des effets de raré-
faction de I’écoulement. Cette condition exprime la différence de vitesse relative entre le
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fluide et la paroi (cette différence sera notée dans la suite de cette section ug = uy — up,
avec ug, la vitesse de glissement a la paroi, uy la vitesse absolue du fluide a la paroi et u,
la vitesse de la paroi). NAVIER a été le premier a proposer que la vitesse de glissement a
la paroi soit proportionnelle au taux de cisaillement en celle-ci (Navier, 1823). Ce concept
a été étendu plus tard pour un gaz par MAXWELL, pour conduire & l'expression de la
vitesse de glissement dite de premier ordre (Maxwell, 1879). MAXWELL a en effet consi-
déré le comportement d’une surface rugueuse de maniere simplifiée en la traitant comme
intermédiaire entre une surface au comportement purement diffus et une surface au com-
portement purement spéculaire. En considérant qu’une fraction o, de la surface absorbe
les molécules incidentes et les réémet avec une vitesse égale a celle du gaz au repos et a la
température de la paroi, tandis qu’une fraction 1 — o, est réfléchie de facon spéculaire, il
aboutit a ’expression suivante pour la vitesse de glissement :

2
Ug=2_””A<a“—3“aT>‘ +3<“6T)‘ (2.8)
Oy on 2 pT 0son L 4 \pT s /) |

Dans ’équation (2.8), n désigne la direction normale a la paroi et s la direction tan-
gentielle, o, est le coefficient d’accommodation de quantité de mouvement tangentielle,
égal a un pour une réflexion diffuse et a zéro pour une réflexion purement spéculaire. La
notation 1|, dénote une évaluation de la grandeur 7 au niveau de la paroi. Lorsque la
température de la paroi est considérée comme uniforme, les termes faisant intervenir les
dérivées de la température disparaissent de I'expression (2.8), conduisant & une vitesse de
glissement & la paroi proportionnelle a sa dérivée normale via le coefficient (2 — o,) /0.
Ce dernier représente une longueur de glissement, fictive et orientée vers l'intérieur de la
paroi, et pour laquelle la vitesse de glissement u, est nulle. Par la suite, nous dénoterons

le coefficient £ comme :

g= 2= (2.9)

Oy

En négligeant les effets de la température, le modele d’ordre un peut donc s’écrire de
maniere plus générale sous la forme ci-dessous :

ug = C1A gz - (2.10)
avec C7 un coefficient incluant les effets de o,. Selon cette formulation, plusieurs auteurs
ont déterminé la valeur numérique de ce coefficient par diverses approches telles qu'une
résolution numérique de 1’équation de BOLTZMANN ou encore par analyse théorique. Un
tableau récapitulatif des valeurs obtenues ainsi que des méthodes employées est proposé
par Zhang et al. (2012), montrant des valeurs de Cy de l'ordre de l'unité. Une plage de
validité de ce modele en terme de nombre de KNUDSEN est également proposée et montre
que majoritairement, Kn doit étre de I’ordre de grandeur de 10~! ou inférieur (Kn < 1071).

2.2.1.2 Modéle de glissement de second ordre

Suite aux travaux de MAXWELL et dans le but d’accroitre la validité du modele glissant
a des nombres de KNUDSEN plus élevés, des modeles de glissement de second ordre ont
été introduits dans la littérature, ayant la forme générale suivante :

ugzcl)\@

d%u
— 2 —
o Co)

. e (2.11)
m

Dans I’équation (2.11), C est le coefficient de glissement de premier ordre et Cy celui
de second ordre. Les valeurs numériques de ces coefficients sont proposées dans le ta-
bleau 2.2 pour quelques modeles de la littérature, d’autres références supplémentaires sont
disponibles par exemple dans (Colin, 2005) ou (Zhang et al., 2012).
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Référence 1 (s
Hsia et Domoto (1983) 1 1/2
Mitsuya (1993) 1 2/9

Maurer ef al. (2003) (He)  1,2+0,05 0,23 40,1
Maurer et al. (2003) (N2)  1,3+0,05 0,26 +0,1
Hadjiconstantinou (2003) 1,11 0,61(0,31)

TABLEAU 2.2 — Quelques valeurs des coefficients C et Cs proposées dans la littérature.
Le gaz est précisé lorsque le modele en est dépendant.

Parmi ces modeles, on peut citer Hsia et Domoto (1983) qui ont développé un modele
glissant de second ordre dans le but de corriger I’équation de REYNOLDS dans le contexte
de I’étude d’un patin glissant. Les auteurs s’intéressent particulierement a la capacité de
charge (portance) du patin en régime raréfié glissant en réalisant une étude expérimentale
employant de I’hélium ou de ’air comme gaz de travail. Leurs résultats expérimentaux sont
comparables avec leur modele analytique pour un nombre de KNUDSEN allant jusqu’a 2,5
(correspondant au maximum dans le systéme, mais pas nécessairement représentatif sur
celui-ci comme noté dans leur article). Ils observent également des résultats en meilleur
accord lorsque le gaz utilisé est de I’hélium, phénomene qu’ils attribuent au caractere mo-
noatomique de ce dernier (au contraire de ’air), pour laquelle la théorie du glissement est
établie. Toujours dans le cadre de I’étude d’un patin glissant, Mitsuya (1993) a développé
un modele glissant dit d’ordre 1,5, bien qu’il s’agisse en réalité d’un second ordre. Les
coefficients sont tels que ce nouveau modele donne des résultats (débit, portance) qui se
situent entre le modele de premier ordre de Maxwell (1879); Burgdorfer (1959) et celui
de second ordre de Hsia et Domoto (1983). Dans le contexte des écoulements gazeux en
microcanaux unidimensionnels, Maurer et al. (2003) ont mesuré le débit massique de gaz
(avec de I'hélium ou du diazote) au travers d’un microcanal fait de silicium et de verre, et
de section rectangulaire a fort rapport d’aspect (section de hauteur 1,14 pm et de largeur
200 um). Les auteurs déterminent ensuite les deux coefficients du modele de glissement
par ajustement de leurs observations expérimentales. Un bon accord polynomial d’ordre
deux est trouvé sur toute la gamme de nombre de KNUDSEN étudiée (jusqu’aux valeurs
moyennes Kn ~ 0,8 pour 'hélium et Kn ~ 0,59 pour le diazote). Dans le cadre de leur
expérience, ils estiment également le domaine de validité du régime glissant comme se si-
tuant & Kn ~ 0,3. Enfin, Hadjiconstantinou (2003) a déterminé les coefficients du modeéle
glissant pour obtenir un débit et un coefficient de friction en accord avec ceux obtenus par
résolution de ’équation de BOLTZMANN pour un gaz de spheres dures dans un microcanal.
Un bon accord entre le modele et la simulation est trouvé jusqu’a Kn ~ 0,4 mais le modeéle
repose sur l'utilisation d’un coefficient Cy différent selon la grandeur étudiée (0,61 pour le
débit et 0,31 pour la friction).

Comme on peut le remarquer dans le tableau 2.2 ainsi que dans les références sup-
plémentaires (cf. (Colin, 2005) ou encore (Zhang et al., 2012)), il n’y a pas de consensus
général sur la valeur du coefficient de glissement de second ordre C5, rendant alors dé-
licate 'extension des prédictions de la théorie du glissement aux régimes d’écoulements
plus raréfiés. Lorsque le nombre de KNUDSEN, Kn, est petit, un bon accord entre les dif-
férents modeles est observable. En revanche, des écarts importants sont constatés lorsque
Kn > 107!, c’est-a-dire lorsque le terme du second ordre domine. Ainsi, pour Co > 0,
le modele surestime le débit par rapport & un modeéle de premier ordre (pour Kn suffi-
samment grand). Le phénomeéne inverse se produit pour Cy < 0. Un autre désavantage
des modeles de second ordre est leur mise en ceuvre numérique, qui peut s’avérer délicate
lorsqu’il s’agit d’évaluer la dérivée seconde de la vitesse dans ’équation (2.11).
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2.2.1.3 Modele de glissement d’ordre supérieur

Pour éviter le calcul de la dérivée seconde dans l'expression (2.11), un nouveau modele
de glissement est proposé par Beskok et Karniadakis (1999), appelé modele d’ordre élevé
et qui est supposément valable dans tout le régime de KNUDSEN. Ce modele possede
I’expression suivante sous forme adimensionnelle (une grandeur quelconque v écrite sous
forme adimensionnelle est identifiée comme ) :

Kn ou

U = ST B(Kn)Kn 9n
lm
L’équation (2.12) ne fait intervenir que la premiére dérivée de la vitesse, de plus,
B(Kn) est une fonction du nombre de KNUDSEN. Une maniére proposée pour déterminer
cette fonction est d’effectuer un ajustement des résultats avec des données de simulations
de I'équation de BOLTZMANN. Une autre approche possible est de d’abord ’écrire sous
forme de série comme B(Kn) = b+ cKn + - -+ puis, en insérant cette représentation dans
I’équation (2.12) et en effectuant un développement de TAYLOR, I’expression obtenue est
comparée terme a terme avec la représentation générale sous forme de série de la vitesse

de glissement, donnée par I’équation (2.13) :

(2.12)

au + 1K1’12 @

ug:g<Knan K’ s +> (2.13)

Les auteurs montrent qu’en choisissant b de la fagon ci-dessous, les modeles (2.12) et
(2.13) coincident jusqu’au second ordre en Kn :

m

1 0%u du
b=-| =— — 2.14
2 <8n2 m/ on m) ( )
Le modele (2.12) devient alors :
Kn Ou
=f——— — 2.15
U9 = ST 0k onl,, (2.15)
En choisissant b = 0, on retrouve le modele glissant de premier ordre de MAXWELL.
D’autre part, pour I’écoulement dans un tube ou une fente, la valeur de b = —1 peut étre

déterminée analytiquement. Une comparaison du profil de vitesse avec des simulations
DSMC montre que le modele (2.15) est en bon accord sur une large gamme de Kn, le
plus gros écart (environ 10%) se situant au voisinage de Kn ~ 1. Leurs résultats sont
sensiblement dégradés lorsqu’ils s’intéressent au débit (Beskok et Karniadakis, 1999).

Un autre modele d’ordre élevé a été proposé par Xue et Fan (2000) qui ont proposé
de modéliser le glissement a 'aide d’'une tangente hyperbolique. L’utilisation d’une telle
fonction est motivée par ’obtention d’une approximation de la fonction de distribution des
vitesses au-dela du régime glissant. De plus, lorsque Kn est grand, la vitesse de glissement
tend vers une valeur finie. La vitesse de glissement possede est alors donnée par :

ug = { tanh (Kn) gz - (2.16)
Les auteurs ont validé leur modele de glissement a ’aide de simulation par la méthode
DSMC dans une micro-fente en comparant les profils de vitesse et de pression. Un bon
accord est trouvé jusqu’'a Kn ~ 3,4, 1a ot un modele de premier ordre (présenté dans leurs
comparaisons) présente des écarts importants. Leur modeéle semble alors bien modéliser
I’écoulement dans le régime transitoire, il n’a toutefois pas été validé pour des nombres
de KNUDSEN plus importants. Les différents modeles de condition limite de glissement
de premier ordre, second ordre et d’ordre élevé présentés dans les paragraphes précédents
donnent un apercu limité de tout ce qui peut exister dans la littérature. Encore une fois,
une revue plus ample des différents modeles de la littérature est proposée par Zhang et al.
(2012).
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2.2.1.4 Le coefficient d’accommodation

Un des parameétres importants intervenant dans les modeles présentés précédemment
est le coefficient d’accommodation de quantité de mouvement tangentielle o, (abrégé
TMAC dans la littérature anglophone). Ce coefficient peut étre défini comme la quan-
tité de mouvement tangentielle échangée par les molécules de gaz lors de 'impact avec la
surface et permet de quantifier leur degré d’accommodation avec cette derniére (Karnia-
dakis et al., 2005).

gy =T (2.17)
T — Tm

Dans I’équation précédente, 7; et 7, sont la quantité de mouvement tangentielle in-
cidente et réfléchie respectivement, 7, est celle de la surface (7,, = 0 pour une paroi
immobile). Le cas o, = 0 correspond a de la réflexion spéculaire (pas de quantité de
mouvement tangentielle échangée, friction nulle avec les parois) tandis que le cas o, = 1
équivaut a de la réflexion purement diffuse (échange complet de quantité de mouvement

tangentielle avec la paroi).

La mesure ou le calcul direct du coefficient d’accommodation tangentielle sont difficiles
a obtenir. Il est alors généralement déterminé par analyse inverse a partir de mesures de
débit massique, sa valeur dépend alors du modele de glissement utilisé. Dans leurs travaux
expérimentaux, Arkilic et al. (2001) ont déterminé la valeur de ce coefficient pour plusieurs
gaz & l'aide d’'un modele glissant de premier ordre, ainsi que sa variation en fonction du
nombre de KNUDSEN dans des canaux de section quasi-rectangulaire en silicium. Une
partie de leurs résultats sont présentés en figure 2.2 pour de I'argon et de I'azote. Dans la
plage de KNUDSEN étudiée (régime glissant et transitoire proche), o, s’avere proche d’une
valeur de 0,8 et relativement indépendant de Kn. En utilisant comparativement un modele
glissant de premier et de second ordre, Ewart et al. (2007) ont déterminé la valeur du
coefficient d’accommodation pour différents gaz dans un tube de verre. La valeur trouvée
dépend du modele de glissement employé ainsi que du gaz utilisé pour la mesure. Dans un
long canal droit en silicium de 9,39 mm, de section rectangulaire 9,38 wm x 492 um, Graur
et al. (2009) ont conduit des essais expérimentaux d’écoulements gazeux pour de I’argon et
du diazote. Le régime de raréfaction s’étend de I’hydrodynamique au transitoire (jusqu’a
Kn =~ 30) avec des rapports entre pression amont et aval relativement faibles (jusqu’a
3). Les coefficients d’accommodation sont déduits dans le régime glissant par ajustement
avec un modele de premier ou second ordre. Dans les deux cas, les auteurs observent une
accommodation incompléte des molécules (o, < 1), ainsi qu'une augmentation de celle-ci
avec la diminution de la masse molaire du gaz. Ces quelques valeurs présentées dans ce
paragraphe sont résumées dans le tableau 2.3, d’autres résultats supplémentaires de la
littérature sont présentés dans (Ewart et al., 2007) ou encore (Zhang et al., 2012).

Il est attendu que le coefficient d’accommodation soit, entre autres, une fonction du
gaz, du matériau de la surface tout comme de sa rugosité (voir (Zhang et al., 2012) et les
références incluses). Ainsi, il n’est pas rare que pour des questions pratiques, o, soit alors
parfois pris empiriquement comme égal & 'unité (et par conséquent, on a aussi £ = 1).
L’effet de la rugosité a notamment été étudié par Pham et al. (2012) a aide de simulation
de dynamique moléculaire pour de ’argon impactant une surface en platine. Ils observent
que o, augmente avec la rugosité (cette derniere est modélisée par des structures pyrami-
dales hautes de quelques dizaines d’angstrom), ce qu’ils expliquent par un temps de séjour
plus long des molécules de gaz dans les « creux » de la rugosité, qui ont alors plus de temps
pour transférer leur quantité de mouvement tangentielle initiale a la surface. Une valeur
maximale de o, = 0,87 est obtenue pour la rugosité maximale étudiée. D’autre part, pour
une structure totalement lisse a I’échelle atomique, ils obtiennent o, = 0,7, toujours pour
le méme couple gaz-surface. A noter que les auteurs observent une diminution des valeurs
avec I'augmentation de la température. Expérimentalement, des résultats similaires sont
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FIGURE 2.2 — Evolution expérimentale du coefficient d’accommodation o, (TMAC) avec
le nombre de KNUDSEN en sortie (K,) selon Arkilic et al. (2001) pour (a) de 'argon; (b)
de ’azote.

observés par Porodnov et al. (1974) qui ont mesuré le débit dans une fente rugueuse en
verre pour plusieurs gaz (hélium, argon, krypton, etc.), sur une large plage de nombres
de KNUDSEN (s’étalant d’environ 1072 & 103 dans leurs expériences). Ils en déduisent
alors le coefficient d’accommodation tangentiel qui, pour de I’hélium, varie de 0,87 & 0,96
lorsque la rugosité moyenne de la surface passe de 0,05 um & une valeur comprise entre 1
et 5 wm respectivement. Cette tendance est conservée pour tous les gaz étudiés. Dans le
cadre de ses travaux de these, Hadj Nacer (2012) a mesuré des débits massiques de gaz
dans des microcanaux recouverts d’or ou d’oxyde de silicium, et ce du régime glissant au
régime moléculaire libre. Pour un écoulement d’hélium dans les canaux de faible rugosité
recouverts d’or, il obtient une valeur de o, variant dans la plage 0,885 — 0,986 tandis que
pour les canaux recouverts d’oxyde de silicium, cette plage est de 0,894 — 0,944. De plus,
a l'aide de simulations numériques de résolution de 1’équation de BOLTZMANN (méthode
BGK), lauteur montre qu'un coefficient d’accommodation unique peut étre utilisé pour
tous les régimes d’écoulement (en prenant celui déterminé en régime glissant par exemple).
De maniere générale, il observe que si la rugosité de la surface est faible, o, est indépen-
dant du gaz étudié. En revanche, plus la rugosité augmente et plus ’accommodation est
importante pour les gaz légers (0, augmente). D’autres auteurs observent un comporte-
ment inverse. Blanchard et Ligrani (2007) ont étudié expérimentalement ’évolution du
coefficient d’accommodation avec la rugosité et ont montré que celui-ci diminue tres for-
tement avec I'augmentation de la rugosité de la surface. Cependant, ils remarquent que
cette observation dépend de la hauteur qui est utilisée pour désigner le profil de rugosité ;
si on choisit la hauteur maximale des pics, le coefficient d’accommodation diminue avec
I’augmentation de la rugosité, au contraire lorsqu’on choisit la hauteur moyenne, aucune
variation de o, avec la rugosité n’est observée.

2.2.2 Les travaux de Knudsen

Il a été présenté dans les paragraphes précédents que selon le degré de raréfaction de
I’écoulement, différentes facons de le modéliser devaient étre employées (cf. section 2.1).
Par exemple, lors de la transition entre le régime continu et le régime glissant, ’observation
d’un débit massique apparent plus important qu’il ne le devrait s’explique par ’apparition
d’une vitesse de glissement non nulle aux parois, ce qui ne peut étre modélisé correcte-
ment avec une condition limite de non glissement comme en régime continu, entrainant
I'invalidité de la modélisation employée en régime continu dans le régime glissant.

Dans ses travaux pionniers, KNUDSEN s’est intéressé a I’écoulement de gaz a basse
pression dans des tubes (Knudsen, 1909)'. 11 a observé que pour une pression suffisam-

1. Le manuscrit original est en allemand cependant, un résumé des principaux résultats est donné en
anglais dans (Loeb, 2004).
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Référence Ordre Gaz oy Plage Kn
Arkilic et al. (2001) 1 Ar 0,670 0,980 0,050 - 0,410
1 Ns 0,810 - 0,950 0,050 — 0,350
Maurer et al. (2003) 2 He 0,910+ 0,030 0,060 — 0,800
2 No 0,870 £0,030 0,002 — 0,590
Ewart et al. (2007) 1 He 0,829 +0,004 0,009 — 0,309
1 Ar 0,725+ 0,007 0,003 - 0,302
1 Ny 0,770 £0,010 0,003 — 0,291
Ewart et al. (2007) P He 0,914+ 0,009 0,009 - 0,309
2 Ar 0,871 £ 0,017 0,003 — 0,302
2 Ns 0,908 0,041 0,003 — 0,291
Graur et al. (2009) 1 Ar 0,848 £ 0,008 0,007 — 0,300
1 No 0,889 £0,004 0,007 — 0,300
Graur et al. (2009) 2 Ar 0,910 £0,028 0,007 — 0,300
P Ny 0,956+ 0,005 0,007 - 0,300

TABLEAU 2.3 — Quelques valeurs (ou plages) du coefficient d’accommodation o, proposées
dans la littérature. L’ordre détermine le modele de glissement utilisé pour déterminer le
coeflicient.

ment faible, la conductance du tube passe par un minimum, phénomene désormais appelé
minimum de KNUDSEN ou paradoxe de KNUDSEN. Ce minimum intervient pour Kn ~ 1.
Pour modéliser ses observations expérimentales, il a proposé 'utilisation d’une loi phé-
noménologique donnant la conductance du tube (rapport du débit massique @ et de la
différence de pression Ap de part et d’autre du tube) de la fagon suivante :

1+cip
1+ cop

C=ap+b (2.18)

Dans I’équation (2.18), C' est la conductance du tube, a, b, ¢ et co sont des parameétres
ajustables et p est ici la pression moyenne dans le tube. Il a ensuite donné une expression
de ces différents coefficients par des considérations théoriques, rendant moins arbitraire
leur valeur. Le processus est présenté ci-apres.

Détermination de a Pour déterminer le coefficient a, KNUDSEN évalue 1’expression
(2.18) pour des grandes valeurs de p. L’écoulement doit se trouver dans le régime continu
et se comporter comme un écoulement de POISEUILLE sans glissement. La conductance se
comporte alors comme :

C ~ ap (2.19)
p——+o00
Il trouve alors :
T M d*
= — 2.2
T 128 RT uL (2.20)

avec d le diametre du tube, L sa longueur, p la viscosité dynamique du gaz, M la masse
molaire, T' la température et R la constante des gaz parfaits.

Détermination de b Pour le coefficient b, KNUDSEN procede de méme mais cette fois-ci
pour des petites valeurs de p. L’écoulement doit se trouver dans le régime moléculaire libre
et on a I’équivalent suivant pour la conductance :
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C ~ b (2.21)
p—0
En la comparant avec la conductance d’un tube dans le régime moléculaire libre, il
trouve :

V2T
b= & RT L (2.22)

Détermination de c¢; et co Pour déterminer ces deux constantes, deux cas doivent
étre considérés, le premier lorsque le libre parcours moyen est petit devant le rayon du
tube mais pas encore négligeable, le second correspondant au cas contraire. Ces deux
conditions équivalent a se placer dans le régime glissant et transitoire respectivement.
Dans le premier cas, cela revient a considérer une pression « suffisamment importante »
pour que la conductance puisse s’écrire comme :

C ~ap+bt (2.23)
2

En comparant cette équation a celle de I’écoulement de POISEUILLE avec glissement
de premier ordre (2.24), il arrive & la conclusion que le rapport ¢;/cy est une constante
indépendante du gaz ou de la géométrie, ce qui est vérifié par ses résultats expérimen-
taux. Il prend cette constante égale a ¢;/co ~ 0,81. Pour cela, on peut montrer que la
conductance de POISEUILLE dans un tube avec un glissement de premier ordre (2.10) pos-
sede l'expression ci-dessous, avec A le libre parcours moyen et £ un coefficient fonction de
I’accommodation a la paroi.

M d X
- R <1+8d> (2.24)

Pour le second cas, la pression est considérée comme « suffisamment faible » et la
conductance s’écrit alors par un développement limité comme :

Cr~ap+b(l—(co—c1)p) (2.25)

En égalant cette expression avec une autre obtenue par des considérations cinétiques,
KNUDSEN détermine une proportionnalité entre co — ¢; et le facteur dv/M/RT/u. En
résolvant le systeme pour les deux coefficients restants, il obtient :

M d M d

“\wrn 0 *=\ETu

avec § un facteur constant choisi en fonction du minimum expérimental par lequel passe
la conductance. Ce dernier est alors calculé comme § =~ 1,235. Ainsi, la conductance du
tube s’exprime de la maniére suivante :

(2.26)

dp

T M d* L 64 J2RT p p,
C=—"""p 2.27
s |1 3\ Mdp dp (2.27)
T

En utilisant P'expression du libre parcours moyen (2.6) et en définissant le nombre
de KNUDSEN correspondant & la pression moyenne comme Kn = \/d, la conductance de
I’équation (2.27) se réécrit comme :

7T
r [xMd | 1 128Kn+\/7

128V 2RT L Kn 37TK +5\/7

(2.28)
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FIGURE 2.3 — Evolution de la conductance adimensionnelle en fonction du nombre de
KNUDSEN pour le modeéle de KNUDSEN (2.28) et pour le modele de POISEUILLE glissant
(2.29) (en prenant & = 16/376 ~ 1,37).

En procédant de la méme fagon pour la conductance de POISEUILLE avec glissement
de premier ordre donnée par 1’équation (2.24), on obtient :

T oM d? 1
T 128\ 2RT L <Kn + 85) (2.29)

En définissant la conductance adimensionnelle C' comme le terme entre parentheses
dans les expressions (2.28) et (2.29), on trace son évolution sur la figure 2.3 en fonction
de Kn pour les deux modeles. Par commodité, on choisit £ = 16/373 ~ 1,37 afin que
les deux modeles coincident au premier ordre, lorsque Kn prend des petites valeurs (ce
choix est arbitraire car les deux modeles se comportent identiquement lorsque Kn — 0
quelle que soit la valeur de &). Le minimum de KNUDSEN apparait trés clairement pour
Kn =~ 1 alors que le modele d’ordre un varie de facon monotone. Le modeéle de premier
ordre sous-estime donc la conductance du tube lorsque le nombre de KNUDSEN augmente.
La conductance adimensionnelle de KNUDSEN s’écrit comme la somme de deux termes, Cy
et C,. Le terme C,, correspond au modele laminaire du régime visqueux tandis que le terme
C,, s’interprete comme une correction de raréfaction dans tous les régimes d’écoulements
et plus uniquement dans le régime glissant comme le fait le terme 8¢ dans le modele de
POISEUILLE avec correction de premier ordre (2.29).

Kn+ /=
1 128 2
C—mt 727r (2.30)

\/r-l’ WKn—l—B,/i

Gy

Cr

Le fait que KNUDSEN ait déterminé les parametres de son équation (2.18) par des
considérations issues de la théorie cinétique des gaz dans des conditions de raréfaction
importante met en évidence l'importance de la prise en compte des effets moléculaires
dans ces régimes, en particulier sur les échanges ayant lieu entre les molécules de gaz et
les parois solides lors des collisions.

D’autres auteurs se sont intéressé aux écoulements a raréfaction importante dans des
canaux. Citons par exemple les travaux de Porodnov et al. (1974) qui traitent notamment
le cas de différents gaz ainsi que de différentes géométries (tubes, fentes rectangulaires).
La procédure expérimentale utilisée est similaire a celle de Knudsen (1909) (relaxation
instationnaire d’une différence de pression initiale dans deux réservoirs de volume connu).
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FIGURE 2.4 — Evolution de la conductance adimensionnelle en fonction du paramétre de
raréfaction 0 o< 1/Kn pour différents gaz dans une fente rectangulaire (d’apres Porodnov
et al. (1974)).

Le rapport de la différence de pression appliquée et de la pression moyenne varie dans leurs
essais de 10™% en régime glissant & 1 en régime moléculaire libre. Dans le cas d’une fente rec-
tangulaire, les valeurs du nombre de KNUDSEN atteintes expérimentalement s’échelonnent
alors de 0,1 a 900. Les auteurs montrent que la conductance devient presque constante en
régime moléculaire libre, et ce pour différents gaz (voir figure 2.4). Ils montrent également
que 'augmentation de la rugosité des surfaces tend a diminuer la valeur de la conductance.

2.2.3 Des modéles d’écoulement unifiés

Par interprétation de ses résultats expérimentaux, KNUDSEN (Knudsen, 1909) a déve-
loppé un modele phénoménologique d’écoulement de gaz dans des tubes valable dans tous
les régimes d’écoulements (2.27). Pour essayer d’étendre ce résultat a des géométries dif-
férentes, la littérature dispose d’un certain nombre de modeles d’écoulements « corrigés »,
valides pour des nombres de KNUDSEN arbitraires.

2.2.3.1 L’équation de la lubrification corrigée

Un nombre important de travaux de la littérature des écoulements raréfiés se concentre
sur les écoulements en fentes droites ou au cas des patins glissants pour la modélisation des
tétes de disques durs par exemple. Dans ces cas, I’équation de la lubrification est employée
pour la modélisation des écoulements gazeux. Dans le cas général, le débit fluide total
obtenu est alors la somme de trois contributions élémentaires : le débit de POISEUILLE, le
débit de COUETTE et un débit di a la transpiration thermique (Fukui et Kaneko, 1988).
Concentrons-nous sur la premiere composante (la contribution de POISEUILLE). Pour un
écoulement unidimensionnel de gaz, le débit massique par unité de largeur peut s’écrire
sous la forme générale ci-contre :

3
Q= i@ (2.31)
Dans équation (2.31), @Q* est le facteur de correction du débit de POISEUILLE dépen-
dant du niveau de raréfaction. Ce facteur s’apparente & une transmissivité adimensionnelle.
Il est courant dans la littérature d’adimensionner I’équation (2.31) de la fagon ci-dessous
pour obtenir le débit de POISEUILLE adimensionnel, C, qui s’apparente & une conductance
adimensionnelle.
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FIGURE 2.5 — Comparaison des différents modeéles.

[2RT
C= _u (2.32)

dp
B2t
dz
En insérant les expressions (2.31) et (2.5) dans (2.32), on obtient :
VT . QD
pum— = 2.
L 12KnQ 6 (2:33)

ol D est un nombre de raréfaction abondamment utilisé dans la littérature, inversement
proportionnel a Kn et définit comme :

N3
= %Kn (2.34)

Au cours des années, différents modeles ont été développés pour donner une expression
du facteur de correction @* (ou de C de fagon équivalente). Un apergu non-exhaustif de
quelques-uns de ces modeles est présenté dans le tableau 2.4 page 52, et graphiquement
sur la figure 2.5. Dans le cadre de ’étude de la lubrification hydrodynamique des paliers,
Burgdorfer (1959) a proposé d’introduire une correction de glissement de premier ordre de
MAXWELL, résultant en 1’équation de REYNOLDS corrigée au premier ordre en KNUDSEN.
Afin d’augmenter le domaine de validité du modele de BURGDORFER, Hsia et Domoto
(1983) et Mitsuya (1993) ont utilisé une condition de glissement de second ordre pour ob-
tenir une équation de REYNOLDS, cette fois-ci corrigée jusqu’a I'ordre deux en KNUDSEN.
Selon le modele, le coefficient de second ordre est toutefois différent, comme présenté en
début de section 2.2. Ils ont comparé avec succes leurs modeles avec des résultats expé-
rimentaux d’écoulement sous un patin glissant, essentiellement dans le régime glissant.
Toujours pour des travaux concernant les patins glissants présentant des faibles espace-
ments entre les deux surfaces antagonistes, Fukui et Kaneko (1988) ont développé une
équation de REYNOLDS modifiée a partir de ’équation de BOLTZMANN linéarisée, valide
pour un niveau de raréfaction arbitraire et incluant les effets de POISEUILLE, de COUETTE
et de transpiration thermique. L’expression du coefficient de correction de POISEUILLE est
obtenue semi-analytiquement et donnée par Cercignani et Pagani (1966) pour un écoule-
ment entre deux plaques planes paralleles. L’effet de 'accommodation a la surface n’est
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toutefois pas considéré dans I’étude, les auteurs considérant une réflexion spéculaire aux pa-
rois. Pour des régimes tres raréfiés, le coefficient C obtenu se comporte asymptotiquement
comme In (Kn). En conséquence, Alexander et al. (1994) ont proposé 'expression empi-
rique (2.35) de la conductance adimensionnelle, fonction de deux parameétres constants, A
et B, déterminés par ajustement (numériquement, les auteurs obtiennent : A = 1,318889;
B =0,387361).

D Ayr 1 BT

Cette relation permet d’obtenir un comportement asymptotique correct lorsque Kn —
0 et Kn — 400 mais présente des écarts dans le régime de transition. De maniere similaire,
Hwang et al. (1996) ont proposé un modeéle comportant trois parameétres d’ajustement
(pour ce modele présenté dans le tableau 2.4, ils obtiennent : a = 0,018 07; b = 1,353 55 et
¢ = —1,17468). Bien que permettant d’obtenir un comportement satisfaisant par rapport
aux résultats de Fukui et Kaneko (1988) pour un large domaine de raréfaction, le compor-
tement asymptotique en I'infini se fait selon une loi puissance et non-plus logarithmique.

D’autre part, Beskok et Karniadakis (1999) ont développé un modele utilisant la dé-
finition de la vitesse de glissement d’ordre élevé (2.15). De plus, les auteurs considérent
une viscosité effective dépendante du nombre de KNUDSEN selon la loi (2.36) suivante, ou
« est un parametre constant ajustable et pg la viscosité « usuelle ».

1+ aKn

Le concept de viscosité effective est basé sur la conception faite du changement des
mécanismes de dissipation de quantité de mouvement au fur et & mesure que la raréfaction
de I’écoulement est augmentée, menant a une viscosité qui doit de ce fait décroitre. Les
auteurs choisissent comme valeur o = 2,2, déterminée par des simulations (par la méthode
DSMC) dans des canaux de rapport longueur sur hauteur de 20. De plus, a petit Kn, ce
modeéle ne permet pas retrouver le comportement du modele de premier ordre. Cette valeur
de « est propre au gaz étudié qui est du diazote dans ce cas. Une illustration des résultats
de Beskok et Karniadakis (1999) est donnée en figure 2.6 ou le modeéle permet de capter
le minimum de conductance du canal pour Kn ~ 1. Le comportement pour des niveaux
de raréfaction plus importants n’est cependant pas correctement reproduit. En revanche,
la moins bonne prédiction du minimum par rapport au modele de Fukui et Kaneko (1988)
sur la figure 2.5 est possiblement due a un « effet de taille finie » du canal utilisé dans les
simulations pour la détermination de .

Pour ’étude d’un patin glissant, Sun et al. (2003) ont présenté un modele utilisant
la vitesse de glissement de second ordre développée par Hsia et Domoto (1983), en plus
d’introduire un modele de viscosité effective avancé par Veijola et Turowski (2001) de la
maniére suivante :

i (2.36)

_ Ho
1+ 2Kn + 0,2Kn®%"® exp (—0,1Kn)

i — j1of(Kn) (2.37)

Le modeéle de REYNOLDS résultant offre une meilleure prédiction du débit dans le
régime glissant et transitoire proche par rapport au modeéle de premier et second ordre
de Burgdorfer (1959) et Hsia et Domoto (1983) respectivement. Au-dela de ces régimes,
les écarts avec les résultats obtenus par résolution de I’équation de BOLTZMANN linéarisée
sont plus conséquents.

Les modeles de REYNOLDS modifiés présentés dans les paragraphes précédents pré-
sentent tous un comportement asymptotique semblable lorsque la raréfaction devient né-
gligeable (Kn — 0). Lorsque la raréfaction augmente, le modeéle de premier ordre (Burg-
dorfer, 1959) tend a sous-estimer le débit par rapport aux résultats de FUKUI et KANEKO,
qui est utilisé comme référence dans 'industrie. Le phénomeéne opposé se produit avec le
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FIGURE 2.6 — Comparaison des différents modeles dans une fente mince par rapport a
une simulation par la méthode DSMC, d’apres Beskok et Karniadakis (1999). Le « New
Model » correspond au modeéle phénoménologique d’ordre élevé de Beskok et Karniadakis
(1999).

modele de second ordre (Hsia et Domoto, 1983). Les modeles de Alexander et al. (1994) et
Hwang et al. (1996) tentent de donner une formulation empirique des résultats de FUKUI
et KANEKO par ajustement de parameétres numériques, avec plus ou moins de succes selon
le régime de raréfaction. Enfin, en se basant sur le concept de viscosité effective en plus
d’une vitesse de glissement aux parois, Beskok et Karniadakis (1999) et Sun et al. (2003)
ont présenté des modeles essentiellement valides pour les régimes modérément raréfiés.
La conductance adimensionnelle entre deux plaques planes paralléles et infinies augmente
logarithmiquement avec le nombre de KNUDSEN dans le régime moléculaire libre. Cela est
reflété dans le modeéle de FUKUI et KANEKO et ses « dérivés ». La validité de ce compor-
tement pour des écoulements en fentes lisses reste incertaine. D’autre part, la plupart des
modeles présentés précédemment ont été développés en géométrie idéale (plaques lisses
paralleles, fentes lisses droites). Leur transposition locale en topographie rugueuse n’est
alors pas immédiate. Seul le modele glissant de premier ordre, dont 'usage est limité jus-
qu’au régime glissant, mais ou son expression y fait consensus semble pouvoir s’y préter,
ce qui fera I'objet du chapitre 3.

2.2.3.2 Extension dans le cas des écoulements en milieux poreux

L’étude de la lubrification en milieu hétérogene évoquée a la fin de la section précédente
présente des similitudes avec I’écoulement dans un milieu poreux. A ce titre, des modeéles
prenant notamment en compte la raréfaction de ’écoulement dans des milieux poreux ont
été développés au fil des années et une présentation succincte en est effectuée ci-apres.

En 1856, DARCY s’est intéressé a décrire ’écoulement d’eau au travers de filtres a sable
(Darcy, 1856), résultant en une loi qui porte aujourd’hui son nom. Cette loi macroscopique
relie linéairement la vitesse d’écoulement au gradient de pression et a la viscosité via un
coefficient de perméabilité, constant et donc intrinseque a la micro-géométrie des structures
poreuses. Par macroscopique, il faut comprendre invalide & 1’échelle du pore mais valable a
une échelle légerement plus grande, celle d’un volume élémentaire représentatif du milieu
poreux en question. Les grandeurs intervenant dans la loi de DARCY (vitesse, pression)
représentent alors des valeurs moyennes sur ce volume représentatif. Dans le cas d’'un
écoulement rampant de fluide incompressible sans force volumique externe, la loi de DARCY
peut étre déduite de I'équation de STOKES microscopique par la méthode de prise de
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Référence Q* C lim C
D—0
Non glissant Q=1
D
C=— 0
— 6
Burgdorfer (1959) Q" =1+ 6§Kn
D &m VT
C=%"7 2

Hsia et Domoto (1983)  Q* = 1 + 6£Kn 4 66Kn?

12
Alexander et al. @Q*=1+6AKn+ —Knln(1+ BKn)
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n
D
QZ*—H?DCH—FM +00
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Sun et al. (2003) Q" = 7 + 6Kn + 6 fKn
D Jr  nf 117
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TABLEAU 2.4 — Expressions de quelques modeles de la littérature pour les facteurs de cor-
rection Q* (premiére ligne) et des conductances de POISEUILLE adimensionnées C' (seconde
ligne).
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moyenne volumique (Whitaker, 1999) et prend alors la forme générale ci-dessous :

v= K. v, (2.38)
1

Dans (2.38), v est le vecteur vitesse de filtration de DARCY, u la viscosité, p la pression
et K est le tenseur de perméabilité intrinseque du milieu. Pour un milieu homogene et
isotrope, ce dernier se réduit a un scalaire et est appelé perméabilité du milieu. La loi de
DARCY est établie avec des hypotheses parfois restrictives et des déviations peuvent étre
observées, ainsi des corrections a cette loi ont été apportées au fil du temps, comme la
prise en compte des effets inertiels (Ward, 1964), la compressibilité du milieu ou encore
les échanges réactifs entre le fluide et la structure poreuse.

Dans ses travaux, KLINKENBERG s’est intéressé aux écoulements gazeux dans des
roches poreuses et a observé que la perméabilité du milieu n’était pas un parametre in-
trinseéque mais qu’elle dépendait des conditions dans lesquelles I’écoulement était effectué,
notamment du niveau de pression (Klinkenberg, 1941). Cette observation était alors dif-
férente de celle faite avec des liquides, conduisant a une déviation a la loi de DARCY. Il a
expliqué ce phénomene par les effets de raréfaction de 1’écoulement et a ainsi proposé un
modele permettant de dissocier la perméabilité intrinseque du milieu (ou parfois appelée
perméabilité liquide) de la perméabilité apparente. Le modéle unidimensionnel proposé
est le suivant :

K = K, (1 + Z) (2.39)

Dans 1'équation (2.39), K est la perméabilité apparente, K la perméabilité intrin-
seque, p la pression moyenne dans I’échantillon et b est un coefficient d’ajustement avec
les observations expérimentales. Ce coefficient dépend notamment de la nature du gaz
et de la structure poreuse de la roche. Certains auteurs le relient de maniere empirique
avec la perméabilité intrinseque et/ou la porosité du milieu (voir (Florence et al., 2007)
et les références incluses). Le second terme entre parentheses dans (2.39) fait alors office
de correction de glissement et cache implicitement une dépendance vis-a-vis du nombre
de KNUDSEN moyen dans 1’échantillon. De plus, la loi (2.39) indique une proportionna-
lité entre la perméabilité apparente et 'inverse de la pression moyenne. KLINKENBERG
observe cependant une non-linéarité dans ses expériences, laissant supposer que son mo-
dele reste encore incomplet. Tout comme la loi de DARCY, il est possible de généraliser
le modeéle de KLINKENBERG donné par I’équation (2.39) en un modele tensoriel a laide
de la méthode de la prise de moyenne volumique (Lasseux et al., 2014). Les tenseurs de
perméabilités obtenus sont alors intrinseéques et en particulier, le tenseur correspondant a
b n’est plus empirique mais obtenu par résolution d’un probléme de fermeture fonction de
la microstructure du milieu poreux uniquement.

Dans le but d’étendre la relation de KLINKENBERG a des raréfactions plus importantes,
Florence et al. (2007) ont proposé une expression de la perméabilité apparente en utilisant
le modele d’écoulement raréfié dans un tube & nombre de KNUDSEN quelconque développé
dans (Beskok et Karniadakis, 1999). La méthodologie employée est alors identique a celle
effectuée par KLINKENBERG, a savoir considérer le milieu poreux comme un tube équi-
valent. Le modele aboutit alors a la formulation non-linéaire suivante, valable a priori
dans tout le régime de raréfaction :

4Kn
K=Ky(1 K 1 2.4
o (1+akn) (14 1) (2.40)

avec Kn le nombre de KNUDSEN moyen et « un parametre fonction du nombre de KNUD-
SEN, qui s’exprime de la fagon ci-dessous :
128

=1 arctan (4Kn0’4) (2.41)
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Ici, les auteurs expriment le nombre de KNUDSEN en fonction de la perméabilité in-
trinseque, de la porosité et de la pression moyenne en faisant intervenir trois parametres
d’ajustement pour correspondre aux expériences. Ces trois parametres dépendent en plus
du gaz et du milieu étudié, il est alors délicat de considérer le modele (2.40) comme univer-
sel et facilement extrapolable a un milieu quelconque. Comme dans le cas d’un écoulement
en fracture, le besoin s’exprime dans le domaine des milieux poreux d’obtenir des modeles
d’écoulements dans les régimes fortement raréfiés.

2.3 Les « joints sur puces » : des structures nanofluidiques
modeles

Cette section présente les dispositifs nanofluidiques, de leur fabrication jusqu’a la réa-
lisation d’essais expérimentaux de mesure de débit gazeux. Les dispositifs sont gravés sur
des puces de silicium, avec des profondeurs allant jusqu’a 500 nm. Ces profondeurs gra-
vées sont choisies pour mimer les dimensions caractéristiques et le caractere hétérogene
des passages laissés au fluide & l'interface joint—bride d’un systéme d’étanchéité réel, et
ainsi créer une géométrie modele idéalisée. Ces dispositifs sont alors baptisés « joints sur
puces ».

2.3.1 Présentation et objectifs des dispositifs nanofluidiques

La mise en contact de deux surfaces rugueuses I'une contre l'autre donne lieu a I'ap-
parition de zones de contact (la ou les surfaces se touchent), et de zones sans contact.
D’un point de vue global, le contact n’est alors en général que partiel. Ces zones sans
contact forment une topographie connectée, nommée champ des ouvertures, et dans le-
quel un écoulement de fluide peut se produire. Dans le domaine de I’étanchéité des joints
métalliques, ce champ des ouvertures correspond a l’espace libre persistant a l'interface
entre le joint d’étanchéité et la bride en vis-a-vis, et I’écoulement de fluide correspond a la
fuite du systeme, qu’il convient bien souvent de minimiser (voir dans I'introduction). Les
surfaces mises en jeu dans ce contact sont typiquement de taille centimétrique, et com-
portent des détails de rugosité pouvant aller jusqu’a quelques dizaines de nanometres et
moins, elles sont donc de nature multi-échelle. D’autre part, ces surfaces se déforment mé-
caniquement lors du contact selon un comportement généralement non-linéaire. Le champ
des ouvertures est alors le résultat d’un processus mécanique multi-échelle complexe. La
connaissance précise de ce champ des ouvertures est en général inaccessible expérimen-
talement (besoin d’un haut niveau de détails, surfaces métalliques, grandes dimensions).
L’approche alors utilisée consiste a passer par la modélisation numérique du contact et de
la déformation : en partant d’'une mesure de la topographie des surfaces avant contact,
les surfaces sont mises en contact jusqu’a un effort de serrage donné, et leur déformation
est calculée par la méthode des éléments finis par exemple. Le champ des ouvertures en
est déduit et le calcul numérique des écoulements y est réalisé ensuite. La détermination
numérique de la fuite d’un assemblage d’étanchéité est donc le résultat d’un processus
séquentiel : on calcule d’abord le champ des ouvertures, puis I’écoulement dans ce der-
nier. Toutefois, la précision des résultats numériques obtenus (par rapport a des résultats
expérimentaux sur le méme systéme par exemple) est tributaire de la justesse de la mo-
délisation a chaque étape (partie contact mécanique ou partie écoulement) sans qu’il soit
possible d’en distinguer précisément la provenance, en raison du caractere séquentiel de
la procédure. Pour l'aspect déformation, les incertitudes proviennent de la mesure des
surfaces rugueuses, de la gestion des contacts et du frottement, de la connaissance des
lois de comportement des matériaux, en particulier aux treés petites échelles (échelle des
aspérités inférieure au micrometre), de la méthode numérique utilisée pour la simulation
multi-échelle, etc.

Dans le but de se concentrer sur aspect écoulement fortement raréfié et de valider
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Canaux d'alimentation Canaux d'alimentation
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(a) Canaux droits en parallele. (b) Réseau de canaux droits.
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(¢) Géométrie d’un canal droit.

FIGURE 2.7 — Schéma des deux types de puces réalisées. On représente également les
canaux d’alimentation aux extrémités des puces, permettant I'apport et I'extraction du
gaz.

I'utilisation des modeles présentés dans la section précédente pour la problématique de
I’étanchéité, on souhaite s’affranchir au maximum des incertitudes de calcul apportées par
I’aspect déformations mécaniques de surfaces rugueuses. Pour cela, on réalise des puces
nanofluidiques dont la géométrie gravée est choisie et supposément bien connue, et la
gravure maitrisée. Il s’agit spécifiquement de puces de silicium sur lesquelles sont gravés
des canaux droits ou encore des réseaux hétérogenes de canaux droits inter-connectés. Les
dimensions gravées de ces géométries modeles idéalisées (dimensions de la puce, largeur,
longueur et hauteur des canaux) sont choisies pour étre semblables aux caractéristiques
géométriques rencontrées dans les champs des ouvertures réels, et pour obtenir un débit
de fuite typique de celui des joints d’étanchéité « haute performance » (de l'ordre de
1078 Pa-m3-s7! et moins). Des mesures expérimentales et des simulations numériques
des écoulements gazeux sont réalisés sur ces « joints sur puce », ce qui sera développé plus
en détails dans les sections ci-apres. Une condition spécifique de qualification expérimentale
des joints d’étanchéité consiste en 'application d’une pression donnée d’hélium d’un c6té
du joint, tandis que de ’autre c6té, une mesure de fuite par spectrométrie de masse est
réalisée et produit une condition de vide. Le nombre de KNUDSEN entre les deux cOtés
varie alors tres fortement. On s’attachera particulierement a répliquer ces conditions sur les
puces, afin d’analyser I'impact de cette condition de vide sur le flux global et la capacité des
modeles d’écoulement a reproduire ce dernier pour des nombre de KNUDSEN importants,
hors de leur domaine de validité a priori.

2.3.2 Fabrication de dispositifs nanofluidiques
2.3.2.1 Types de puces réalisées

Dans cette étude, plusieurs puces sont réalisées et que ’on peut regrouper selon deux
catégories, présentées sur la figure 2.7 : les puces faites de canaux droits placés en parallele ;
et les puces constituées d’un réseau de canaux droits. D’une puce a 'autre, seule la « partie
centrale » est modifiée et constitue la zone d’intérét. Les canaux d’alimentation placés aux
extrémités de la puce permettent 'apport et 'extraction du gaz d’un co6té et de I'autre de
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celle-ci lors des essais expérimentaux, par application d’une différence de pression. Leurs
dimensions sont choisies suffisamment grandes pour que leur résistance a ’écoulement soit
faible devant celle de la zone d’intérét, que I'on souhaite étudier. Un total de dix-neuf puces
est alors réalisé, dont on donne le détail des caractéristiques géométriques ci-dessous.

Canaux droits d’ouverture constante Cing puces constituées de dix canaux d’ouver-
ture constante placés en paralléle sont fabriquées. Pour une puce donnée, tous les canaux
ont méme géométrie, représentée sur la figure 2.7c. La longueur d’'un canal, L;, est de
500 wm, sa largeur, b;, de 10 um et sa hauteur ou profondeur gravée, h;, est de 100, 200,
300, 400 ou 500 nm selon la puce. Ces dimensions ont notamment été choisies pour avoir
h; < by < L;, afin de considérer I’écoulement comme pleinement développé, et pour pou-
voir négliger leffet des parois verticales sur 1’écoulement (fente mince, modélisation par
I'équation de la lubrification) (Karniadakis et al., 2005). Le fait d’utiliser dix canaux au
lieu d’un seul permettra a priori de diminuer la sensibilité a un éventuel défaut de gravure.
Ces canaux constituent des « éléments unitaires » des réseaux homogenes et hétérogenes
ci-dessous. Les puces fabriquées sont nommeées : C100, C200, C300, C400 et C500 selon la
profondeur de gravure.

Canaux droits d’ouverture convergente ou divergente On réalise deux puces iden-
tiques (pour s’assurer de la répétabilité du processus de fabrication), composées de dix
canaux droits en parallele. La longueur et la largeur des canaux sont identiques au cas
précédent. La profondeur gravée, quant a elle, varie linéairement selon la longueur du canal
(c’est-a-dire h; = hi(z)), passant de 200 nm & 500 nm. En valeur absolue, la pente est alors
de 6-107%. Selon le sens de la différence de pression appliquée, la puce se comporte donc
vis-a-vis de ’écoulement comme un assemblage de canaux en configuration convergente
ou divergente. Selon la configuration, les puces fabriquées sont nommeées : CV1, CV2 ou
DV1, DV2.

Canaux droits d’ouverture divergente et convergente On produit deux puces
identiques avec dix canaux en parallele d’'une longueur de 1000 um, double des cas pré-
cédents, d’'une largeur de 10 um et d’une profondeur gravée variant linéairement selon la
longueur du canal, passant de 200 nm & 500 nm au milieu du canal, puis a nouveau 200 nm.
On a donc des canaux divergents puis convergents, de pente identique au cas précédent
en valeur absolue. Les puces fabriquées sont nommées : CVDV1 et CVDV2.

Réseau homogéne de canaux droits d’ouverture constante Les réseaux homo-
genes sont constitués de canaux droits d’ouverture constante, tous identiques, et agencés
de fagon « plan hippodamien » (voir figure 2.8). Chaque réseau est carré, de dimensions
5 mm X 5 mm, et composé de 200 canaux (environ 10 canaux selon les directions z et y).
La longueur de chaque canal est de 500 um, sa largeur de 10 um et sa profondeur gravée
est de 100, 200, 300, 400 ou 500 nm selon les cing puces fabriquées. Selon la profondeur
gravée des canaux, les puces fabriquées sont nommées : R100, R200, R300, R400 et R500.

Réseau hétérogene de canaux droits d’ouverture constante Les réseaux hétéro-
genes sont semblables aux réseaux homogenes, a la différence que la profondeur gravée
de chaque canal du réseau est tirée aléatoirement, selon une loi uniforme discrete. Les
six valeurs {0;100;200; 300; 400; 500} nm de profondeurs sont possibles, la valeur nulle
correspondant a I’absence de canal. Cing réseaux sont réalisés, avec un tirage aléatoire
différent et donc une hétérogénéité différente (voir figure 2.8 et annexe A). De tels réseaux
permettent alors de mimer un champ des ouvertures joint—bride, de fagon idéalisée. Les
puces fabriquées sont nommées : R#1, R#10, R#15, R#20 et R#25.
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FI1GURE 2.8 — Exemple de deux réseaux, I'un hétérogene et ’autre homogene. La couleur
correspond a la profondeur gravée des canaux.

2.3.2.2 Procédure de fabrication des puces

L’ensemble des puces sont fabriquées par les équipes du Laboratoire d’analyse et d’ar-
chitecture des systémes (LAAS) & Toulouse, selon un procédé de photolithographie par
niveaux de gris développé par NAILLON durant ses travaux de these (Naillon, 2016; Naillon
et al., 2017). Le choix s’est porté sur ce procédé car il permet de graver des motifs de pro-
fondeur variable en une seule passe et en un temps raisonnable. Les dix-neuf puces (chaque
puce est un carré de seize millimetres de coté) sont gravées sur un wafer (plaque) de sili-
cium de 10 cm de diametre et 525 pm d’épaisseur. Deux wafers sont réalisés pour s’assurer
de la reproductibilité des géométries obtenues par le procédé, ils seront par la suite nom-
més « LO70 » et « L107 ». Le processus de fabrication des puces, adapté de Naillon et al.
(2017), est décrit dans ce qui suit et les étapes majeures sont présentées en figure 2.9.

Tout d’abord, le wafer de silicium est exposé a un plasma d’oxygene pour s’assurer
de sa propreté et pour favoriser 'adhésion de la résine. Justement, une couche de résine
photosensible positive de 1,1 um d’épaisseur est appliquée sur une face du wafer par un
procédé d’enduction centrifuge (spin coating). Pour réaliser les nano-structures « 2,5D »
telles que les canaux droits et les réseaux, la résine est ensuite exposée localement a un
rayonnement ultra-violet émis par un LASER sur une machine Kloé Dilase 750. La longueur
d’onde de ce dernier est de 405 nm et son diametre 6 pm, de telle sorte que pour réaliser
un canal de 10 pm de largeur, trois passages sont nécessaires dans le sens de la longueur
du canal. Ces passages sont effectués avec une vitesse de 6 mm -s~! permettant un temps
d’écriture raisonnable. Pour les canaux avec pente, I'insolation s’effectue en revanche en
faisant des passages de LASER dans la direction transverse des canaux, en faisant varier la
puissance par palier selon le sens de la longueur. La dose d’exposition va correspondre a
I’énergie lumineuse recue localement par la résine, et cette dose peut étre modulée par la
puissance du LASER, ce qui, comme nous le verrons, va permettre de controler la profondeur
gravée dans le silicium. La puissance est alors variée de 10% a 40% de la puissance initiale
du LASER (100 mW). Le rayon d’intensité modulée ainsi obtenu est ensuite passé au travers
d’un filtre & 1% pour réduire davantage la puissance effectivement recue par la résine. Une
fois insolée, cette derniére est ensuite développée dans une solution de MFCD26 durant
4's. Avant cela, un recuit (soft bake) a 126 °C pendant 5 min est effectué pour obtenir
une vitesse de développement proportionnelle a la dose recue, de fagon a mieux controler
Pépaisseur retirée (Naillon et al., 2017). A ce stade, le motif de la nano-structure est présent
dans la résine. Il est alors transféré dans le silicium par une étape de gravure ionique
réactive (reactive-ion etching, RIE), avec une sélectivité unitaire (vitesse d’attaque de la
résine et du silicium identiques), pour en reproduire exactement la structure.
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FIGURE 2.9 — Etapes de fabrication des puces nanofluidiques.

Les canaux d’alimentation en gaz sont ensuite réalisés dans une seconde étape, par
un processus de photolithographie standard. Une résine photosensible est ré-appliquée et
insolée a intensité uniforme au travers d’un masque. Une fois cette résine développée et
la gravure réalisée, des canaux d’alimentation de 20 um de profondeur sont obtenus. Des
trous d’acces de diameétre 1 mm sont percés dans les canaux d’alimentation par sablage.
Enfin, la puce est fermée par une plaque de verre de 500 um d’épaisseur, scellée par soudure
anodique.

Des illustrations des puces nanofluidiques fabriquées sont présentées sur la figure 2.10.
Sur I'image de droite présentant un réseau hétérogene, on distingue trés nettement les
trous et canaux d’alimentation. Le réseau est moins perceptible en raison de la finesse des
canaux qui le composent, mais on en devine I’hétérogénéité.

2.3.2.3 Caractérisation de la géométrie gravée

Pour s’assurer de la conformité du procédé, la géométrie gravée des canaux a été
caractérisée ponctuellement avant fermeture de la puce par la plaque de verre, en utilisant
un profilometre mécanique ou par la technique de microscopie a force atomique (atomic
force microscopy, AFM). Les mesures ont été faites par les équipes du LAAS sur les puces
de canaux de profondeur constante, les réseaux homogenes et les canaux a profondeur
variant linéairement pour les deux wafers. Ces mesures sont regroupées dans le tableau
2.5, donnant les profondeurs maximales moyennes et les largeurs moyennes des canaux.
On remarque tout d’abord que la hiérarchie entre les différentes profondeurs souhaitées
(allant de 100 nm & 500 nm) est maintenue par la gravure. En revanche, des déviations a ces
valeurs visées sont observables. En regle générale, les canaux sont gravés plus profondément
que désiré, sauf dans le cas des canaux de 500 nm, qui sont généralement moins profonds.
Les écarts-types donnés entre parentheéses donnent la dispersion a la valeur moyenne de
différentes mesures de profondeur sur une puce. Ces derniers semblent plus importants sur
le wafer L107, signe d’'une moins bonne homogénéité de gravure. Concernant la largeur
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(a) Wafer complet.

(b) Echelle avec une piéce de 1 €. (c) Puce réseau hétérogene « R#15 ».

FIGURE 2.10 — Illustrations de quelques puces nanofluidiques fabriquées.

gravée des canaux, elle est en majeure partie proche des 10 pm souhaités. Les canaux les
moins profonds semblent avoir une largeur plus faible qu’attendue. Pour les canaux avec
pente, la largeur varie le long du canal, augmentant conjointement avec la profondeur. Des
mesures similaires ont été réalisées sur les réseaux hétérogenes et montrent une tendance
identique aux réseaux homogenes en terme de géométrie gravée.

En plus de la profondeur et de la largeur gravée des canaux, il convient d’inspecter la
forme des sections droites de ceux-ci, et de la comparer a la section rectangulaire souhaitée.
Les sections mesurées par AFM sont données sur la figure 2.11 en traits pleins, ou une
couleur représente la section de trois canaux différents sur une puce, ce qui donne une idée
de la dispersion. Le pas de mesure est d’environ un point tous les 80 nm selon la largeur du
canal, la précision verticale est quant & elle reliée a la courbure de la pointe de ’AFM et
est de 'ordre de quelques nanometres. Les traits pointillés sont les sections rectangulaires
visées pour la gravure, de largeur 10 pm et de profondeur variable. On observe alors que la
section droite est généralement de forme parabolique plutot que rectangulaire. On retrouve
également les tendances affichées dans le tableau 2.5. Toutefois, la section reste assimilable
a une fente de part son rapport d’aspect important. Des sections semblables sont obtenues
pour les canaux avec pentes.

Pour terminer cette section, on présente sur la figure 2.12 un grossissement sur quelques
zones des puces du wafer L107. En particulier, le point de concours de quatre canaux pour
les réseaux homogenes et hétérogenes est exposé. Chaque croisement possede une forme de
paraboloide d’un diametre de 'ordre de grandeur de la largeur d’un canal. Il est le résultat
de la multiple exposition de la résine en cet endroit, et sa profondeur est alors supérieure
a celle des canaux avoisinants (de l'ordre du micrometre). Enfin, la couleur donnant une
idée de la profondeur gravée, on constate clairement la pente du canal convergent.

2.3.3 Essais expérimentaux d’écoulements gazeux

Des mesures expérimentales de débit de fuite sont réalisées sur les différentes puces
au Laboratoire d’Etanchéité maestral. L’objectif de ces essais est de valider 1'utilisation
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Wafer LOT0 Wafer 1107

Puce h; [nm] b; [pm] h; [nm)] b; [um)]

C100 143 (16) 6,5 182 (19) 7.0

200 261 (9) 8,2 261 (15) 8,5

€300 305 (7) 9,3 359 (15) 9.4

C400 361 (12) 9,7 421 (4) 10,7

C500 504 (14) 9,9 444 (24) 10,9

R100 157 (11) 6,3 78 (4) 5,5

R200 225 (6) 8,2 174 (18) 7.7

R300 308 (2) 9,5 355 (10) 9.8

R400 397 (27) 9,6 418 (42) 10,8

R500 459 (6) 10,6 487 (33) 11,4

CV1 285 -380—-473 9,8-11,3-12,3 | 240 - 370 - 523 8,7-11,0- 12,0
V2 268 384 — 457 9.5 11,2 12,9 | 235 — 340 - 496 8,7 — 10,4 — 12,1
CVDV1 257 -464 -266 9,7-123- 94 | 269 - 514 -270 94 -12,1 - 9,1
CVDV2 304 — 460 — 268 10,2 - 12,3~ 9.8 | 225 521 ~ 276 9.0 124 — 9.3

TABLEAU 2.5 — Valeurs moyennes mesurées des profondeurs et des largeurs des canaux.
L’écart-type est donné entre parentheses lorsque disponible. Pour les canaux de profondeur
avec pente linéaire, les trois valeurs successives correspondent aux positions x = 0, z =
L;/2 et x = L; le long du canal.

| — C100 — C200 — C300 — C400 — C500| b

75‘0 7‘2.5 0.0
b; [pm]

2.5 5.0

(a) Canaux uniformes sur L070.

| — C100 — C200 — C300 — C400 — C500 |

—5.0 —é.5 0.0
by [pm]

n n
2.5 5.0

(¢) Canaux uniformes sur L107.

600 | — R100 — R200 — R300 — R400 — R500 | -

=5.0 —2.5

0.0 215 510
b; [pm]

(b) Réseaux homogenes sur L070.

600 | — R100 — R200 — R300 — R400 — R500 | -
-5.0 —-2.5 0.0 2.5 5.0
by [pm]

(d) Réseaux homogenes sur L107

FIGURE 2.11 — Sections droites des canaux mesurées par AFM pour les puces de canaux
uniformes et les réseaux homogenes. Les traits en pointillés représentent la section théo-
rique souhaitée.
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(a) Portion de canal C300. (b) Croisement sur R100.

(¢) Croisement sur R400. (d) Croisement sur R#1.

(e) Canal CV1.

FIGURE 2.12 — Grossissement sur quelques puces du wafer L107. La couleur donne une
indication de la profondeur.

des modeles numériques qui seront développés dans la section suivante, et en particulier
lorsque le niveau de raréfaction sur la puce est important.

2.3.3.1 Description du montage et protocole expérimental

Les essais réalisés sur les puces sont semblables a ce qui est effectué lors de la qua-
lification expérimentale des joints d’étanchéité : une pression est appliquée d’un c6té du
montage tandis qu’un spectrometre de masse pompe et mesure en permanence la fuite de
I’autre co6té. Pour les besoins de son fonctionnement, le spectrometre produit une condition
de pression proche du vide de son coté du montage (P. de I'ordre de 107! Pa a 1072 Pa).
On peut alors s’attendre a ce que le nombre de KNUDSEN varie fortement entre I’entrée
et la sortie du systeme, un impact qu’il reste a quantifier sur le débit total au travers
de la puce. Le gaz utilisé lors des essais est de ’hélium, qui est le seul mesurable par le
spectromeétre utilisé (Adixen ASM 142). Ce gaz est parfait, inerte et de petites taille et
masse atomique.

Le montage expérimental présenté schématiquement en figure 2.13 est utilisé. On dis-
tingue trois ensembles : 'alimentation en gaz d’un c6té de la puce; la puce comportant les
nano-structures ; la mesure de fuite réalisée par le spectrometre de masse, placé de 'autre
cOté de la puce. L’objectif des essais est alors de mesurer le taux de fuite traversant la
puce, Q, en fonction de la pression moyenne sur celle-ci, p = (P; + P.)/2 ~ P;/2. Pour
cela, on décrit le protocole adopté ci-dessous.

1. La puce a étudier est placée dans le support porte-puce, et un léger effort de ser-
rage est appliqué sur celle-ci a l'aide des quatre vis. L’étanchéité entre la puce et le
support est assurée par deux joints toriques en élastomére Viton® (diametre inté-
rieur 2,5 mm, diametre de tore 1,8 mm), placés au niveau de chacun des deux trous
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d’alimentation.

2. Le montage est débarrassé de l’air et de I’hélium résiduels qui y sont présents. Pour
cela, toutes les vannes sont ouvertes (V2 a V8) sauf V1, et la pompe a vide évacue
le gaz présent dans le montage en abaissant la pression jusqu’a quelques pascals.
Le spectrometre est ensuite mis en fonctionnement et restera dans cet état tout au
long de 'essai (pompage permanent et mesure de fuite au niveau de la sortie de la
puce). On attend alors la stabilisation du signal de fuite qui correspond au bruit
de fond du spectrométre (environ 1071 Pa-m?3-s71). On ferme alors les vannes V4,
V6, V7 et V8. La non-atteinte du niveau de bruit de fond est parfois constatée et
est généralement due & un mauvais placement de la puce dans le support, a une
mauvaise étanchéité du montage ou a un défaut de la puce. Ces anomalies sont dans
ce cas corrigées.

3. Le montage et le réservoir sont mis en pression jusqu’a la pression maximale de 1’essai
par ouverture de la vanne V1 de la bouteille d’hélium. Cette pression maximale est
de 20 bar, soit une pression moyenne maximale d’environ 10 bar. Ensuite, les vannes
V1 et V3 sont fermées et un controle de la stabilité de la pression sur CP2 et de la
fuite sur le spectrometre est réalisé afin de détecter une éventuelle fuite parasite.

4. Les mesures a proprement dites débutent a partir de cette étape. Pour une pression
moyenne donnée dont on veut connaitre le taux de fuite correspondant, on commence
par faire baisser la pression en amont du circuit par pompage de gaz a l'aide de la
pompe a vide (ouverture de la vanne V8 et de la vanne de régulation micro-débit
VR). Une fois la pression moyenne désirée atteinte, on ferme V8, puis on attend
la stabilisation de la pression et de la fuite afin d’avoir une mesure effectuée en
« statique ». Le réservoir, d’un volume de 950 ml, placé juste en amont de la puce
permet d’avoir un volume « tampon » bien supérieur au volume de la puce et du
reste du montage, et de faciliter I'atteinte de la stabilité en pression. Le temps de
stabilisation de la pression est plus important & basse pression qu’a haute pression
(quelques minutes), ce qui est lié a la technologie des capteurs utilisés. La pression
amont est lue sur les capteurs CP2 ou CP3 et CP4 (qui ont une gamme de mesure
différente) selon la valeur. Pour une pression amont supérieure & 10° Pa, le capteur
CP2 est utilisé (réf. Keller LEO 3). Dans le cas contraire, il s’agit des capteurs CP3
et CP4 (réf. Brooks CMC series), par ouverture de la vanne V7.

5. Une fois la mesure de fuite effectuée, une nouvelle mesure est réalisée a une pression
moyenne inférieure. La procédure de 1’étape 4 est alors exécutée a nouveau. On
effectue ainsi une série de mesures par paliers pour plusieurs valeurs de la pression
moyenne sur la puce, s’échelonnant d’environ 10° Pa & 10? Pa.

Il est également possible de réaliser les essais en faisant croitre la pression moyenne
plutét qu’en la faisant décroitre a chaque palier. Les résultats obtenus sont alors sensible-
ment identiques. Pour ce qui est des joints toriques en élastomere qui assurent ’étanchéité
puce—support, il est observé qu’ils sont suffisamment étanches pour ne pas produire de
fuite parasite supérieure au bruit de fond du spectrometre, et qui viendrait court-circuiter
la puce. Une autre interrogation qui émerge est celle du temps d’établissement de la fuite
stationnaire au sein d’une puce que 1’on souhaite mesurer. Dans un canal droit (voir figure
2.7¢), ce temps caractéristique d’établissement de la fuite, 7, peut étre estimé en régime
glissant par I’équation ci-dessous, en adoptant la démarche présentée dans Jannot et Las-
seux (2012) a I’équation de REYNOLDS unidimensionnelle instationnaire (voir chapitre 3,
équation (3.31)) :

(2.42)

ott K = Ky(1 + 66Kn) est la transmissivité apparente glissante du canal, Ko = h}/12 la
transmissivité intrinseque du canal et Kn le nombre de KNUDSEN moyen dans le canal.
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FIGURE 2.13 — Schéma du montage expérimental utilisé pour les essais sur les puces. La
vue éclatée présente le support porte-puce dans lequel est placée la puce nanofluidique.

Il est évident par la formule (2.42) que plus l'ouverture du canal sera faible et plus le
temps d’établissement sera important, toutes choses égales par ailleurs. La viabilité de la
formule (2.42) est justifiée numériquement par simulation de I’écoulement dans un canal
droit de type C100, lorsque ’on applique un échelon de pression en entrée. L’écoulement
est celui d’hélium a température ambiante, pour une pression d’entrée de ’ordre du bar.
Le temps caractéristique est alors estimé & 2 ms seulement. Les résultats présentés de facon
adimensionnelle sur la figure 2.14 montrent que le régime établi est bien atteint pour un
temps treés voisin de 7 : les débits entrant et sortant atteignent la valeur stationnaire, de
méme que le profil du champ de pression le long du canal.

Le temps caractéristique pour un réseau homogene R100, se comportant comme un
canal unique, est quant a lui évalué a 240 ms. Bien que n’étant pas des canaux uniques, on
peut néanmoins raisonnablement estimer que les réseaux hétérogenes posséderont un temps
d’établissement du méme ordre de grandeur. Ces temps caractéristiques apparaissent donc
relativement faibles et ’aspect transitoire dans la puce semble pouvoir étre négligé. Cette
hypothese est par ailleurs vérifiée expérimentalement, le spectrometre fournissant une
valeur stable de la fuite de facon quasi-instantanée.

2.3.3.2 Résultats expérimentaux

Les résultats des mesures « brutes », donnant le taux de fuite mesuré au travers de
la puce, @ (en Pa-m?-s~!), en fonction de la pression moyenne, p (en Pa) sont donnés
ci-apres pour les différentes familles de puces et pour les deux wafers. Pour chaque puce,
deux séries de mesures sont réalisées : I'une en faisant diminuer la pression moyenne entre
deux points de mesures, 'autre en 'augmentant. Aucune différence notable n’est alors
observée entre ces deux maniéres de procéder. Il arrive que certains résultats ne soient pas
présents (par exemple C200 ou R#20 sur L070), ceci en raison d’un défaut ou d’une casse
de la puce, ne permettant pas la mesure. De plus, en raison d’une contrainte de temps et
de la durée des manipulations (environ une journée par puce), toutes les mesures n’ont
pas encore pu étre réalisées a ce jour. A ce titre, on ne présente que ce qui est disponible
actuellement, qui permet cependant de dégager les tendances.
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FIGURE 2.14 — Evolution temporelle des débits entrant et sortant d’un canal, ainsi que du
champ de pression a un échelon en entrée. Le débit stationnaire est noté ¢, les débits
entrant et sortant g; et g. respectivement. Les traits pointillés indiquent +5% de la valeur
finale ¢uo.

Les figures 2.15, 2.16 et 2.17 présentent respectivement 1’évolution de la fuite mesurée
pour les canaux droits d’ouverture uniforme, les réseaux homogenes et les réseaux hétéro-
genes. Comme attendu, on observe une décroissance de la fuite avec la pression moyenne.
Une différence d’environ cing ordres de grandeur entre la fuite la plus forte et la plus
faible est observée sur la gamme de pression étudiée. A suffisamment basse pression, cette
décroissance s’effectue selon une loi puissance de premier ordre, caractéristique du régime
raréfié, tandis qu’a plus forte pression, on commence a entrevoir un comportement du
second ordre sur certaines puces, caractéristique du régime hydrodynamique ou glissant
proche. Nous verrons d’ailleurs plus loin dans ce chapitre que les nombres de KNUDSEN
moyens atteints pour cette gamme de pression vont de O (1071) a O (10%) pour la ma-
jorité des puces. Pour les canaux droits uniformes et les réseaux homogenes, on observe
la hiérarchie attendue, a savoir que plus 'ouverture est grande et plus la fuite est impor-
tante & pression donnée. De plus, a profondeur gravée équivalente, les réseaux homogenes
présentent comme attendu une fuite environ dix fois plus faible que les canaux droits (les
réseaux homogenes se comportent comme onze canaux droits en paralléles, et dix fois plus
longs que ceux des puces de canaux droits, leur fuite est donc théoriquement de 11/100
celle des puces de canaux droits). Pour les réseaux hétérogenes, on note également une
certaine hiérarchie (ou dispersion) entre les puces qui est due a 'organisation différente des
liens dans le réseau (tirage aléatoire différent), menant a une variabilité du comportement.
Celle-ci n’est toutefois pas aussi importante que sur les réseaux homogenes (presque deux
ordres de grandeur), mais plutét d’un facteur compris entre deux et trois. En théorie, selon
la géométrie des puces, on a la hiérarchie en fuite suivante : R#15 > R#25 > R#20 >
R#1 > R#10. Ce classement semble respecté sur le lot LO70 sauf pour la puce R#15 qui
se retrouve en derniére position. Ceci est possiblement dii a I’écart a I’idéal de la gravure,
qui donne un comportement légerement différent. Enfin, on remarque que tous les réseaux
hétérogenes possedent un comportement global intermédiaire a ceux de R200 et R300.

2.3.4 Modélisation numérique des écoulements gazeux

On s’intéresse dans cette partie a la modélisation des écoulements dans les puces, dans
le but de pouvoir comparer les débits totaux au travers des puces a ceux obtenus expéri-
mentalement par la procédure présentée précédemment. Deux approches sont proposées,
une approche de type « réseau de pores », et une approche de champ moyen.
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FIGURE 2.15 — Débits des canaux droits d’ouverture uniforme.
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FIGURE 2.16 — Débits des réseaux homogenes.

2.3.4.1 Modélisation de type réseau de pores

On adopte pour commencer une modélisation de type « réseau de pores » (dans la
littérature anglophone, pore-network modelling, on PNM), qui est une approche large-
ment utilisée dans la littérature pour modéliser les écoulements dans les milieux poreux.
Sommairement, il s’agit de construire un réseau a partir du squelette poreux du milieu a
étudier, et ou les noeuds de ce réseau correspondent aux « pores » de la structure, tandis
que ses liens connectent deux nceuds et sont affectés d’une propriété de transport. Une
telle approche semble, en premiere instance, appropriée pour ’étude des réseaux de canaux
droits, ou les noeuds du réseau représenteront les points de concours de quatre canaux,
et les liens correspondront aux canaux eux-mémes. Avant de décrire le modele de réseau
de pores plus amplement, il convient toutefois de définir les propriétés de transport qui
seront affectées aux liens. Pour cela, on s’intéresse & un canal droit d’ouverture uniforme
(voir figure 2.7c). L’approche est basée sur une modélisation de I’écoulement comme un
milieu continu malgré les forts niveaux de raréfaction qui seront atteints, afin d’évaluer les
capacités qu’ont ces modeles a décrire le comportement macroscopique d’une puce dans ces
conditions (en particulier pour les réseaux hétérogenes). Comme la géométrie du canal est
telle que h; < b; < L;, I’écoulement est supposé pleinement développé et 'influence des
parois latérales dans une section droite est considérée comme faible. L’écoulement est alors
unidimensionnel et décrit par ’équation de la lubrification locale, dont la forme générale
est donnée par I’équation (2.31). Le facteur Q@* dépend du nombre de KNUDSEN local et
son expression peut étre choisie dans le tableau 2.4. On se concentre plus particulierement
sur quatre modeles au domaine de validité en Kn différent :

Le modele sans glissement, pour Kn < 1072,

Le modele avec glissement de premier ordre de Burgdorfer (1959), pour Kn < 1071
Le modele phénoménologique de Beskok et Karniadakis (1999), pour Kn < 10°.
Le modele phénoménologique de Alexander et al. (1994), supposément valide pour
tout le régime de Kn.

Un écoulement se produit lorsque le canal est soumis a une différence de pression Ap;
po — p1 entre ses extrémités, la pression moyenne est alors p; = (po + p1)/2. Le débit
massique total au travers du canal, @;, est alors relié a la différence de pression par la
conductance du canal, C;, comme :
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Qi = CiAp; (2.43)

En utilisant la loi des gaz parfaits et en définissant Kn = A/h;, ot A est donné par la
relation (2.6), le débit total dans le canal s’obtient analytiquement par intégration des lois
locales, en utilisant la méthode de séparation des variables. Selon le modele considéré, on
obtient alors I’expression de la conductance du canal :

— Modele sans glissement

3
© M h” b _
S = — —Di 2.44
O = Rriu Lt (244)
Modele glissant de premier ordre (Burgdorfer, 1959)
eV = (1+ 66Kn;) (2.45)

— Modele phénoménologique (Beskok et Karniadakis, 1999)

i Di —— pi + Kn;
OPF) = 0 (14 (o + 66K + 66(a — 1) 2K, In  P/Pi T K 2.46
¢ g ( 3 & ) Ap; p1/pi + Kn; ( )

Modele phénoménologique (Alexander et al., 1994)

_ 1 D o 5. .
cA = ¢ (14 64Ky, + 12 P ) BRI M
™ Ap; p1/pi + BKn;

Poy, (Po/Pit+ BKni\ _piy (p1/pi+ BKw
Di Po/Pi Di P1/Di

ol Kn; est le nombre de KNUDSEN associé a la pression moyenne dans le canal, défini
comme :

(2.47)

Ko, = 2 TRT
pihi \ 2M
On remarque alors que les conductances des modeles sans glissement (2.44) et avec
glissement de premier ordre (2.45) ne dépendent que de la pression moyenne p; dans le
canal. Quant & elles, les conductances des modeles phénoménologiques (2.46) et (2.47)
dépendent non seulement de la pression moyenne mais aussi des pressions elles-mémes
(dépendance en pg, p1 et Ap;).

Les modeles présentés dans les équations ci-dessus donnent la conductance d’un ca-
nal droit d’ouverture uniforme, et seront utilisés pour modéliser les écoulements dans les
puces de canaux d’ouverture constante ainsi que dans les réseaux homogenes et hétéro-
genes, en tant que constituant élémentaire du réseau de pores. Pour les canaux avec pente,
ou 'ouverture varie linéairement dans la longueur, il est généralement impossible de dé-
terminer analytiquement la conductance. Par exemple, en considérant un modele glissant
de premier ordre, la conductance est obtenue de maniere implicite par recherche de zéro
d’une fonction que nous ne présentons pas ici (Burgdorfer, 1959; Graur et al., 2015). Il est
passablement plus commode de déterminer la conductance d’un tel canal numériquement,
par une méthode de volumes finis par exemple, c’est ’approche que nous conserverons par
la suite pour ces canaux. On peut toutefois expliciter le cas sans glissement qui permet
d’exprimer la conductance comme :

(2.48)

o _ () b
! RT 6u(ho + h1) L; !

ol hg et hy sont les ouvertures aux deux extrémités du canal.

(2.49)

On présente maintenant la démarche de réseau de pores a proprement dite, pour modé-
liser les écoulements dans les réseaux homogenes et hétérogenes. Ces réseaux sont soumis a
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des conditions limites en pression a leurs extrémités, P; et P, (au niveau des canaux d’ali-
mentation, voir figure 2.7). On définit alors la différence de pression globale sur la puce,
Ap = P; — P, ainsi que la pression moyenne sur la puce, p = (P; + P.)/2. Comme évoqué
précédemment, les liens du réseaux correspondent aux canaux et les nceuds, ou pores,
aux points de concours de quatre canaux (figure 2.12). Chaque nceud est alors connecté a
quatre autres nceuds voisins en ses points cardinaux via les liens (un lien connecte deux
nceuds). On fait ensuite I'hypothese que les pores n’occasionnent aucune perte de charge
dans I’écoulement et par conséquent, que la pression y est uniforme. Cela peut se justifier
par leur profondeur plus importante que les liens avoisinants. La perte de charge entre
deux pores est alors supposée entierement imputable au lien qui les relie. Pour un noeud
donné, on écrit alors la conservation du flux massique provenant des quatre liens qui lui
sont connectés :

> Q=0 (2.50)

Le débit massique dans un lien est donné par le produit de la conductance de ce lien
et de la différence de pression entre ses deux noeuds par I'équation (2.43). A ce stade, il
convient de préciser que la conductance d’un lien est donnée, au choix, par les équations
(2.44), (2.45), (2.46) ou (2.47), selon le modele examiné. La relation de conservation de la
masse précédente s’exprime alors en fonction des pressions nodales comme :

(Cn +Cs+Ce+ Co)pc — Cppn — Csps — Cepe — Copo =0 (251)

ou l'indice « ¢ » correspond au nceud central, et les indices « n, s, e, 0 » aux nceuds placés
aux points cardinaux du nceud central. En écrivant ce systéme pour tous les noeuds du
réseau et en tenant compte des conditions limites en pression sur la puce, on aboutit a
un systeme linéaire pour les pressions des nceuds internes du réseau. La résolution de
ce systéme permet alors d’en déduire le débit total @) traversant la puce (on pourrait
également en déduire la conductance du réseau, C, telle que @ = C'Ap). D’un point de
vue applicatif au domaine de 1’étanchéité, il est généralement plus courant d’utiliser le
taux de fuite, 9, plutdt que le débit massique ) pour exprimer le flux au travers d’'un
milieu. Pour un gaz parfait, ces deux grandeurs sont liées par la relation :

RT
Q=79 (2.52)

Enfin, comme la conductance de chaque lien dépend au moins de la pression moyenne
entre ses nceuds, le probleme est non-linéaire et des itérations sont faites jusqu’a atteinte
de la convergence de la solution.

Le modele de réseau de pores est donc adapté pour modéliser les écoulements dans
les réseaux hétérogenes, ou la géométrie des canaux varie d’un lien a 'autre. De plus, on
peut d’ores et déja remarquer que de part leur structure, les réseaux homogenes doivent
théoriquement se comporter comme onze canaux droits placés en parallele, car les liens
transverses ne sont soumis a aucune différence de pression, ils ne transportent donc pas

de fluide.

2.3.4.2 Approximation des milieux effectifs

Une seconde approche consiste en l'utilisation de la méthode des milieux effectifs (ef-
fective medium approzimation, EMA), qui est une méthode de champ moyen pour décrire
le comportement global d’un systeme a partir de la connaissance de ses constituants élé-
mentaires. Cette approche est adaptée lorsque le systeme étudié est, par exemple, un
réseau infini loin de son seuil de percolation (Kirkpatrick, 1973; Koplik, 1981). Citons éga-
lement son utilisation dans le domaine de ’étanchéité liquide, ou le champ des ouvertures
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est décrit par un réseau de percolation, et menant a des résultats pertinents (Fluckiger,
2005).

Pour un réseau fait de conductances dont la valeur est distribuée aléatoirement selon
une certaine loi de probabilité, 'idée de la méthode est de déterminer une conductance
équivalente des liens du réseau, g, de telle sorte que le comportement moyen du réseau soit
inchangé lorsque chacune de ces conductances locales aléatoires est remplacée par g. Par
analogie avec le transport du courant dans un réseau électrique, Kirkpatrick (1973) décrit
le raisonnement menant a la détermination de la conductance équivalente de maniere auto-
cohérente (non présenté ici). La valeur de la conductance équivalente g est alors choisie
telle que I'équation intégrale (2.53) soit satisfaite, ou g est la conductance des liens, de
densité de probabilité f(g).

g9—4g
| L ftgyag =0 (2.53)
avec 1 = z/2 — 1 la coordinance réduite et z la coordinance d’un nceud, c’est-a-dire le
nombre de voisins que possede le nceud. Pour les réseaux réguliers de canaux présentés
dans ce chapitre, nous avons z = 4 et donc n = 1. Le débit global au travers du réseau
constitué de la conductance équivalente g sur chacun de ses liens (en bonnes circonstances,
@ = gAp) peut ensuite étre comparé aux débits fournis par le modele de réseau de pores
et aux résultats expérimentaux par exemple. L’approche des milieux effectifs permet donc
d’estimer aisément la conductance globale d’un réseau a partir de la seule connaissance de
la densité de probabilité de la conductance de ses liens.

Les réseaux étudiés dans ce travail sont d’une taille relativement modeste de 200 liens
(11 rangés selon y, faites de 10 canaux et 9 rangés selon x, faites de 10 canaux également,
voir figure 2.8). Le débit global donné par 'approximation des milieux effectifs souffrira
alors passablement d’un effet de taille finie par rapport a celui du modele de réseau de
pores. D’autre part, le calcul numérique de U'intégrale (2.53) nécessite la connaissance de la
fonction densité f. Dans le cas d’un probleéme linéaire (écoulement de liquide par exemple),
les conductances des liens sont uniquement fonction de leur géométrie et la densité est
alors facilement accessible au préalable (Fluckiger, 2005). Dans le cas d’un probléme non-
linéaire comme c’est le cas ici pour un écoulement de gaz, les conductances locales sont
au minimum fonction de la pression moyenne sur les liens, qui vont varier a 1’échelle
du réseau (par exemple, deux liens ayant méme géométrie mais une pression moyenne
différente auront une conductance différente). Cela modifie donc la densité de probabilité
par rapport au cas linéaire. Pour pouvoir poursuivre avec l'utilisation de 1’équation (2.53),
il est nécessaire de faire une estimation de la fonction densité. Dans le cas sans glissement
et avec glissement de premier ordre, la variabilité de la conductance des liens n’est due
qu’a la variabilité de leurs géométries et de la pression moyenne (voir équations (2.44)
et (2.45)). Pour ne conserver qu’une variabilité géométrique (a fortiori uniquement une
variabilité des profondeurs h;), on considére que la pression moyenne sur chacun des liens
du réseau est identique et égale a la pression moyenne sur la puce (c’est-a-dire p; = p).
Il s’agit 1a de linéariser le probleme. On peut également fournir une estimation haute et
basse des conductances en choisissant toutes les pressions moyennes sur les liens comme la
pression interne (p; = P;) ou externe (p; = P.) respectivement. La densité de probabilité
est donc celle d’une loi uniforme discréte pour les six profondeurs (de 0 nm a 500 nm),
donnée par ’équation (2.54) :

F(9) = £ 09— 0) = 7 (5(9) + 69— gro0) + -+ (g —gso0))  (254)

ol d est la distribution de DIRAC et gigg est la conductance d’un lien de profondeur
100 nm (de méme pour les autres profondeurs). Selon le modele utilisé, les conductances
g; correspondent bien entendu aux équations (2.44) ou (2.45). Pour les modéles phéno-
ménologiques, la conductance dépend, en plus, des pressions absolues sur les liens (voir
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équations (2.46) et (2.47)). Contrairement au cas précédents, on ne peut pas choisir une
fonction densité de facon objective. Ces cas ne sont pas traités par la suite.

Pour illustrer la méthode des milieux effectifs, on la compare au modele de réseau
de pores sur les réseaux homogenes et hétérogenes, en utilisant un modele glissant de
premier ordre comme loi de conductance (équation (2.45)). Pour cela, on considére un
écoulement d’hélium a température ambiante, on fixe la pression externe sur la puce a
P. =1 Pa et on fait varier la pression interne P; de fagon a ce que la pression moyenne sur
la puce p s’échelonne de 10? Pa & 10° Pa (conditions proches des essais expérimentaux).
Les résultats sont présentés sur la figure 2.18. Les traits pleins donnent la conductance du
réseau obtenue par le modele de réseau de pores en fonction de la pression moyenne. Les
traits pointillés sont les résultats obtenus par milieux effectifs lorsque 'on considere que
chaque lien voit la pression moyenne. Les zones colorées correspondent aux estimations
haute et basse de la méthode des milieux effectifs (en considérant que chaque lien est
soumis & une pression moyenne égale a P; ou P, respectivement,).

Pour tous les réseaux homogenes, on observe que la méthode des milieux effectifs est en
bon accord avec le modele de réseau de pores. Un écart permanent de 10% entre les deux
modeles est constaté pour chaque réseau. Il est en grande partie dii & un effet de taille
finie du réseau. Pour corriger cet effet, on prend en compte la géométrie réelle du réseau
ou chaque lien possede la conductance g, le réseau se comporte alors comme 11 rangées
de canaux droits, chacun constitué de 10 conductance de valeur g. La conductance appa-
rente du réseau n’est plus simplement g mais 11g/10 = 1,1g. Cette correction permet de
réduire I’écart entre PNM et EMA & seulement 1% au maximum sur la gamme de pression
étudiée (écart maximal obtenu a forte pression). Ce reliquat est di a la non-linéarité plus
importante de I’écoulement & forte pression (fort Ap) qui n’est pas correctement captée
par 'EMA (bornes haute et basse tres éloignées par rapport a la valeur moyenne en traits
pointillés).

Pour les réseaux hétérogenes, on observe tout d’abord un comportement différent entre
les réseaux, en raison de la variabilité dans I'hétérogénéité des liens (réalisations aléatoires
différentes des structures). Le flux est tantot gouverné par des passages préférentiels tres
conducteurs ou peut, a l'inverse, ne pas étre trés conducteur dans sa globalité, d’ou la
variabilité observée. Le milieu effectif se comporte comme un modele « moyen » et reste
en accord raisonnable avec les modeles de réseau de pores, ’écart minimal est de 5% pour
R#1, l’écart maximal de 30% pour R#15. Ces écarts relativement importants sont diis &
la petite taille des réseaux et a leur forte hétérogénéité dans le comportement. Augmenter
la taille des réseaux (le nombre de liens) aura pour effet d’estomper cette variabilité et de
se rapprocher du comportement moyen donné par les milieux effectifs.

En conclusion, on peut dire que la méthode des milieux effectifs donne une bonne
approximation du comportement des réseaux par rapport au modele de réseau de pores.
Pour I'estimation des conductances, 'utilisation d’une pression moyenne unique (celle vue
par la puce) semble fournir une appréciation correcte de la conductance globale du réseau.
Il est envisageable de coupler TEMA a un processus itératif qui permette d’estimer des
pressions moyennes locales des liens, et donc une fonction densité des conductances plus
représentative. D’autre part, la petite taille des réseaux introduit des effets trés visibles
sur la conductance apparente globale. Dans le cas des réseaux hétérogenes, on a donc une
variabilité importante entre les réseaux de pores et le milieu effectif. La petite taille des
réseaux fait également que le calcul direct par réseau de pores n’est pas tres coilteux,
rendant la méthode des milieux effectifs moins attractive ici. On conservera seulement
cette premiére approche par la suite.

2.3.5 Confrontation des résultats numériques et expérimentaux

On compare maintenant les résultats expérimentaux aux différents modeles d’écoule-
ments présentés dans la section précédente. Pour les canaux droits d’ouverture uniforme,
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FIGURE 2.18 — Comparaison numérique des conductances des puces réseau par modele de
réseau de pores (traits pleins) et milieux effectifs (traits pointillés et zones colorées) pour
le modele glissant de premier ordre. Les zones colorées représentent les bornes supérieures
et inférieures de 'approximation des milieux effectifs.

les modeles numériques correspondent directement aux lois (2.44), (2.45), (2.46) et (2.47)
pour dix canaux en paralléle. Pour les réseaux, ces lois « élémentaires » sont mises en
ceuvre dans le modele de réseau de pores. Les résultats sont donnés sous forme de conduc-
tance adimensionnelle, C, en fonction du nombre de KNUDSEN moyen sur la puce, Kn.
Pour cela, la conductance adimensionnelle est définie de fagon similaire a I’équation (2.33)
pour le taux de fuite, ce qui donne :

o 2M L,
ho?’Ap \ RT L,
ou hg est choisie comme 'ouverture intrinseque caractéristique de la puce, distance sé-
parant deux plaques planes ayant la méme transmissivité intrinseque que la puce, Kj.
Pour les réseaux, la transmissivité intrinseque est calculée par simulation sur la géométrie
idéale des puces (sans considérer les formes réelles des sections de types paraboles, etc.),
on a alors hg = /12Kj. Les valeurs sont données dans le tableau B.1 de I’annexe B. Pour
les canaux droits d’ouverture uniforme, hg correspond directement a leur ouverture géo-
métrique. On donne également la définition du nombre de KNUDSEN moyen sur la puce,
associé a l'ouverture caractéristique et a la pression moyenne sur celle-ci :

C= (2.55)

—_— u |mRT
Kn = oho \ 201 (2.56)

Dans les simulations, le coefficient d’accommodation tangentielle pour de I’hélium sur
une surface en silicium est choisi a o, = 0,92 (soit £ = 1,17), valeur moyenne obtenue par
Hadj Nacer (2012) dans ses travaux présentés au début de ce chapitre.

Une partie des résultats sont présentés sur la figure 2.19, les courbes en traits pleins
représentent les résultats obtenus par simulation numérique et les points sont les mesures
expérimentales. Le reste des résultats est donné dans ’annexe B.

Dans ’ensemble, on constate que les résultats expérimentaux sont en relativement
bon accord avec les simulations incluant du glissement. En particulier, & Kn suffisamment
élevé, le modele sans glissement (courbe noire) sous-estime grandement la conductance
expérimentale (de plusieurs ordres de grandeur), ce qui montre la nécessité de tenir compte
du glissement dans la modélisation.

Pour les canaux droits d’ouverture uniforme, on remarque que les mesures se situent
généralement entre le modele de premier ordre et le modele phénoménologique de Beskok
et Karniadakis (1999). On observe trés nettement un minimum de la conductance pour
Kn = 1, ainsi que l'indépendance de la conductance vis-a-vis de Kn lorsque celui-ci est
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grand. A plus faible Kn, on note une hausse de la conductance qui spécifie atteinte du
régime glissant. La variation de la conductance est alors similaire & celle offerte par le
modele phénoménologique Beskok et Karniadakis (1999).

Dans le cas des réseaux homogenes, le minimum de conductance n’est pas clairement
observé expérimentalement comme pour les canaux droits. Il s’agit la possiblement d’un
effet « réseau » (présence des nceuds), qui rend le comportement global différent de celui des
canaux droits seuls. En revanche, a forte raréfaction, la conductance est 1a aussi constante.
Les réseaux d’ouverture supérieure a 300 nm permettent également d’atteindre le régime
glissant ot se rejoignent tous les modeles, cela permet leur validation. Les réseaux R100 et
R200 montrent un comportement différent, de conductance quasi-constante et inférieure
a celle prédite par le modele de premier ordre. Cela peut possiblement s’expliquer par la
gravure qui est beaucoup moins large et profonde qu’attendue (voir figure 2.11). Quelle
que soit la pression, ’écoulement reste alors assez raréfié et les simulations vont surestimer
la fuite car elles sont réalisées sur les géométries idéales.

Les réseaux hétérogenes se comportent de fagon similaire aux réseaux homogenes, on
n’observe pas clairement de minimum et la conductance tend & devenir constante a fort
KNUDSEN. Les figures 2.19¢ et 2.19f permettent de comparer le comportement du réseau
R#25 sur les deux wafers. On constate alors une différence notable, la fuite étant plus
faible sur le wafer L.107. Ceci est donc imputable a la gravure.

Les résultats ont permis de montrer que d’un point de vue macroscopique, la fuite dans
les différentes puces est raisonnablement bien décrite par les modeles glissants proposés,
au moins en terme de 'ordre de grandeur, et ce malgré la raréfaction importante atteinte,
bien au-dela de leurs domaines de validité respectifs. Généralement, le modele glissant de
premier ordre sous-estime la fuite expérimentale. Compte tenu de la forte variation locale
du nombre de KNUDSEN sur la puce, on peut poser la question de la représentativité de
l'utilisation du nombre de KNUDSEN moyen, Kn, pour quantifier la raréfaction sur celle-ci.
En raison de la forme des sections d’aspect parabolique plutét que rectangulaire (voir
figure 2.11), et de la largeur généralement plus faible, il est possible que les simulations
réalisées donnent un débit légérement plus important qu’il ne le serait avec la géométrie
réelle. Il faudrait alors intégrer cette géométrie réelle dans les modeles, bien que nous ne
disposions que de quelques échantillons sur certaines puces seulement. Il serait également
d’intérét de modéliser les écoulements au travers des puces par des méthodes adaptées a
la forte raréfaction (DSMC, etc.).

2.4 Conclusions

Ce chapitre a tout d’abord présenté une revue de la littérature sur les gaz raréfiés,
en particulier dans le régime glissant ot l’on a introduit différents modeles de conditions
aux limites de glissement aux parois, pour des géométries de type canaux droits. Il a
également été présenté des études s’attachant a la détermination du coefficient d’accom-
modation pour différents couples gaz/surface. Dans 'objectif de valider 'utilisation de
modeles glissants en fracture rugueuse et dans des conditions de forte raréfaction (entrée
a pression donnée et sortie proche du vide), des puces nanofluidiques en silicium sont
fabriquées par un procédé de photolithographie par niveaux de gris. Les structures gra-
vées sont notamment de type canaux droits ou réseaux hétérogenes de canaux droits, et
leur structure est relativement bien maitrisée. La caractérisation des structures gravées a
toutefois montré que les sections droites des canaux sont de forme parabolique au lieu de
rectangulaire, et que leur largeur est, dans ’ensemble, légérement plus petite que prévue.
Les essais expérimentaux de mesure de débit gazeux au travers des puces sont réalisées et
comparées a des simulations numériques par réseau de pores. Les régimes d’écoulements
moyens s’étendent du régime glissant au régime moléculaire libre. On montre alors que
dans I’ensemble, les modeles répliquent de maniere satisfaisante le comportement global
des puces quel que soit le régime. Cela laisse entrevoir I'utilisation de tels modeéles dans
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gazeux raréfiés dans des puces nanofluidiques
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des fractures rugueuses par la suite. Des améliorations restent cependant & apporter, en
commencant par 'intégration au mieux de la géométrie réelle gravée dans les modeles, et
la validation par des méthodes adaptées aux régimes tres raréfiés.
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— Chapitre 3

Application au probleme de
I’étanchéité

ES stratégies utilisées pour modéliser I’écoulement faiblement compressible d’un gaz en
fracture rugueuse, en présence d’une condition limite de glissement aux parois sont
présentées dans ce chapitre. Dans un premier temps, le développement de I’équation de
REYNOLDS avec une correction de glissement de premier ordre & 1’échelle microscopique
est présenté. Ensuite, un changement d’échelle est effectué, permettant le passage d’une
description microscopique de I’écoulement a 1’échelle macroscopique. Enfin, un méthode a
deux échelles permettant de déterminer la transmissivité de la fracture entiére est exposée.

3.1 Modele d’écoulement a I’échelle microscopique

La mise en contact de deux surfaces rugueuses ne permet généralement pas d’obtenir
un contact parfaitement conforme, laissant ainsi des espaces libres entre ces dernieres. Une
telle structure est bien souvent appelée fracture, ou champ des ouvertures. Une fracture
rugueuse réelle est usuellement caractérisée par une microstructure géométrique hétéro-
gene constituée de zones ouvertes, d’aspect multi-échelle, ainsi que de zones de contact,
d’ouverture nulle. La nature multi-échelle de la topographie rend la modélisation des écou-
lements de fluide assez complexe. En effet, le domaine d’étude peut avoir des dimensions
centimétriques ou plus, tout en contenant des détails d’ordre micrométriques ou moins
et ayant un impact important sur le transport global de fluide (Lorenz et Persson, 2009;
Dapp et Miiser, 2016). Pourtant, la connaissance de cette propriété de transport (idée
de perméabilité du milieu) représente un enjeu crucial dans certaines applications indus-
trielles, pouvant déterminer la viabilité de tout le processus en question. On peut citer par
exemple, dans le cas des roches fracturées, la récupération de fluide dans ces fractures,
ou encore la capacité d’une formation rocheuse a étre imperméable pour former une cou-
verture de roche réservoir (Mourzenko et al., 1995; Berkowitz, 2002). Un autre exemple
d’intérét particulier dans ce travail est le cas des joints d’étanchéité métalliques qui inter-
viennent, entre autres, dans la conception des réacteurs nucléaires ou pour les applications
d’ultravide (Lefrancois, 2004).

La plupart des travaux de la littérature s’intéressent a 1’écoulement de liquide incom-
pressible (Marie et al., 2003; Marie et Lasseux, 2007; Vallet et al., 2009; Ledoux et al.,
2011; Pérez-Rafols et al., 2016a). Dans ce travail, nous nous attacherons cependant au
cas d’un écoulement de gaz. Lorsque 'ouverture de la fracture est comparable au libre
parcours moyen du gaz, des effets de raréfaction (ou effet KNUDSEN) apparaissent, ce qui
peut modifier de maniére importante les propriétés de transport de masse, de quantité de
mouvement ou de chaleur a travers le champ des ouvertures. Cet effet est quantifié par
le nombre de KNUDSEN, Kn, rapport du libre parcours moyen du gaz et d’une ouverture
caractéristique. Dans le régime glissant, il est possible de prendre en compte cet effet en
conservant une description continue du milieu par les équations classiques de NAVIER-
STOKES, mais en introduisant une condition limite de glissement du fluide aux parois de
la fracture. Une telle situation a été particulierement étudiée pour des applications micro-
fluidiques en géométrie idéale (tubes, canaux droits) (Porodnov et al., 1974; Arkilic et al.,
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1997; Beskok et Karniadakis, 1999; Dongari et al., 2007; Cai et al., 2007) ou pour I’écou-
lement de gaz en milieu poreux (Klinkenberg, 1941; Skjetne et Auriault, 1999; Lasseux
et al., 2014, 2016). Cette approche est employée et développée au cas d’une fracture dans
la suite de cette section.

3.1.1 Analyse en ordre de grandeur et simplification des équations

On considére ’écoulement instationnaire, isotherme et barotrope d’un fluide newtonien
faiblement compressible dans une fracture faite de deux surfaces rugueuses. L’écoulement
est alors décrit par le probleme (3.1) (Landau et Lifshitz, 1989) dans lequel I’équation
(3.1a) est la conservation de la masse, (3.1b) la conservation de la quantité de mouvement
(NAVIER-STOKES), (3.1¢) la loi d’état du gaz et (3.1d) la condition limite de glissement
de premier ordre.

% +V.-(pv)=0 dans Q3 (3.1a)
1

p (212 +(v- V)v) = —Vp+uVio + (C + 3,u) V(V.-v)+pf dansQg  (3.1b)

p=p(p) dans Qg (3.1c)

v=—-E\n- (V'v + V’UT> (I —nn) sur A,g  (3.1d)

Dans le probleme (3.1), Q3 désigne le domaine occupé par le fluide, A, est I'interface
entre le fluide et le solide. D’autre part, p et p sont respectivement la masse volumique
et la pression du fluide, p est la viscosité dynamique (considérée comme uniforme), ¢ est
la seconde viscosité et v est le vecteur vitesse, dont les composantes sont notées (u, v, w)
dans la base orthonormale (e, ey, e.) selon les conventions de la figure 3.1. Enfin, t désigne
le temps et f les forces a distance. Une condition limite de glissement de premier ordre
(3.1d) a l'interface fluide-solide est utilisée, rendant le vecteur vitesse localement tangent
a la paroi et proportionnel au vecteur des taux de déformations (Lauga et al., 2007). Dans
cette équation, I est le tenseur identité, n est le vecteur normal unitaire de 'interface Ayg,
pointant de la phase fluide  vers la phase solide o. L’exposant T désigne la transposée
d’un tenseur du second ordre. De plus, A est le libre parcours moyen des molécules de
gaz a la pression et température considérées, et £ est un facteur dépendant du coefficient
d’accommodation tangentiel de quantité de mouvement, o, comme (Maxwell, 1879) :

g= 2= (2.9

Oy

Le TMAC a été introduit par MAXWELL pour tenir compte du type de réflexion entre
les molécules de gaz et la paroi. Il est relié a la quantité de mouvement tangentielle selon
I’équation (2.17). Expérimentalement, o, prend des valeurs allant de 0,75 a 0,85 selon le
gaz, donnant des valeurs de & comprises entre 1,3 et 1,7 (Arkilic et al., 2001; Karniadakis
et al., 2005; Ewart et al., 2007). Le coefficient £ est donc un facteur de l'ordre de 1'unité
qui, pour des raisons pratiques, sera considéré uniforme par la suite.

Le probléeme (3.1) peut étre simplifié davantage en procédant & une analyse d’ordre
de grandeur des différents termes (Quintard et Whitaker, 1996; Lasseux et al., 2014). En
notant vg une vitesse caractéristique de I’écoulement et pg une masse volumique caracté-
ristique, on définit [, et ¢, la longueur et le temps caractéristiques pour lesquels vg varie
significativement. On définit L, et ¢, de facon analogue pour la masse volumique pg. De
plus, Kn désigne le nombre de KNUDSEN supposé suffisament petit en régime glissant.
Comme I"écoulement est supposé faiblement compressible, il est attendu que [, < L,. Les
contraintes ci-dessous (aisément satisfaites en pratique) permettent de négliger effet du
troisieme terme devant le second dans le membre de droite de I’équation (3.1b).

78



3.1 — Modele d’écoulement & 1’échelle microscopique

z = h2(1‘7y)

e. /

€y

€r

h(,y) /

\ ny(z,y) z = hy(z,y)

FIGURE 3.1 — Fracture constituée de deux surfaces rugueuses et les parametres qui lui sont
associés.

2
Apg l,(1 + €Kn) 1, A Ly
pall+¢ n)—<<1 , ﬂ(1+§Kn) — | x1 (3.2)
Pg vty Ly PB Ly

D’autre part, les contraintes suivantes portant sur le parametre de fréquence et le
nombre de REYNOLDS, Re, permettent de négliger les termes inertiels du membre de
gauche de I’équation (3.1b) si elles sont satisfaites.

1+ ¢&Kn vgl
I1HeRn s e, Re= 289l g (3.3)
by H
En négligeant l'effet des forces & distances et en supposant ’écoulement rampant (a
faible nombre de REYNOLDS) pour qu’il soit décrit par ’équation de STOKES, le probleme
(3.1) peut se réécrire de la fagon suivante a I’échelle des rugosités (échelle microscopique) :

P

0
ETi + V- (pv) =0 dans Qg (3.4a)
~ Vp+uV3iv =0 dans Qg (3.4b)
p = ¢(p) dans Qg (3.4c)
v=—-EMn- (Vv + V’UT) (I —nn) sur A, (3.4d)
Comme présenté sur la figure 3.1, la fracture est constituée de deux surfaces rugueuses,
toutes deux décrites par leur altitude, z = h;(x,y), dans un systéme de coordonnées
de référence. Leur vecteur unitaire normal est noté m;(x,y) avec i = 1 et 2 pour la

surface inférieure et supérieure respectivement. De plus, on définit ’ouverture locale de
la fracture par h(z,y) = ho(z,y) — hi(x,y), qui doit étre positive ou nulle dans les zones
de contact. Si I'on suppose que le champ des ouvertures varie lentement dans le plan de
coordonnées z et y (c’est-a-dire que les pentes des aspérités sont petites), il est d’intérét de
développer 1’équation de REYNOLDS pour tenir compte du caractere quasi-bidimensionnel
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de la microstructure, afin de simplifier davantage le probléme (3.4), qui est tridimensionnel.
A cet effet, on définit les grandeurs sans dimension suivantes (notation soulignée) :

18
I
2 8
=
=
Ned
I
<@
=
=)
[
I
N
~
>
=)

u=u/ug , v=v/vg , w=w/wg (3.5)

p=p/ps , p=plps , L=1/t,
avec lg la longueur caractéristique selon laquelle I'ouverture varie significativement dans
le plan (z,y), et hg est Pouverture caractéristique de la fracture. D’autre part, ug, vg et
wg représentent les vitesses caractéristiques de I’écoulement dans les directions z, y et z
respectivement ; pg et pg sont les pression et masse volumique caractéristiques du fluide ;
t, le temps caractéristique de variation de la masse volumique. En reportant ces quantités
sans dimension dans I’équation de conservation de la masse (3.4a), on obtient :

ps Op ug O(pu) vg 9(pu) wg O(pw) _

Pour s’assurer que, dans I’équation (3.6), tous les termes aient le méme ordre de gran-
deur, en suivant le principe de moindre dégénérescence (Van Dyke, 1975), on postule que
ug et vg sont semblables et que

(3.6)

we _Te_ (3.7)
ug g
Dans I’équation (3.7), le parameétre € dénote le rapport entre la longueur caractéristique
normale au plan et celle dans le plan. En se rappelant de ’hypothése des faibles pentes
évoquée précédemment (c’est-a-dire hg < lg), alors € est supposément petit devant 'unité :
ek 1.
De fagon similaire, en injectant les grandeurs sans dimension dans ’équation (3.4b) et
en utilisant la définition (3.7) de e, on obtient la forme adimensionnelle de ’équation de
conservation de quantité de mouvement :

s hg?Op o (OPu  PPu) | OPu

1 ugly O + e <8x2 + @2 + 02 0 (3.8a)
ps hg® Op (0% 0% %

B - < oo 2 = .8b
uuﬂlﬁangE <8x2+8y2 + = 0 (3.8b)

CmhO L (Pu Pw) | Fu
L ws 02 T E (aﬁ o)t 0 (3.8¢)

En utilisant une fois de plus le principe de moindre dégénérescence, la pression carac-
téristique pg est choisie pour que tous les termes dans les équations (3.8a) et (3.8b) soient
du méme ordre de grandeur. Cela méne a opter pour pg = puglg/ h%. De cette facon, les
équations (3.8) se réécrivent comme :

dp 9 Pu  O*u 9%u

"ot (*a 92 " (392
dp o (0% v\ %

—@+€ <03§‘2+a2 +87§2—0 (3.9b)

—@-1-64 @Jraz—w +52@_0 (3.9¢)
0z 0z " 0y 022 e

En utilisant le fait que € < 1, négliger les termes du second ordre et plus en ¢ (tronca-
ture en O (52)) donne la forme suivante pour les composantes de I’équation de conservation
de quantité de mouvement :
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_ gp 622 (g) - (3.10a)
_ gi; 822 0(<) =0 (3.10b)
_g;o+0( 2) =0 (3.10¢)

Op 0%u ug

_ - - | = A1
ox + Hoz2 +o (Ml52> 0 (3.11a)
dp 0%v ug

_ £ - £ = A1
dy thg g+ (@) (,ulﬁ ) 0 (3.11Db)

V0N PICI I R (3.11c)
9z Miahs | — e

De I’équation (3.11c), on remarque que la pression est indépendante de la coordonnée
z. Une double intégration des équations (3.11a) et (3.11b) selon z peut alors étre effectuée,
fournissant les expressions des deux profils de vitesse dans le plan (z,y).

1 Op o
u = 200 (z + Tz + Tg) (3.12a)
Lo (22 + T2+ 1) (3.12b)
24 Oy ’
Dans ces équations, les T; (i = 1,...,4) sont quatre constantes d’intégration qu’il reste

a déterminer & partir de la condition limite de glissement (3.4d).

3.1.2 Traitement de la condition limite de glissement

On se concentre désormais sur la condition limite de glissement de premier ordre de
Iéquation (3.4d), avec 'objectif d’en obtenir une approximation en O (52), en accord avec
ce qui a été réalisé pour I’équation de conservation de quantité de mouvement. En dénotant
Ny, Ny; €6 Ny les composantes respectives en z, y et z du vecteur normal unitaire n; a
la paroi z = h; (i = 1,2) de la fracture; en notant également u;, v; et w; les composantes
du vecteur vitesse sur chaque paroi, la forme générale de la condition limite de glissement
(3.4d) peut s’écrire :

U; = —f)\ (Am (1 — nm-z) — Aymxmyi — Azmmnm) (3.13&)
v; = =€ (—Amnxmyi + Ayi (1 — nyi2> — Azmymzi) (313b)
w; = —&EA (_A(m'nxinzi — Ayinginz + Az (1 — nzig)) (3.13c¢)

avec Ay, Ay et A,; définis par :

Ou ou Ov Ou  Ow
3u ov v 81} ow
ou  Ow 81} ow ow
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ou toutes les dérivées sont évaluées a la paroi z = h; (i = 1,2), et ou les composantes de
n; peuvent étre définies comme :

| oh\2  rohN\2\ V? son  oh
;= -1 i—1 1 1 7 0 N 7 —e. 1
n; = (—1) <+(Bx> +<c’?y)> ((%e +—6yey e> (3.15)

ou, de maniere équivalente :

~1/2
=t (e (B) e (G2 2 Hic, 1eMie, —c.)  (310)
n; = € 0z € 9y € 0z e, +e¢ oy e, — e, .

L’insertion de ces expressions dans les équations (3.14) donne :

s [pPh0u Oh (0u 00\ 0w 10w
Azi =€eN; s {2 9z Oz + oy \ 9y + 0z " - (3.17a)

s O (Bu 0w\ ohor ow 1o

Ayi = eNig {ax <8y Yor) t 2oy, oy 2os (3.17b)
_ 3n U8 am(lau 3“’) Ohi (10v  Ow) 20w

Azi = °Ni hgs { Oz \e29z Oz + oy \ €20z + oy €2 0z (3.17¢)

ou N; est défini tel que :

Oh; \ 2 on; \ > e
N; =(-1) (1+g ((%) +e <6y>> (3.18)

Sous I'hypothese des faibles pentes, on a ¢ < 1, ce qui permet d’écrire N; = (—1)"~1 4
O (). Ainsi, les équations (3.17) peuvent étre simplifiées en O (¢?) comme :

jug Ou 2Up
Agi = (-1 2= e 1
( )h582+0<€ h5> (3.19)
o qyiusOv 2Up
, Oh; Ou  Oh; Ov ow U
A = (=1 i—1 u£ == 7= 9= 3—ﬁ 1
i = (1) 8h3{8a:82+8y82 aZ}Jr(’)(e s (3.19¢)

Une fois ces expressions reportées dans les équations (3.13), les vitesses de glissement,
sous forme adimensionnelle en z = h; peuvent s’écrire a 'ordre O (e2¢Kn) telles que :

u = (—1)i—1§Kn8§ +0 (52§Kn) (3.20a)
. 0
v = (—1)H§Kna—% +0 (e%Kn) (3.20D)
el Ohi ou | Ohi ov 2
w; = (—1)"'¢Kn ( oz 92" 0y az> + 0O (%Kn) (3.20¢)

ou Kn dénote le nombre de Knudsen défini comme :

A

Kn= 2
n 7

(3.21)
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Cette approximation est consistante avec celle établie précédemment en O (52), car
en régime glissant, {Kn est un parametre restant petit devant I'unité. En retournant a la
forme dimensionnelle, cela donne en z = h; (i =1,2) :

u = (— )Z_lfA— + 0O (%¢Knug) (3.22a)

v = (—1)1—1&% + O (2¢Knug) (3.22b)
i Oh; Ou ~ Oh; Ov

w; = (=1)"Texe ( 9z 97 + 9y 82) +0 (53§Knu5) (3.22¢)

Comme attendu, 1’équation (3.22¢) indique que la composante verticale de la vitesse
w; est plus petite que les composantes u; et v; dans le plan d’un facteur . Sous 'hypothese
des faibles pentes, la condition limite de glissement de premier ordre (3.4d) se simplifie en
les équations (3.22) au niveau des parois de la fracture (surface supérieure et inférieure).
Cela justifie la formulation similaire obtenue par Burgdorfer (1959) sans démonstration
pour I’étude de la lubrification au gaz des paliers.

3.1.3 Equation de Reynolds avec glissement

Pour clore le développement, les constantes d’intégration Y; (j = 1,...,4) des équa-
tions (3.12) doivent étre déterminées en employant les relations (3.22a) et (3.22b) pour
1 = 1,2, ce qui fournit quatre équations. La résolution du systeme ainsi obtenu pour les
T, donne l'expression des profils de vitesse dans le plan (z,y) de la fracture.

10
= 25 ap (22 = (b1 + ho) 2+ huhs + €A (h1 — ho)) (3.23a)
10

=2 85 (22 = (b + ho) 2 + haha + € (b1 — ho)) (3.23b)

A ce stade, le but est de réduire le modeéle d’écoulement tridimensionnel originel en
une formulation bidimensionnelle équivalente d’ordre O (52§Kn). En se rappelant que le
fluide est supposé barotrope (équation (3.4c)) et que la pression est indépendante de la
coordonnée z (équation (3.11¢)), le débit massique par unité de largeur de la fracture peut
s’obtenir par intégration de la densité de flux massique selon 'ouverture h de la fracture,
ce qui donne :

ha
h3 EXNN Op
0z —h/p(x,y)u(x?y,z) dz = —p@ (1 + Gh) Iz (3.24a)
ha
—/ (2, y)v(z, y, 2) dz = —p—— <1+6£>\> (3.24b)
Qy_h p 7y aya - p12u h ay .

avec h = hg — hi. En définissant le nombre de KNUDSEN local comme Kn = A/h et en
notant le vecteur débit g = g,e, + gyey, cela peut s’écrire sous forme vectorielle comme :

q= —plh;) (14 6£Kn) Vp (3.25)
L’équation de continuité (3.4a) peut également s’intégrer selon z, ce qui donne :
/8”d / d(pu) dz+7‘mdz+7a(pw)dz=o (3.26)
ox i oy ; 0z
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3 — Application au probléme de 1’étanchéité

En utilisant la définition du débit massique par unité de largeur de 1’équation (3.24)
ainsi que la regle de LEIBN1Z de dérivation sous 'intégrale, on obtient :

ho ho ha
d(pu) / d(pv) / d(pw) 04z Ohy Ohy
d d dz = 222 . e —=
/ ar ° * dy S 92 T oz o or "% or
h1 h1 hi
8qy 8h1 8h2
+ ay + pv1 2y pU2 By
+ pwg — pun (3.27)

Cela peut s’écrire de maniere plus compacte (en utilisant la convention de sommation
d’EINSTEIN) :

0 0 .

avec

; hi h; .
V; = Ujey + viey + wie;, m; = (—1)171 (88$ e; + %yey — €z> , 1=1,2 (3.29)

Comme v; est tangent a la paroi z = h; et que m; est proportionnel au vecteur
normal unitaire n; en cette méme paroi (voir équation (3.15)), leur produit scalaire est
nul. D’autre part, l'intégration du premier terme de I’équation (3.26) est immédiate car p
est indépendante de z. La forme intégrée de 1’équation de conservation de la masse (3.26)
se réduit alors a :

dp  0q:  Oqgy dp

ha-}-%ﬁ-aiy: a—i-V-q:O (3'30)

Ce résultat est exact a n’importe quel ordre en ¢ et {Kn car il a été obtenu directement a
partir de I’équation (3.4d). Un résultat identique aurait pu étre obtenu a l'ordre O (52£Kn)
en utilisant les équations (3.22) dans I’équation (3.27).

Le probléme aux limites initial (3.4) est réduit d’une forme tridimensionnelle & une
forme bidimensionnelle dans le plan moyen de la fracture. Si Ag désigne la région bidi-
mensionnelle occupée par la phase fluide et A, la région bidimensionnelle occupée par la
phase solide (les zones de contact), le probleme (3.4) peut étre formulé de fagon suivante,
qui est une approximation juste au second ordre en la pente locale des aspérités et de
premier ordre en nombre de KNUDSEN :

0
ha—[t) +V.q=0 dans Ag (3.31a)
h3
q= —p@ (14 6¢Kn) Vp dans Ag (3.31Db)
p=o(p) dans Ag (3.31¢)
q-nez =0 sur Cy,3 (3.31d)

Dans la condition limite (3.31d), ngyg est le vecteur normal unitaire aux contours C,3
des zones de contact A, dans le plan (z,y), pointant de la phase fluide vers la phase
solide. Cette condition limite dénote 'imperméabilité des zones de contact, lorsqu’elles
existent. Les équations (3.31a) et (3.31b) forment le modele de REYNOLDS d’un écoulement
glissant m{i par la pression. La transmissivité locale est désignée par h3(1 + 66Kn)/12,
dont le second terme entre parentheses indique la correction de glissement de premier
ordre. Lorsque ce terme devient nul, le modele de REYNOLDS classique sans glissement,
de transmissivité locale h3/12, est obtenu. C’est généralement le cas considéré pour un
écoulement incompressible ou faiblement compressible sans glissement (Szeri, 1998; Vallet
et al., 2009).
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3.1 — Modele d’écoulement & 1’échelle microscopique

Non périodique

Traitement Périodique en y

Périodique en x
eteny

FI1GURE 3.2 — lustration de I'algorithme d’HOSHEN et KOPELMAN sur la grille initiale de
gauche (cases blanches : h > 0; cases noires : h = 0). Selon les conditions limites que I’on
utilise, des amas différents sont éliminés, représentés en gris, et auxquels sera affectée une
ouverture nulle apres traitement.

3.1.4 Aspects numériques

Un programme a été développé pour résoudre les équations (3.31), en se limitant au
régime stationnaire. Par la suite, on lappellera code de simulation directe (DNS). Un
schéma numérique par volumes finis est utilisé, d’ordre deux en espace (Moukalled et al.,
2016). Le systéeme linéaire résultant de cette discrétisation est symétrique, défini positif et
creux, avec une structure penta-diagonale lorsque le maillage est cartésien et régulier. Il est
résolu par la méthode itérative du gradient conjugué avec un préconditionnement par la
diagonale (Saad, 2003). La non-linéarité du probléme est traitée par la méthode de PICARD
(voir par exemple Huyakorn et Pinder (1983)). On part d’abord d’une estimation initiale
de la solution du probléme. La matrice du systéme et le second membre (qui dépendent
de la solution) sont alors mis & jour, puis la solution de ce nouveau systéme est calculée.
Ce processus est ainsi répété jusqu’a convergence.

Le probleme (3.31) opérant a ’échelle de la fracture entiere, il n’est pas impossible
que cette derniére comporte des zones de contact (ou I'ouverture est nulle). Ces zones
ne conduisent bien entendu pas de fluide. Il est également possible qu’il existe des amas
non percolants, zones d’ouverture non-nulle mais non connectées entre 'entrée et la sortie
de la fracture. Lors du calcul, il est donc inutile de considérer ces zones ne transportant
pas effectivement de fluide et n’ayant donc aucun impact sur le débit total au travers de
la fracture, ceci augmentant inutilement la taille du systeme a résoudre. Pour cela, ces
zones sont éliminées du probléme en utilisant l'algorithme de détection et d’élimination
d’amas non percolants de Hoshen et Kopelman (1976). Une illustration du fonctionnement
de cet algorithme est présentée sur la figure 3.2 selon la condition limite de périodicité
utilisée pour décrire le champ des ouvertures. Dans le cas du code de simulation directe,
une condition de périodicité selon y est utilisée.
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FIGURE 3.3 — Champ des ouvertures généré par mise en contact de deux surfaces gaus-
siennes. Les zones blanches désignent des zones de contact.

3.1.5 Exemple de probleme résolu

On illustre ici la résolution du probléme (3.31) sur une géométrie modele. Pour cela,
on génére un champ des ouvertures semblable & celui de la figure 3.1 par mise en contact
de deux surfaces gaussiennes. L’annexe D présente la méthode de génération de telles
surfaces gaussiennes corrélées a courte portée. Les parametres statistiques utilisés lors de la
génération des deux surfaces sont donnés dans le tableau 3.1, on fait ensuite s’interpénétrer
ces dernieres de 9 um pour laisser apparaitre des zones de contact. La champ des ouvertures
ainsi obtenu est donné en figure 3.3, il présente un caractére anisotrope.

Surface oy [um] oy [um] oy [pm] 6 [°]
21 1,0 40 40 0
22 1,5 60 20 35

TABLEAU 3.1 — Valeurs numériques des parametres statistiques utilisés pour générer la
surface gaussienne 3.3. On remarque que la surface z; est statistiquement isotrope alors
que zo est plus corrélée dans la direction orientée a 35° que dans la direction orthogonal
a cette orientation.

Le champ des ouvertures connu et considéré périodique en y, on résout le probleme
(3.31) en appliquant des conditions limites en pression, P; et P, selon x. On considere
également le gaz comme parfait de telle sorte que ¢(p) = pM/RT. On en déduit alors
la transmissivité apparente de la fracture avec glissement, K, par comparaison du débit
total, @, a une loi de DARCY (Zimmerman et Bodvarsson, 1996).

_KL
szﬁj%Ap (3.32)

Dans I’équation (3.32), p = ¢(p) est la masse volumique moyenne, p = (P; + P.)/2 est
la pression moyenne, Ap = P; — P, est la différence de pression et enfin, L, et L, sont les
dimensions de la fracture dans les directions x et y respectivement. Le débit total ) dans
la direction z est obtenu par intégration du débit local ¢, selon y comme (a noter que la
conservation du débit indique que @ est identique quelle que soit la position x considérée) :

Ly
Qz/%@ (3.33)
0
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3.2 — Changement d’échelle — vers un modele a 1’échelle macroscopique

On définit également le nombre de KNUDSEN local, Kn, pour un gaz parfait comme
(Cercignani, 1988) :

13 TRT

Kn —
B on\ o

(3.34)

Afin de visualiser I'impact du glissement sur la transmissivité, les conditions limites
en pression sont variées, faisant ainsi varier le nombre de KNUDSEN moyen de la fracture,
Kn, défini par :

A N 7mRT

Ko= 2 —
" e T pho \ 2M

(3.35)
ou hg est I'ouverture caractéristique intrinseque de la fracture, distance séparant deux
plaques planes paralleéles (de dimensions similaires a celle de la fracture), et présentant
une transmissivité identique a la transmissivité intrinseque Ky (sans glissement) de la
fracture, c’est-a-dire :

ho = V12K, (3.36)

Le nombre de KNUDSEN moyen ne représente cependant en aucun cas la valeur moyenne
du champ de KNUDSEN local. Pour la fracture considérée, on a Ky = 4,55- 10~ mm? et
ho = 0,82 pm.

Quelques résultats sont présentés en figure 3.4. Tout d’abord, la figure 3.4a présente
le champ de pression calculé pour une valeur de Kn =~ 0,09 ainsi que les lignes isobares,
représentées par les lignes blanches. Les lignes de courant sont également présentées, leur
couleur représentant localement la norme du vecteur débit massique par unité de largeur
q. L’écoulement se produit en passant par plusieurs constrictions.

La figure 3.4b présente le champ de KNUDSEN local donné par ’équation (3.34). On
peut observer proche de la sortie des valeurs plus élevées qu’en entrée, car la pression y
est plus faible. A proximité de 1’entrée, le nombre de KNUDSEN est de Iordre de 0,1 tandis
que proche de la sortie, il est de 'ordre de 1. On remarque également qu’il peut atteindre
des valeurs tres élevées localement, proche des zones de contact ou 'ouverture tend a se
rapprocher fortement de zéro. Dans ces zones, la validité locale d’'un modeéle de glissement
de premier ordre est alors grandement remise en cause. Néanmoins, on peut s’attendre
a ce que 'impact sur le comportement macroscopique reste faible tant que la proportion
totale de ces zones reste modérée.

Enfin, la figure 3.4c¢ présente I’évolution de la transmissivité normalisée en fonction
du nombre de KNUDSEN moyen sur la fracture. La transmissivité macroscopique glissante
apparente augmente donc en fonction du niveau de raréfaction moyen. Ce résultat était
prévisible car en présence de glissement, les transmissivités microscopiques voient elles
aussi leur valeur augmenter. La variation macroscopique semble quasi-linéaire pour cette
surface, un résultat qui n’est aucunement généralisable. En présence de glissement, le mi-
lieu a donc tendance a étre plus perméable, une caractéristique assurément pas souhaitable
dans le domaine de I’étanchéité, mais inévitable.

3.2 Changement d’échelle — vers un modele a I’échelle ma-
croscopique

De maniere générale dans une fracture au caractere multi-échelle, ’échelle de longueur
caractéristique du profil des aspérités (ou rugosités) est petite devant la longueur carac-
téristique du domaine d’étude dans son ensemble. De ce fait, il est d’intérét d’employer
une approche par séparation d’échelles et de développer un modele d’écoulement macro-
scopique moyenné, plutét que d’utiliser une solution déterministe résolvant le probléme
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FIGURE 3.4 — 3.4a :

champ de pression et lignes de courant calculées a Kn

lignes blanches sont les isobares et ¢ est la norme du vecteur débit massique linéique gq.
3.4b : champ de KNUDSEN local sur la fracture correspondant & Kn ~ 0,09. 3.4c¢ : évolution
de la transmissivité normalisée avec le nombre de KNUDSEN moyen. 3.4d : évolution de la

transmissivité apparente avec le libre parcours moyen représentatif.
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3.2 — Changement d’échelle — vers un modele a 1’échelle macroscopique

a toutes les échelles (de I’échelle des aspérités jusqu’a celle de la fracture entiére). Deux
échelles sont généralement séparées, la petite échelle microscopique, incluant les détails
de la microstructure au niveau des aspérités, et une échelle macroscopique, plus globale.
Plusieurs approches de la littérature traitant de ce probléme sont présentées en section 1.3.
Certains types de fractures géologiques par exemple possédent une structure plus complexe
ou la séparation des échelles, de celle des aspérités a celle de la fracture entiere, n’est pas
toujours satisfaite. Ces types de fractures sont en général organisées en réseaux complexes,
avec de long chenaux préférentiels d’écoulement, requérant une attention particuliere pour
décrire leur comportement a la grande échelle (Tsang et Tsang, 1987).

Dans ’approche qui suit, on se restreindra au changement d’échelle, de celle des aspéri-
tés a I’échelle d’un élément représentatif local caractérisé par son tenseur de transmissivité,
et pour lequel la contrainte de séparation des échelles est aisément satisfaite. Par exemple,
sur des surfaces obtenues par un processus mécanique (usinage, etc.), I’échelle des rugo-
sités est généralement bien distincte de I’échelle supérieure qui est celle de I'ondulation
(Stout et al., 1990; Stout et Blunt, 2000), un pré-requis suffisant pour que ce changement
d’échelle soit applicable.

L’écoulement de gaz dans le régime glissant est décrit par le probleme au limites (3.31)
a I’échelle microscopique (celle des aspérités). Notre intérét est maintenant de dévelop-
per un modele d’écoulement macroscopique reliant le débit massique par unité de largeur
moyen au gradient de pression moyenne, a 1’échelle d’une surface élémentaire représenta-
tive de la fracture (SER). Pour ce faire, nous utilisons la méthode de la prise de moyenne
volumique (Whitaker, 1999), dont quelques principes de base sont présentés ci-aprés. A
noter que notre probléme étant bidimensionnel, la désignation « prise de moyenne surfa-
cique » serait plus adaptée, le formalisme restant toutefois identique au cas volumique.
Nous conserverons cette derniere dénomination par la suite.

La prise de moyenne est effectuée sur un domaine S de surface S et de rayon rg, qui
est un échantillon représentatif de ’ensemble de la fracture, de dimension caractéristique
Lg, comme présenté en figure 3.5. La phase fluide 3 occupe une région Sg de surface Sg
dans cet élément représentatif. Pour une quantité quelconque donnée v, définie dans Sg,
deux moyennes sont utilisées (Whitaker, 1999); la moyenne superficielle :

1
W)= [vas (3.37)
Sgp
et la moyenne intrinseque :
8 1
O — / pds (3.38)
Sp
Sp

On a I’évidente relation suivante, liant ces deux moyennes :

() = ep()” (3.39)

avec €g la porosité bidimensionnelle et €, son complémentaire, nommé taux de portance
de la fracture, quantités définies par :

aﬁ—‘zﬁ L o=l-es=r (3.40)
ou S, est I'aire occupée par les zones de contact, et Sg + S, = S.

Apres prise de moyenne d’une équation, il est parfois nécessaire de vouloir intervertir
intégration et différentiation. Le théoréme de prise de moyenne spatiale, forme particuliere
de la régle de LEIBN1Z, peut étre utilisé. Pour le gradient d’'une quantité scalaire, on obtient
(Howes et Whitaker, 1985) :
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3 — Application au probléme de 1’étanchéité

FI1GURE 3.5 — Domaine macroscopique et surface représentative de la fracture incluant la
phase fluide 3 et les zones de contact o.

(Vi) =V () + % / Ynggdl (3.41)
Cop

avec une version semblable pour 'opérateur divergence :

<v-¢>=v-<¢>+;/¢-naﬁdz (3.42)
Cop

Comme pour tout processus de changement d’échelle, le développement du modele
d’écoulement macroscopique repose sur I’hypothese de séparation des échelles :

lﬁ <L rg <KL Ly (3.43)

Par simplicité, ’échelle Lg est utilisée pour désigner 1’échelle de la fracture entiére, en
supposant que cette derniére soit homogene, c’est-a-dire qu’aucune autre échelle de lon-
gueur n’est impliquée dans I’écoulement. Comme dit précédemment, ¢a n’est pas toujours
le cas et plus précisément, Ly doit étre comprise comme 1’échelle de longueur des défauts
de taille caractéristique directement supérieure a lg. Par la suite, cette hiérarchie d’échelle
(3.43) est supposée valable. Dans ce cas, la grandeur 1 peut étre décomposée spatialement
comme (Gray, 1975) :

=)’ +¢ (3.44)

La quantité 1; désigne la déviation spatiale de v par rapport a sa valeur moyenne et
possede une échelle caractéristique de variation de l'ordre de lg (varie a la micro-échelle).
Pour la valeur moyenne (¢)”, I'échelle caractéristique de variation est de 'ordre de Ly (voir
figure 3.5). Si la contrainte d’échelles (3.43) est satisfaite, il est possible de démontrer
que la moyenne intrinséque possede des variations négligeables a 1’échelle de la surface

représentative (Whitaker, 1999), c’est-a-dire :

(W)Y ~ w)? (3.45)

et cela implique

<J>5 ~ 0 (3.46)
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3.2 — Changement d’échelle — vers un modele a 1’échelle macroscopique

3.2.1 Prise de moyenne volumique et modéle macroscopique non-clos

Le développement du modele macroscopique avec glissement de premier ordre donné
par le probléme (3.31) débute par I’application de la moyenne superficielle a ’équation de
continuité (3.31a). En utilisant le théoréme de la prise de moyenne spatiale, cela donne :

<h({;§>+<v-q>:<hgi)>+v'<q)+;c£(1'naﬁdlzo (3.47)

Lorsque la condition limite d’imperméabilité (3.31d) est prise en compte, cela se réduit
a:

<ha’)> 4V (g) =0 (3.48)
ot

Pour un temps, concentrons nous sur la moyenne de I’équation (3.31b) qui intervient
dans (3.48). Une attention particuliere doit étre donnée au libre parcours moyen présent
dans cette expression du débit massique linéique. Si les collisions intermoléculaires peuvent
étre assimilées a celles entre sphere dures, A dépend alors de I'inverse de la masse volumique
(Loeb, 2004).

B M
 TV282Nap

Dans cette expression, M est la masse molaire du gaz, N est le nombre d’AVOGADRO
et ¢ est le diametre de collision effectif des molécules de gaz. Dans certaines situations pra-
tiques, I’écoulement peut étre considéré comme faiblement compressible & 1’échelle d’une
SER, ce qui signifie que les variations de la masse volumique du fluide restent petites par
rapport a la masse volumique moyenne a I’échelle rq, bien que cette valeur moyenne puisse
montrer des variations substantielles a 1’échelle Ly. Nous adoptons cette hypothése dans
la suite de ce travail, ce qui s’exprime par la contrainte suivante (Quintard et Whitaker,
1996; Lasseux et al., 2014) :

A (2.5)

p< (p)’ (3.49)

Avec cette contrainte et la décomposition de p (voir équation (3.44)), A peut étre
considéré uniforme a 1’échelle ry de telle sorte que sa valeur moyenne, que ’on note A, se
simplifie en I'expression suivante (Lasseux et al., 2014, 2016) :

A= M ~ A surla SER (3.50)

V252N (p)”

Le processus de prise de moyenne peut se poursuivre en prenant la moyenne superficielle
de I’équation (3.31b). En considérant ’hypothese de faible compressibilité, on obtient :

kVp
(@ = ()" Y7 (351)
I
avec k la transmissivité locale donnée par :
h? + 6EAR?
k= h” + 6EAR” (3.52)

12

L’équation (3.51) représente la forme non-close du débit massique moyen par unité de
largeur, car faisant intervenir le gradient de pression a la petite échelle /3.

Revenons a ’équation (3.48) dans l'optique de simplifier davantage la moyenne du
terme instationnaire. Comme le champ des ouvertures h est invariant dans le temps, tout
comme la SER, on a :

91



3 — Application au probléme de 1’étanchéité

<h‘;§> _ ‘9<§ZL> (3.53)

En développant I'opérateur de moyenne sur le terme dérivé et en utilisant les relations
(3.39), (3.45) et (3.46), on obtient :

(ph) = ((h) (0)") + {(h) ) + (o >ﬁ>+<h >
= 5 (1) () + 25 () (3 + ea(R) (0) + () (3.54)
=5 (0 (o) + (p)

ou l'on a employé la décomposition h = (h) + h. Dans le pire des cas, on a l’estimation
suivante pour 'ordre de grandeur du terme h :

h=0((h) (3.55)

En effet, dans le cas ou les deux surfaces seraient tres éloignées 1'une de l'autre, on
aurait h < (h), ce qui serait une contrainte encore plus favorable comme on pourra le voir
ci-apres. On a alors les estimations suivantes pour les deux termes de 1’équation (3.54) :

£5 (k) ()" = O (5 (h) (0)") (3.56)

(hp) = 0 () 7) (3.57)

Sous la contrainte de faible compressibilité a 1’échelle de la SER, le second terme de
I’équation (3.54) est négligeable devant le premier. L’équation macroscopique de conser-
vation de la masse (3.48) se simplifie alors et donne :

9(p\P
es (h) g? L V-(g)=0 (3.58)
Le terme eg (h) correspond & un coefficient de capacité, volume moyen de fluide emma-
gasinable par unité de surface de la fracture. On introduit ensuite le temps caractéristique
de relaxation de la masse volumique a 1’échelle macroscopique, 7, et on estime 'ordre de

grandeur des deux termes de ’équation précédente comme :

es (h) ()" -0 <€5<h>A<p>B> (3.59)

T

BLin)B
V-(g=0 <m> (3.60)

ou L, est la longueur caractéristique selon laquelle la pression moyenne varie significati-
vement. De cette fagon, on estime 7 comme :

o[,z W oLy A
o (i) -

Avant de passer a la fermeture du probléme, I’équation d’état du gaz doit étre exprimée
sous sa forme macroscopique. En raison de I'hypothese de faible compressibilité, il est
possible de montrer que la moyenne de I’équation (3.4c) donne (Lasseux et al., 2014) :

()" = o((p)°) (3.62)
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3.2.2 Fermeture du probléeme

Pour aller vers le modéle macroscopique de forme fermée, on commence par soustraire
I’équation macroscopique (3.58) au probleme local donné par les équations (3.31b) et
(3.31a). On a :

9p (p)” _
soit encore, apres décomposition de la masse volumique :
(h—e¢ (h))M—i—ha—ﬁ—FV-é:O (3.64)
A ot ot ‘

On introduit maintenant les temps caractéristiques a 1’échelle microscopique T* et t*.
Ainsi, on estime les ordres de grandeur de chaque terme de I’équation précédente comme :

(h—eg <h>)M -0 <(1 —5) (M) A<P>ﬂ> (3.65)

ot T*
h‘;f _0 <<h1fﬁ ) (3.66)
BLinB
V.g=0 (W) (3.67)

De ces estimations on en déduit les ordres de grandeur suivants pour les temps carac-
téristiques a ’échelle de la fermeture :

. (1 —¢ep) (h)lgLy A<P>5>
T = O 3.68
(M k(p)? (p)° (368)
. (hylgL, Aﬁ)
— O p—bze 28 .
t <M Ep)° (p)° (369

Ces temps correspondent au temps caractéristiques de relaxation a 1’échelle microsco-
pique des variations de masse volumique A<p>ﬁ et Ap respectivement. En les comparant
au temps caractéristique du méme processus a 1’échelle macroscopique 7, donné par 1’équa-
tion (3.61), et en utilisant la contrainte d’échelles (3.43), on a 7 > T*, t*. Ceci indique que
le processus de relaxation a 1’échelle microscopique est beaucoup plus rapide que celui a
I’échelle macroscopique. En conséquence, I’équation de conservation de la masse a I’échelle
de la fermeture (3.64) peut étre réduite a sa forme stationnaire :

V.g=0 (3.70)

Le processus de fermeture se poursuit en se remémorant d’abord la décomposition
g = q — (q). En utilisant les expressions (3.31b) et (3.51), ainsi que ’hypothese de faible
compressibilité et en insérant le tout dans I’équation (3.70), on obtient :

V- (o) (kVp ~ (kVp)}) =0 (3.71)

En employant la décomposition de la pression donnée par I’équation (3.44), cette der-
niére expression prend la forme suivante :

v (<p)5 {lév<p>5 +kVp— <kVﬁ}}) =0 (3.72)

avec la notation

k=k— (k) (3.73)
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3 — Application au probléme de 1’étanchéité

Dans Déquation (3.72), V(p)? a été considéré comme uniforme sur la surface repré-
sentative et a donc été sorti de 'opérateur de prise de moyenne. Cela peut se justifier par
la contrainte ro < Ly ou Ly représente 1'échelle de longueur caractéristique a laquelle
le gradient de pression moyenne présente des variations significatives (Whitaker, 1999).
Comme Ly est supposé étre du méme ordre de grandeur que Lo, la contrainte d’échelles
précédente est équivalente a celle donnée par la relation (3.43).

L’équation (3.72) peut étre simplifiée en analysant l'ordre de grandeur des différents
termes qui la composent. Tout d’abord, en se concentrant sur la condition limite (3.31d)
qui peut s’écrire

Vp- Ngg = —V<p>ﬂ ‘Ngg (3.74)

I’ordre de grandeur suivant pour p peut en étre extrait.
~ sl
p=0({P"+— (3.75)
Ly

Dans I’équation (3.75), les longueurs caractéristiques de variation de p et (p>5 ont été
respectivement choisies comme Ig et L, avec toujours I'idée que L, ~ Lg. De ce constat,
I’ordre de grandeur des deux derniers termes dans le membre de gauche de I’équation
(3.72) peuvent s’exprimer comme :

V- ((n’kvp) =0 (W) (3.76)

BLinB
v. (<p>ﬁ <kV1‘7}) -0 (%:L(?) (3.77)

En raison de la hiérarchie d’échelles (relation (3.43)), le troisieme terme de I’équation
(3.72) peut étre négligé et cela donne (en développant la divergence) :

(W)’ VE-V @)+ k- ((0V)) + () V- (k) +kVE- V()T =0 (378)

Une fois de plus, une analyse de l'ordre de grandeur de ces différents termes est
conduite, cela donne :

(0)'VE-V(p)' =0 (W) (3.79)
V- ((0'vp)’) =0 (W) (3.80)
()’ - (kV) = O <pl>:fﬁ ) (3.81)
kVH-V(p) =0 <<f;i]zﬁ> (3.82)

Dans la derniere expression, L, a été utilisée pour désigner la longueur caractéristique
de variation de (,0>’3 , avec encore le jugement L, ~ Ly. En utilisant une fois encore la
contrainte d’échelles (c’est-a-dire I3 < Lyg), le second et dernier terme de I’expression
(3.78) sont négligeables devant les deux autres. En conséquence, I’équation (3.71) prend
finalement la forme simplifiée ci-dessous :

Vk-V{p) +V-(kVp) =0 (3.83)
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L’équation (3.83) en plus de la condition limite associée donnée par ’équation (3.74)
forment le probleme de fermeture, bien que des conditions limites externes soient encore
requises. Cependant, il n’est pas dans notre intérét de résoudre ce probleme de fermeture
sur la fracture dans son ensemble, mais plutét sur un élément représentatif contenant
toute l'information microstructurale (c’est-a-dire sur une SER). Cela permet d’adopter
une représentation pseudo-périodique de la fracture complete et d’appliquer des conditions
aux limites périodiques pour la déviation de la pression p sur la SER. Une telle condition
peut s’écrire :

plx+1I;) =p(x), i=u=xzy (3.84)

avec x le vecteur position localisant n’importe quel point dans la surface représentative, et
IT; les deux vecteurs de base permettant de décrire la structure spatialement périodique.
Le probleme de fermeture local pour p peut alors s’écrire sur 1’élément périodique :

V- (kVp) = —Vk-V{p)? dans Sp (3.85a)
Vp -neg = —V(p)’- Neg sur C,3 (3.85b)
p(z + 1I;) = p(x) i=x,y (3.85¢)

Il s’agit 1a d’un probléme linéaire pour la variable p. En conséquence, la solution peut
étre cherchée comme combinaison linéaire des différents termes sources qui rendent le
probléme inhomogene. Ici, V(p)ﬂ est 'unique terme source et la déviation de la pression
peut étre déterminée en utilisant la représentation suivante :

p=b-V{p)+ry (3.86)

b est le vecteur de fermeture transcrivant 'effet du gradient de pression moyenne sur
la déviation de pression, tandis ce que y est une fonction quelconque. En substituant la
représentation (3.86) dans les équations (3.85) et en gardant a l'esprit que v est arbitraire,
nous sommes libres de choisir le vecteur b pour qu’il obéisse par exemple au probleme
suivant :

V- (kVb) = —Vk dans Sg (3.87a)

Ngg- Vb= —ngg sur C,3 (3.87b)

b(x + I1;) = b(x) i=x,y (3.87¢)
ce qui donne pour 7 :

V. (kVy)=0 dans Sg (3.88a)

Neg-Vy=0 sur Cy3 (3.88b)

v(z +1IL;) = y(z) i=x,y (3.88¢)

Avec ce choix pour b, on peut montrer que 7 est une constante (Zaouter et al., 2018),
ce qui n’a alors aucun impact sur le modéle macroscopique final, ne faisant intervenir que
le gradient de p (3.83). La fermeture peut désormais étre finalisée en exprimant le modele
macroscopique en fonction des variables macroscopiques.

3.2.3 Modele macroscopique d’écoulement

La décomposition de la pression ainsi que la représentation (3.86) pour la déviation
peuvent étre introduites dans I’équation (3.51) pour obtenir la forme fermée du modele
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3 — Application au probléme de 1’étanchéité

macroscopique d’écoulement donnant, le débit massique moyen par unité de largeur de
fracture :

, <k:V<p>’B L EV (b-V<p>’B)>
W

Comme V(p)'g est considéré comme uniforme a I’échelle de la SER, cela donne :

(@) = —(p) (3.89)

_ 8k + Vb))
(@) =—(p) .

En résumé, le modele de REYNOLDS macroscopique pour un écoulement en fracture
d’un gaz faiblement compressible en régime glissant est donné par :

.V<p>ﬁ (3.90)

6
eg (h) 8(8,02 +V-(q)=0 (3.91a)
(@) =) V)’ (3.91)
(0)” = o((p)”) (3.91¢)

avec K le tenseur de transmissivité macroscopique défini par :

K = (k(I+ Vb)) (3.92)

Ce tenseur de transmissivité macroscopique est entierement déterminé par la solution
du probléeme de fermeture (3.87) pour la variable b. On peut noter que ce probléme définit
b a une constante pres, ce qui n’a cependant aucun impact sur K car seul intervient
Vb. Pour fixer la valeur de b, on choisit généralement (b) = 0. D’autre part, le probléme
de fermeture n’est pas intrinseque car il ne dépend pas uniquement de ’ouverture locale
h de la fracture, mais aussi de la masse volumique moyenne <p>5 (ou du libre parcours
moyen représentatif 5\), présente implicitement dans k. Le tenseur K est donc lui aussi
non-intrinseque. Enfin, il est possible de montrer que ce tenseur de transmissivité est
symétrique quelle que soit la microstructure et la masse volumique moyenne (Lasseux et
Valdes Parada, 2017).

3.2.4 Décomposition du probleme
3.2.4.1 Développement en série du probleme de fermeture

Comme indiqué précédemment, le probleme de fermeture pour b n’est pas intrinseque
et méne a un tenseur de transmissivité apparente K incluant conjointement les effets
visqueux et de glissement. Pour montrer le role particulier joué par le glissement aux
parois, une décomposition en série du probleme de fermeture est réalisée. Reformulons
d’abord l'équation (3.87a) en introduisant la décomposition de k donnée par la relation
(3.73), ce qui donne :

V. (k{I+Vb})=0 (3.93)

Pour obtenir ce résultat, le fait que k et (k) sont du méme ordre de grandeur ainsi que
la contrainte d’échelles g < Ly a été utilisé, si bien que V (k) < Vk. Le probleme de
fermeture se réécrit alors :

V- (E{I+Vb})=0 dans Sg (3.94a)
Neg- (I +Vb)=0 sur Cyp (3.94b)
b(x + II;) = b(x) i=x,y (3.94c¢)
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La poursuite du développement du probléme de fermeture « complet » (3.94) est ef-
fectuée en utilisant la forme adimensionnelle de ce dernier. On commence pour cela par
définir les quantités adimensionnelles suivantes :

(3.95)

ou, comme précédemment, hg est une ouverture caractéristique de la surface représentative
et lg est une longueur caractéristique de variation de la rugosité dans le plan horizontal
sur la SER. On introduit également le nombre de KNUDSEN de référence Kn, associé au
libre parcours moyen de référence X. En conséquence, le probléme de fermeture se réécrit
de la fagon suivante sous forme adimensionnelle :

V. (k{I+¥Yb}) =0 dans Sy (3.96a)
Neg- (I +Vb) =0 sur Cpp (3.96b)
b(z +II;) = b(z) i=x,y (3.96¢)

avec la transmissivité locale adimensionnelle qui dépend de maniere évidente du nombre
de KNUDSEN de référence comme :

b’ + 6¢Knh?
12
Dans le régime glissant, la valeur du parametre de glissement ¢Kn est supposée rester
petite devant 'unité (Karniadakis et al., 2005). Nous cherchons donc a exprimer le vecteur
de fermeture b sous forme d’une série de ce petit parametre. Un tel développement sous
forme adimensionnelle s’écrit a ’ordre n :

k= (3.97)

N Ko)P Kn)"t!
b= 3 (6eKi)’, + O (6K ) (3.98)

= bg + 66Knby + (66Kn)?bg + - - -

ou chaque variable de fermeture adimensionnelle & I'ordre p est définie de la maniere
suivante :

by, = b, (3.99)

Quand les expressions (3.97) et (3.98) sont introduites dans le probleme de ferme-
ture adimensionnel (3.96), on peut alors séparer ce probléeme complet en plusieurs sous-
problémes a I'ordre souhaité. Ces sous-problémes découlent de I'identification aux ordres
successifs en ¢Kn. En revenant a la forme dimensionnelle, cela donne :

Sous-probléme a 1’ordre 0

V. <h3 {I+ Vb0}> =0 dans Sg (3.100a)
Negg - (I + Vbo) =0 sur CUB (3100b)
bo(x + II;) = bo(x) i=x,y (3.100c)

Sous-probléme a ’ordre 1

V- (P {I + Vbo} + h*Vby) =0 dans Sg (3.101a)
Ngg Vb1 =0 sur Cyp (3.101b)
bi(z +IIL;) = by () i=ay (3.101c)
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Sous-probléme a 1’ordre p > 2

V- (Vb1 + h*Vby,) =0 dans Sy (3.102a)
Neg- Vb, =0 sur C,3 (3.102b)
bp(x + II;) = by(x) i=x,9 (3.102¢)

On remarque dans un premier temps que tous ces sous-problémes sont intrinseques
car ils ne font intervenir que la micro-géométrie de la structure via 'ouverture h. D’autre
part, le probleme a l'ordre zéro (3.100) correspond a celui fournissant la transmissivité
intrinseque du contact Ko (ce qui sera montré plus loin dans cette section), correspondant
a un changement d’échelle de I’équation de REYNOLDS dans le cas sans glissement (Prat
et al., 2002; Vallet et al., 2009). On peut enfin noter que chaque sous-probléme a l'ordre
p = 1 est explicitement couplé avec le sous-probleme & l'ordre directement précédent
p — 1. Ce couplage étant néanmoins différent entre le premier ordre (3.101) et les ordres
supérieurs a deux (3.102), ces derniers possédant tous la méme forme & partir de ce rang.

3.2.4.2 Développement en série du tenseur de transmissivité macroscopique

Apres avoir décomposé en série le probleme de fermeture, le développement se poursuit
maintenant sur le tenseur de transmissivité macroscopique défini par I’équation (3.92), que
I’on peut réécrire sous forme adimensionnelle :

K = (k(I+ Vb)) (3.103)

Comme précédemment, en introduisant I'expression (3.97) et le développement (3.98)
dans I’équation (3.103), on peut séparer ce tenseur comme somme de différents termes aux
ordres successifs en £Kn. Pour cela, on peut tout d’abord préciser la quantité suivante :

12k (I + Vb) =h> (I + Vbg) + 66Kn (ﬁ2 {1+ Vbo) +E3Zﬁ) N
Y 3.104
> (66Kn)? (B*Vbp_1 + h*Vby ) + O ((66Kn)"*!) (3.104)
p=2

En prenant en compte la relation (3.104) dans la définition (3.103) et en revenant sous
forme dimensionnelle, on peut alors définir la forme approximée du tenseur de transmissi-
vité macroscopique K a ’ordre n comme :

n
K~ ) (66NPK, = Ko+ 66 K1 + (660)° Ky + - - (3.105)
p=0
Dans cette équation (3.105), Kq est le tenseur de transmissivité macroscopique intrin-
seque qui correspond a la partie purement visqueuse de K tandis que les tenseurs K, sont
les tenseurs de correction de glissement & I'ordre p'. Ces tenseurs sont définis des facons
suivantes :

1 3

Ko = — (W (I + Vo)) (3.106a)
1

K1 = (W (I + Vbo) + h*Vby) (3.106b)
1 2 3

K, = D <h Vbp_1+h pr> pour p > 2 (3.106¢)

Tous les tenseurs définis par les relations (3.106) sont intrinseques comme ils sont déter-
minés a partir de solutions de sous-problémes de fermeture également intrinseques (3.100),

1. Ko ayant la dimension de m?, celle des tenseurs K, est alors des m37P,
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(3.101) et (3.102). En se restreignant a ’approximation au premier ordre dans l’expression
(3.105), une version linéarisée du tenseur de transmissivité est obtenue, correspondant a
I’analogue tensoriel d’un écoulement glissant en fracture du modele de perméabilité appa-
rente de KLINKENBERG (Klinkenberg, 1941). En effet, I’expression du libre parcours moyen
de réference A de Déquation (3.50), dépendant de I'inverse de la masse volumique (p)”
peut se réécrire de la maniere suivante si le gaz est considéré parfait et quasi-isotherme
(Cest-a-dire (T)? > T) (Cercignani, 1938).

)

io b [mREY (3.107)
)7V 2M
ol R est la constante des gaz parfaits. En insérant cette derniere expression dans I’équation
(3.105) tronquée au premier ordre, on obtient la version linéarisée de K en fonction de
la pression moyenne dans une formulation « a la KLINKENBERG », semblable a celle d'un
milieu poreux tridimensionnel (Lasseux et al., 2014) :

K ~ K, (I + <p1>BB> (3.108)

avec B le tenseur de KLINKENBERG bidimensionnel, défini comme :

R(T)?
B = 6¢p ”2;4)1{011{1 (3.109)

3.2.5 Aspects numériques

Pour obtenir les différents tenseurs présentés dans cette section, il est nécessaire de
résoudre les probléemes de fermeture associés. La discrétisation des ces problémes de fer-
meture linéaires par la méthode des volumes finis sur un maillage cartésien régulier est
présentée en annexe C. Le schéma numérique ainsi obtenu est d’ordre deux en espace
(Moukalled et al., 2016). Le systéme linéaire émanent de cette discrétisation est symé-
trique, défini positif et creux. Il est résolu par la méthode itérative du gradient conjugué
avec un préconditionnement par la diagonale (Saad, 2003).

3.2.6 Exemples de problémes résolus
3.2.6.1 Validation sur des géométries simples

Dans un premier temps, une validation numérique du modéle macroscopique (3.91) est
réalisée sur des géométries simples pour lesquelles le tenseur de transmissivité macrosco-
pique peut étre déterminé analytiquement a partir du champ de transmissivités locales.
Sa valeur est ensuite comparée a celle obtenue par résolution du probleme de fermeture
(3.87). Dans le cas général, le champ des ouvertures varie a la fois selon les directions
x et y (c’est-a-dire h = h(x,y)). Cependant, lorsque ce dernier ne varie que selon une
seule direction (x par exemple), le champ des ouvertures est alors assimilable a un jeu de
transmissivités locales assemblées dans une configuration purement sérielle ou parallele,
selon si le gradient de pression est appliqué selon x ou y respectivement (voir figure 3.6).

Ainsi, comme le fluide est considéré macroscopiquement incompressible, en configura-
tion sérielle, la transmissivité macroscopique, K, est donnée par la moyenne harmonique
des transmissivités locales (Zimmerman et Bodvarsson, 1996), c’est-a-dire :

=
K= (k) = imrom (3.110)

Dans la configuration parallele, la transmissivité macroscopique, K, est en revanche
donnée par la moyenne arithmétique des transmissivités locales :
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Ecoulement Ecoulement
— > —_ >
e 77
1
|| . k4k)5
3
k?l ]{72 k’g ]{?4 k5 k1k2
(a) En série. (b) En paralléle.

FIGURE 3.6 — Schématisation de 'arrangement de transmissivités.

1

Ky = (k) = 12

(h*+ ah?) (3.111)
otl, par soucis de clarté, nous dénotons le paramétre de glissement o = 66\, Dans ce qui
suit, deux champs des ouvertures, variant selon la direction z uniquement, sont étudiés.
Ils sont définis pour x € [0,1,] et sont d’ouverture moyenne hy.

Champ sinusoidal Dans un premier temps, le cas d’un champ des ouvertures sinusoidal
donné ci-contre est traité.

h(x) = hg (1 + T cos (2l7raf)) (3.112)

xr
ou Pamplitude T est supposée étre inférieure a I'unité (pas de contact) et I, correspond a
la période spatiale. Le calcul de la transmissivité paralléle par I'équation(3.111) est triviale
et donne :

T24+2 Y242 ho®
K,,—(S LA a) 0 (3.113)

2 2 ho) 12
La détermination de la transmissivité sérielle a I’aide de I’équation (3.110) est un peu
plus calculatoire. On commence par définir 'intégrale ci-dessous :

ly
1 1
J= lo/ T e (3.114)
tout en remarquant que K, = J~!/12. En effectuant une décomposition en éléments
simples de 'intégrande, on obtient :
o 1 7o 17 1
J:q;o/Oéh2($)dx_ZQ;O/QQh($)dx+la:0/C¥2(h($Ha)dx (3.115)

Les deux premieres intégrales de J peuvent s’évaluer en utilisant le changement de
variable « de SOMMERFELD » (Hamrock et al., 2004), tandis que ’expression de la troisiéme
intégrale peut se trouver par exemple dans (Abramowitz et Stegun, 1964). L’expression
finale de J est alors donnée par :

1 1 1
- +
ahy® (1=T22 " a2hg (1 =02 " 02\ /(g + 0)” = (ho)’

(3.116)

ce qui permet d’obtenir la transmissivité sérielle de la surface sinusoidale comme :
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_ 3/2 a)? — 2
K. — a? (1-17_?%) \/(h0+ )" = (hoY) ho® (3.117)

o (0= o (1= T2)) y/(ho + a)? = (hX)? + ho? (1 = T2)%/2 12

Dans le cas limite ot 'on ne consideére pas de glissement (o — 0), on obtient la
transmissivité intrinseque dans la configuration parallele, Ko,, comme :

3T2+2h703
2 12

Pour le cas sériel, on obtient la limite Kos en utilisant par exemple deux fois la régle
de 'HOPITAL :

Kop = lim K, = (3.118)

2 (1= 12)%? by
2+Y2 12
Ces deux derniers résultats sont cohérents avec ceux de la littérature pour un écoule-

ment incompressible sans glissement (Letalleur et al., 2002).

Kos = lim K, = (3.119)

Champ exponentiel Dans le second cas, on considére un champ des ouvertures variant
de facon exponentielle comme :

T
h(z) = H exp <_l$) (3.120)
x
ou T est une constante positive et H est donné par :
T
H=—=h 3.121
TP ( )

Les expressions analytiques des intégrales (3.110) et (3.111) donnent les transmissivités
Ky et K;, comme :

1—e3Y 1-—e2T o)\ H3
K, = ) e 3.122
P ( 3y "oy H) 12 ( )
2037 H3
K, = - a = (3.123)
o (L0 Lonmz (1— Xy —a2m (1 e21)
H+«o

Une fois encore, dans le cas sans glissement, les transmissivités intrinseques du champ
des ouvertures exponentiel sont obtenues pour le cas parallele :

. 1—e 3T g3
Kop = lim Ky = ——3—75 (3-124)
et pour le cas sériel :
Kou = lim K, — 20 (3.125)
0s = 0507 T T — 112 '

I1 faut noter que dans le cas parallele, la transmissivité reste linéaire en « (voir équa-
tions (3.113) et (3.122)) alors que la transmissivité sérielle montre une dépendance non-
linéaire vis-a-vis de ce parametre de glissement (voir équations (3.117) et (3.123)). Cela
résulte du fait que la dépendance linéaire au parametre de glissement a ’échelle locale (voir
équation (3.31Db)) est préservée par la moyenne arithmétique mais pas par la moyenne har-
monique, qui introduit de la non-linéarité. D’autre part, cela suggere que dans le cas général
des géométries variant selon deux directions, le tenseur de transmissivité macroscopique
K, qui résulte d’un processus de prise de moyenne plus complexe, ne restera probablement
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(a) Surface sinusoidale. (b) Surface exponentielle.

FIGURE 3.7 — Variation de l'erreur relative donnée par I’équation (3.126) entre les solutions
analytique et numérique en fonction de la densité du maillage, w. La ligne en pointillés
indique une loi puissance en w d’exposant —2.

pas linéaire en £\, comme nous le verrons dans la section suivante. L’objectif est mainte-
nant de comparer les solutions analytiques de transmissivités ci-dessus pour les surfaces
sinusoidale et exponentielle avec les résultats obtenus par résolution du probleme de fer-
meture (3.87) et I’équation (3.92). Pour cela, on fixe les valeurs de o = 6-1072, [, = 1 et
ho = 1072. On se donne également YT = 0,5 pour la surface sinusoidale et T = 2 pour la
surface exponentielle.

Dans un premier temps, une analyse de convergence du schéma numérique est effectuée.
Comme le champ des ouvertures varie ici uniquement selon z, le tenseur de transmissivité
K est diagonal et les transmissivités sérielles et paralleles correspondent respectivement
aux composantes K, et K,,. On analyse ensuite I'erreur relative entre la solution calculée
et la solution analytique en définissant €, et €, les écarts paralleles et sériels respectivement.

_ Ky — K|

‘Krz - Ks’
€p = Kp s

€= (3.126)
ou K, et K, sont respectivement donnés par les équations (3.113) et (3.117) pour la surface
sinusoidale, et par les équations (3.122) et (3.123) pour la surface exponentielle.

Sur la figure 3.7, la variation de l'écart relatif e, et ¢, est présentée en fonction de
la densité du maillage w, définie comme le nombre de points de discrétisation par unité
de longueur de la fracture [,. Pour la surface exponentielle, on observe clairement que le
schéma numérique est du second ordre alors que pour la surface sinusoidale, la convergence
semble bien plus rapide, tant pour le terme parallele que sériel. Le schéma est alors au
moins d’ordre deux en espace.

On présente maintenant l'effet du glissement sur la transmissivité. La figure 3.8 pré-
sente le rapport de la composante de la transmissivité apparente avec glissement et de la
composante intrinséque K/Ky en fonction de {Kn = EX /hgj pour les deux surfaces. Il est
possible de montrer que ce rapport ne dépend que de éKn et Y. Le nombre de KNUDSEN
a ici été choisi pour étre caractéristique d’une direction d’écoulement donnée. Pour cela,
I'ouverture caractéristique utilisée, hg;, est donnée selon la direction par :

h/gj = \3/ 12K0jj7 j =T,y

Cela signifie que hg; représente I'ouverture entre deux plaques paralleles qui présente-
rait une transmissivité intrinseque Ko;; dans la direction j (j = z,y).

L’accord des solutions calculées avec les solutions analytiques (3.113), (3.117), (3.122)
et (3.123) est excellent pour les deux surfaces sur toute la gamme de ¢Kn. On observe
dans les deux cas que la transmissivité normalisée paralléle reste toujours inférieure a celle

(3.127)
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(a) Surface sinusoidale. (b) Surface exponentielle.

FIGURE 3.8 — Rapport de la transmissivité apparente et de la transmissivité intrinseque
K;j/Koij en fonction de éKn = ¢ Y, hg;j. L’ouverture caractéristique hg; est définie par la
relation (3.127). Les points représentent les solutions calculées a partir du probléme de
fermeture (3.87), les traits pleins sont les solutions analytiques données par les équations
(3.113), (3.117) et (3.122), (3.123).

en configuration sérielle. Comme attendu, quand £¢Kn tend vers zéro, les composantes des
transmissivités glissantes recouvrent leur valeur intrinseque du régime non-glissant. Ces
résultats montrent la validité du modele macroscopique d’écoulement avec glissement et
du schéma numérique utilisé pour résoudre le probleme de fermeture (3.87), permettant
la détermination du tenseur de transmissivité macroscopique K.

3.2.6.2 Solution sur une fracture rugueuse gaussienne

On présente maintenant un exemple de résolution du probleme de fermeture complet
(3.87) donnant le tenseur de transmissivité macroscopique K (équation (3.92)) pour une
fracture rugueuse. Les résultats pour les sous-problemes de fermeture (3.100) et (3.101)
donnant le tenseur de transmissivité décomposé au premier ordre (équation (3.105)) sont
également présentés. Comme champ des ouvertures, on réutilise celui de la section 3.1
donné en figure 3.3, qui doit donc étre vu cette fois comme une surface élémentaire repré-
sentative d’une fracture plus large.

Dans un premier temps, le probléme de fermeture (3.87) est résolu pour le champ des
ouvertures de la figure 3.3. Un exemple du champ adimensionnel de la variable de fermeture
b est présenté sur la figure 3.9 avec, pour by, ¢Kn = 0,089 et, pour by, ¢Kn = 0,093. D’un
point de vue physique, les champs des variables de fermeture représentés sur les figures
3.9a et 3.9b sont les champs adimensionnels des déviations de pression (adimensionnés
par Lj||V<p>B €|, 5 = x,y) générés par un gradient de pression moyenne unitaire dans
la direction j correspondante. Ici encore, éKn = 55\/ hgj, avec hg; donné par la relation
(3.127). On peut d’ores et déja noter que, comme la fracture est anisotrope avec une
orientation préférentielle dans la direction orientée a 35°, on s’attend a avoir une valeur de
Kozo supérieure & Koy, de telle fagon que le Kn estimé soit plus grand selon y que selon
x. En effet, on obtient Koz, = 2,05-107 mm? et Koyy = 1,56 10~ mm3.

De maniére similaire, les deux sous-problemes de fermeture (3.100) et (3.101) ont
été résolus 'un apres 'autre, la solution du premier étant requise pour le second. Les
champs adimensionnels des variables de fermeture décomposées au premier ordre by et
by sont présentés sur la figure 3.10 pour le champ des ouvertures de la figure 3.3. On
note une tres forte similarité des champs de b et ceux de bg, ceci en raison des problemes
de fermeture (3.87) (ou (3.94)) et (3.100) qui possédent une forme semblable. Toutes ces
variables de fermeture permettent la détermination du tenseur de transmissivité K et de
son approximation Ko + 66AK; & 'ordre O (gﬁ) par moyennage selon les équations
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FIGURE 3.9 — Variables de fermeture adimensionnelles calculées pour le champ des ouver-
tures de la figure 3.3. Les longueurs de la surface sont rendues adimensionnelles comme
z=x/Lyety=y/Ly.

(3.92) ainsi que (3.106) respectivement.

L’évolution du rapport de la transmissivité apparente avec glissement et de la trans-
missivité intrinseque K;;/Koi; (i,j = x,y) est représentée par composante en fonction
de ¢Kn sur la figure 3.11. On observe clairement un comportement non-linéaire de la
transmissivité apparente par rapport & ¢Kn, comme indiqué par la déviation des com-
posantes « completes » par rapport a leur version linéarisée. Pour la surface étudiée ici,
la non-linéarité est plus importante pour les composantes extra-diagonales que pour les
composantes diagonales du tenseur de transmissivité. L’approximation linéaire de ce der-
nier peut donc devenir imprécise dans certaines situations, méme pour des valeurs de éKn
suffisasamment petites pour que I’écoulement reste dans le régime glissant. Pour illustrer
cette remarque, les écarts relatifs € entre la version complete et linéarisée du tenseur de
transmissivité sont présentés en figure 3.12. Cet écart augmente donc avec éKn, quelle que
soit la composante du tenseur considérée. De plus, pour une valeur donnée du parametre
de glissement, I’écart est approximativement identique pour les composantes diagonales
et extra-diagonales. Par exemple, a {Kn ~ 0,1, I’écart est d’environ 2%. Il est toute-
fois possible de trouver des situations ou cet écart serait encore plus important (Zaouter
et al., 2018). En conséquence, I’écart ne peut pas nécessairement étre considéré comme
négligeable, méme dans une situation ou le régime glissant s’applique. Comme évoqué
précédemment, ce comportement résulte de la variation spatiale du champ des ouvertures
et du processus de prise de moyenne qui vient rompre, a 1’échelle macroscopique, la li-
néarité du modele microscopique. Dans le cas particulier d’une fracture lisse, le tenseur
de transmissivité est sphérique et dépend linéairement de ¢Kn, faisant de ce cas le seul
connu ou la transmissivité apparente « compléte » et son analogue linéarisée correspondent
exactement.

3.3 Modélisation de la fuite a I’échelle du joint — une ap-
proche a deux échelles

Une fracture réelle de nature multi-échelle présente des aspects géométriques dont
les échelles de longueurs caractéristiques peuvent s’étendre sur plusieurs ordres de gran-
deur et avoir un impact significatif sur le transfert au travers de celle-ci. En conséquence,
une simulation directe de 1’écoulement dans une telle topographie n’est pas désirable en
pratique, demandant des ressources calculatoires importantes. Le changement d’échelle
effectué dans la section 3.2 a permis de développer un modele d’écoulement macrosco-
pique faisant intervenir un tenseur de transmissivité caractéristique d’un élément local de
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FI1GURE 3.10 — Variables de fermeture adimensionnelles du probléme décomposé au premier
ordre, calculées pour le champ des ouvertures adimensionné de la figure 3.3.
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FIGURE 3.11 — Evolution du rapport de la transmissivité apparente glissante et de la
transmissivité intrinseque en fonction du parametre de glissement, calculé pour le probléme
complet (3.87) (points) et pour les sous-problémes décomposés au premier ordre (3.100)

et (3.101) (lignes).
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FIGURE 3.12 — Evolution de I’écart relatif entre la solution du probléme complet (3.87) et
celle estimée par les sous-problémes décomposés au premier ordre (3.100) et (3.101). La
solution du probléme complet est prise comme référence.

fracture, d’une taille incorporant quelques aspérités. Il est cependant inconcevable que le
tenseur de transmissivité d’un élément de fracture puisse étre représentatif de ’ensemble de
la portée, cette derniere pouvant présenter des caractéristiques hétérogenes a plus grande
échelle telles que de 'ondulation, des motifs d’usinage, etc. Cela mene a un écoulement
qui est hétérogene et anisotrope a large échelle. En conséquence, la notion de tenseur de
transmissivité développé précédemment apparait comme quelque chose de plus local.

Il est donc nécessaire de développer des stratégies de modélisation tenant compte de
ces spécificités. Pour cela, cette section décrit une méthode a deux échelles permettant
de modéliser 1’écoulement faiblement compressible d’un gaz en régime glissant dans une
fracture. Cette méthode opére sur la fracture entiere, pouvant étre hétérogene et aniso-
trope a cette échelle, et ou I'information microscopique est englobée dans des tenseurs de
transmissivité, qui définissent 1’échelle locale du probleme.

3.3.1 Développement d’une méthode a deux échelles

On présente dans cette section la méthode a deux échelles permettant la modélisa-
tion des écoulements en fracture rugueuse multi-échelle. Avant tout, il convient cependant
de bien définir les échelles de longueurs caractéristiques mises en jeu dans ce probléme
d’écoulement. Pour la situation considérée, on peut distinguer trois échelles de longueurs
d’intérét, représentées schématiquement sur la figure 3.13 :

— Dans un premier temps, on définit ’échelle microscopique (de longueur caractéris-
tique lg) comme étant la plus petite échelle du probleme. Elle peut étre vue comme
Péchelle du pore (ou des aspérités). C’est I’échelle a laquelle 'information varie ra-
pidement et il est attendu qu’elle soit du méme ordre de grandeur que les aspérités
(ou rugosité) de la fracture.

Ensuite vient 1’échelle macroscopique, une échelle intermédiaire (de longueur ca-
ractéristique L) qui peut étre vue comme 1’échelle de DARCY, la ol un milieu
poreux est usuellement considéré comme un milieu continu. C’est ’échelle qui en-
globe quelques aspérités de I'échelle microscopique précédente, et est typiquement
de l'ordre de grandeur de I'ondulation de la surface.

Enfin, on identifie ’échelle mégascopique comme ’échelle de la fracture (de longueur
caractéristique Ly). En pratique, il s’agit de I’échelle a laquelle les conditions aux
limites sont spécifiées.

Les objectifs de la méthode a deux échelles sont alors de calculer 1’écoulement et de
déterminer la transmissivité de la fracture a 1’échelle mégascopique en utilisant I’informa-
tion de I’échelle macroscopique, cette derniére étant obtenue a partir de I'information a
I’échelle microscopique par résolution de problemes annexes. Encore une fois, de part la
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nature multi-échelle de la fracture, il est fort probable que, comme pour 'information mi-
croscopique, 'information macroscopique (par exemple, une propriété de transport locale
comme un tenseur de transmissivité) présente elle aussi un caracteére hétérogene a ’échelle
de la fracture. Cet aspect sera considéré par la présente méthode & deux échelles.

Echelle microscopique Echelle macroscopique Echelle mégascopique

FIGURE 3.13 — Echelles de longueurs caractéristiques pour la modélisation du probleme
d’écoulement en fracture multi-échelle. 8 représente la phase fluide tandis ce que o repré-
sente les zones de contact.

3.3.1.1 Equations régissant I’écoulement aux différentes échelles

Les échelles de longueurs du probléme étant définies, il est utile de rappeler les équa-
tions qui y gouvernent l’écoulement avant de présenter la méthode a deux échelles. Si
I’on suppose comme il I'a été fait jusqu’alors que le champ des ouvertures varie lentement
dans le plan moyen de la fracture (c’est-a-dire que les pentes des aspérités sont petites),
I’équation de REYNOLDS est utilisée pour décrire ’écoulement a 1’échelle microscopique.
Toutefois, lorsque cette hypotheése n’est pas respectée, la validité de I’équation de REY-
NOLDS peut étre remise en cause (voir par exemple Mourzenko et al. (1995)) et il faut alors
utiliser I’équation de STOKES, équation tridimensionnelle dont la résolution est plus ardue.
D’autre part, il est délicat de supposer la validité d’un tel modéle continu dans une certaine
distance proche des zones de contact, olt 'ouverture est trés petite. A notre connaissance,
peu de travaux sont disponibles dans la littérature pour quantifier une telle distance, qui
doit, comme soulevé dans Prat et al. (2002), étre petite et avoir peu d’influence sur le
comportement macroscopique du systéme. En conséquence, nous postulons la validité de
I’équation de REYNOLDS a la micro-échelle pour la suite. Cette équation développée en
détails dans la section 3.1 est rappelée sous sa forme stationnaire ci-dessous.

V-gq=0 dans Ag (3.1284a)
h3

q= —p@ (14 6£Kn) Vp dans Ag (3.128b)

p=o(p) dans Ag (3.128¢)

q-ne3 =0 sur Co3 (3.128d)

ou Kn = A/h est le nombre de KNUDSEN et A le libre parcours moyen local défini par
I'équation (2.5).

A Déchelle macroscopique, Pécoulement est décrit par une équation de type « DARCY »
faisant intervenir un tenseur de transmissivité. Un tel modele a été obtenu dans la section
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3.2 en utilisant la méthode de la prise de moyenne volumique, et est rappelé ci-apres dans
sa forme stationnaire.

V(g =0 (3.129a)
(@) = (0 Z v ) (3.129D)
(0)” = o((p)”) (3.129¢)

ou K est le tenseur de transmissivité d’un élément local de fracture macroscopique donné
par la relation (3.92). Il faut rappeler que pour arriver a ce modele, plusieurs hypotheéses
ont été employées. Tout d’abord, a I’échelle d’un élément de surface de taille rg, I’écoule-
ment est considéré faiblement compressible (masse volumique uniforme), bien que pouvant
exhiber des variations substantielles a 1’échelle macroscopique L; (échelle des défauts de
taille directement supérieure a /g, comme de 'ondulation ou la spirale, mais de taille infé-
rieure ou du méme ordre que Ly a priori). Un libre parcours moyen représentatif uniforme
est défini en conséquence, donné par 'expression (3.50). Enfin, a ’échelle de cet élément de
surface, le gradient de pression moyenne est considéré comme uniforme et la microstructure
comme pseudo-périodique. Cette derniere hypothese se traduit par la contrainte ro < L1,
pour que cela soit sans influence notable dans le développement théorique. Cependant,
comme la transmissivité varie d’'une surface élémentaire a ’autre, on suppose que cette
contrainte ne doit pas étre satisfaite de fagon stricte. Toutes ces hypotheses introduisent
bien entendu un certain niveau d’approximation par rapport a ce qu’il se passe réellement
dans la fracture au niveau de cet élément de surface. Il faudra vérifier a posteriori que ce
biais reste modéré et a ce que le comportement mégascopique soit bien reproduit par le
modele a deux échelles.

En présence de glissement et de part I’hétérogénéité structurelle de la fracture, le ten-
seur de transmissivité K n’est pas intrinseque et il présentera des variations sur I’ensemble
de la fracture. Cette spécificité sera prise en compte pour modéliser I’écoulement a 1’échelle
mégascopique.

3.3.1.2 Procédure générale de la méthode

La procédure générale de la méthode a deux échelles est présentée sur I'organigramme
de la figure 3.14. Sans perte de généralité, on considére une fracture rectangulaire de
dimensions L, et L, dans les directions = et y respectivement. Les étapes principales de
cette procédure sont détaillées ci-dessous :

1. Le champ des ouvertures de la fracture entiere, h(z,y), constitue la donnée d’entrée
de la méthode & deux échelles. Ce champ des ouvertures peut étre obtenu de diverses
manieres (calcul de contact mécanique entre surfaces rugueuses, mesure directe de
Pouverture, etc.), bien que ceci ne soit d’aucune importance ici, car cette géométrie
est considérée comme indéformable (pas d’interaction fluide—structure ni de mouve-
ment relatif entre les deux surfaces). Numériquement, cette donnée se présente sous
forme d’une grille réguliere structurée de n, et n, points dans les directions x et y
respectivement. En chacun de ces points discrets, I’ouverture est connue.

2. Ce champ des ouvertures a 1’échelle mégascopique est subdivisé en un certain nombre
régulier de pavés rectangulaires. Leur nombre total est fixé a n, = 1y, X 1py, OU Npy
et ny, désignent le nombre de pavés dans les directions z et y respectivement. Dans
I'exemple de la figure 3.14, on a ny,, = 3 et n,, = 2. Chaque pavé va ainsi englober
une certaine quantité des points définissant la fracture a ’étape 1. Le choix de np;
et n,, constitue alors un degré de liberté supplémentaire dans la procédure, mais
qui doit toutefois étre guidé par la géométrie sous-jacente du champ des ouvertures,
dans l'optique de satisfaire la contrainte d’échelle rg < L1, dans laquelle rg peut
étre assimilée a la dimension caractéristique d’un pavé.
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FIGURE 3.14 — Organigramme général de la méthode & deux échelles.

3. Chaque pavé est désormais vu comme un « domaine macroscopique local » avec sa
propre masse volumique considérée uniforme sur un pavé, mais pouvant varier de I’'un
a lautre. Sur chaque pavé, un tenseur de transmissivité est alors calculé en résolvant
le probléme de fermeture (3.87) puis en utilisant ’équation (3.92) (sur la figure 3.14,
ces tenseurs sont représentés schématiquement par des ellipses, donnant leurs valeurs
et orientation principales). Il est également possible d’utiliser la forme décomposée du
tenseur de transmissivité (3.105), en résolvant successivement les probléemes (3.100)
a (3.102) et en utilisant les relations (3.106). Chaque tenseur est alors fonction de
la microstructure locale et du libre parcours moyen représentatif local A, donné par
I’équation (3.50). A Iéchelle mégascopique, le champ de tenseurs est alors hétérogene,
potentiellement anisotrope et uniforme par morceaux. D’un point de vue numérique,
le calcul des tenseurs est une opération parfaitement parallele, la valeur de I'un étant
indépendante de celle des autres. Ce découplage permet d’accélérer les calculs.

4. L’écoulement dans le champ de tenseurs hétérogene, anisotrope et uniforme par mor-
ceaux calculé a ’étape précédente est résolu a I’échelle mégascopique en utilisant une
méthode d’éléments finis de frontiere qui sera présentée en détails par la suite (sec-
tions 3.3.2 et 3.3.3). L’information tensorielle a 1’échelle macroscopique constitue
donc échelle locale du probléme mégascopique. A noter que la méthode d’éléments
finis de frontiére employée ici permettra de préserver le caractere hétérogene et com-
pletement anisotrope du champ de tenseurs. La résolution du probleme a 1’échelle
de la fracture requiert I'application de conditions aux limites. Comme présenté sur
la figure 3.14, une différence de pression est créée selon la direction x par imposition
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3 — Application au probléme de 1’étanchéité

des pressions interne P; et externe P, sur les faces extrémes de la fracture. Dans la
direction y, une condition de périodicité est utilisée.

5. Le probleme traité ici est non-linéaire. En effet, la masse volumique uniforme sur
chaque pavé varie de I'un a 'autre (ainsi que le libre parcours moyen représentatif),
et la valeur des tenseurs de transmissivité en dépend. Pour estimer la valeur de A
sur un pavé, il est nécessaire de connaitre la pression moyenne sur le pavé, disons
P, définie comme la moyenne superficielle du champ de pression interne calculé par
la méthode des éléments finis de frontieére (voir équation (3.137)). Ensuite, la masse
volumique moyenne p = (p) sur le pavé est calculée & partir de la loi d’état du
gaz. Le libre parcours moyen représentatif est déterminé en conséquence en utilisant
Péquation (3.50). Numériquement, un processus itératif de PICARD est utilisé pour
traiter la non-linéarité (Huyakorn et Pinder, 1983). En partant d’une estimation
initiale, les tenseurs de transmissivité et le champ de pression moyenne sont mis &
jour d’itération en itération en bouclant dans les étapes 3 et 4. Ce processus est
répété jusqu’a ce que convergence soit obtenue sur le champ de pression moyenne
calculé. A noter que dans le cas d’un écoulement sans glissement, les tenseurs de
transmissivité sont intrinseques et ont besoin d’étre calculés qu'une seule fois.

6. Une fois la convergence atteinte, le débit massique total au travers de la fracture
est aisément obtenu avec la méthode des éléments finis de frontiere. La transmissi-
vité apparente du contact, K, dans la direction z est déduite de la loi de DARCY
(3.32), décrivant I’écoulement d’un gaz parfait entre deux plaques planes et paralleles
(Zimmerman et Bodvarsson, 1996; Beskok et Karniadakis, 1999).

KL
Q=p—--Ap 3.32
L (3.32)
avec () le débit massique total, Ap = P; — P. la différence de pression imposée et
p = ¢(p) la masse volumique moyenne, liée par la loi des gaz parfaits a la pression

moyenne p = (P; + P.)/2 sur la fracture.

En résumé, la présente méthode sépare effectivement le probléme en deux échelles qui
peuvent étre traitées séparément. Tout d’abord, l'information microscopique est incor-
porée dans des tenseurs de transmissivité locaux, permettant de construire I'information
macroscopique sur toute la fracture. Ensuite, en utilisant cette information macrosco-
pique, le probleme d’écoulement en résultant est résolu pour en déduire le coefficient de
transmissivité apparent de la fracture dans son ensemble.

3.3.2 Introduction sur la méthode des éléments finis de frontiére

Avant de présenter la méthode des éléments finis de frontiére adaptée a la méthode a
deux échelles de la section précédente, il convient de I'introduire appliquée a ’équation
de LAPLACE, qui en constitue une piece maitresse. Il s’agit d’une méthode numérique de
résolution des problémes aux limites de la méme famille que la méthode des éléments finis
dite « classique ». Elle présente un intérét par rapport a cette derniere lorsqu’il n’est pas
particulierement utile de connaitre les inconnues de 1’équation a l'intérieur du domaine
d’étude. Le probleme est alors ramené sur la frontiere du domaine, le réduisant ainsi d’une
dimension (par exemple, un probléme bidimensionnel est ramené a 1’étude d’un probléme
unidimensionnel).

On considere un domaine homogene S de frontiere C présenté sur la figure 3.15. Dans
ce domaine, la pression p satisfait a 1’équation de LAPLACE (3.130a). Des conditions aux
limites sont imposées pour définir le probléme au limite. Ainsi, sur une portion CV) de C,
une condition aux limites de DIRICHLET s’applique (3.130b), la valeur du potentiel (ici la
pression) est connue et prend la valeur f (qui est une fonction scalaire quelconque). Sur
une autre portion de la frontiere ) (avec C = (Y U C?)), une condition de NEUMANN
est appliquée (3.130c¢), la valeur de la dérivée normale du potentiel est connue et prend la
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" S

€x

FI1GURE 3.15 — Domaine homogene bidimensionnel § de frontiere C orientée. Des conditions
aux limites de DIRICHLET et/ou de NEUMANN s’appliquent sur la frontiére.

valeur g (qui est également une fonction scalaire quelconque). La résolution du probléme
au limite (3.130) consistera alors & déterminer la pression sur la frontiére 1a ou sa dérivée
normale est connue et vice versa.

2 2
g;; n gyfg V2 =0 dans S (3.130a)
p=f sur ¢V (3.130b)
g% _y sur ¢ (3.130c)

Pour aboutir a la formulation intégrale de frontiere du probleme (3.130), commencgons
par pondérer 1’équation (3.130a) par une fonction quelconque ¢ suffisamment réguliere
et demandons a ce que l'intégrale de ce produit sur le domaine soit nulle (méthode des
résidus pondérés) :

/¢>V2p dS =0 (3.131)
S

D’autre part, on a 'identité vectorielle suivante :

¢V?p =V -(¢Vp) - Vp-V¢ (3.132)
En utilisant l'identité (3.132) dans (3.131), on obtient la forme ci-dessous :

/ V. (¢6Vp)dS = / Vp-Vods (3.133)
S S

Le processus se poursuit en appliquant le théoréme de la divergence sur le membre de
gauche de I’équation (3.133) d’une part, puis I'identité (3.132) en intervertissant le role de
p et ¢ sur le membre de droite d’autre part. Cela donne, apres réarrangement des termes :

- / pV2dsS = f (6Vp — pV) -ndl (3.134)
S C

L’équation (3.134) est la seconde identité de GREEN pour le laplacien. Dans celle-ci,
est un vecteur normal dirigé vers l'extérieur du domaine comme présenté en figure 3.15.
La formulation obtenue ne permet pas encore d’étre traitée par la méthode des éléments
finis de frontiére car elle n’est pas purement frontaliére, en raison de I'intégrale de surface
du membre de gauche. Pour s’en affranchir, on choisit ¢ comme solution élémentaire de
I’équation de LAPLACE bidimensionnelle, c’est-a-dire solution de ’équation ci-dessous ou
0(x — <) représente la distribution de DIRAC appliquée a la position ¢ (voir figure 3.15) :
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—10-10

FIGURE 3.16 — Représentation de la solution élémentaire ¢ de 'expression (3.136) avec
¢ = 0, position de la source ponctuelle.

Vi =—d(x —q) (3.135)

L’expression de ¢ est alors la suivante (Huyakorn et Pinder, 1983), illustrée sur la
figure 3.16 :

1
o(r)=——1In(r) (3.136)
2m
avec r = || — ¢|| la distance entre le point d’application de la singularité ¢ et un point

quelconque du domaine x. La fonction ¢ s’interprete alors comme la réponse au point  a
une sollicitation ponctuelle appliquée en g. De plus, cette fonction est harmonique presque
partout sauf lorsque & = ¢ ou elle est singuliére.

En insérant 'expression (3.135) dans le terme de gauche de I'équation (3.134) et en
utilisant les propriétés de la distribution de DIRAC, on aboutit a la formulation intégrale
de frontiere du probléme de LAPLACE bidimensionnel sur le domaine S :

n@m@%:f<wm—cf§f)—p@fM§;‘Q)m (3.137)
C

Dans ’équation (3.137), on a noté dp/On = Vp-n la dérivée dans la direction nor-
male du champ de pression (et réciproquement pour ¢). D’autre part, n est un coefficient
numérique qui dépend de la position d’application de la singularité (Beer et al., 2008) :

1 si S
=4 "€ (3.138)
0 sicé¢S

Il reste alors & résoudre le probléme (3.137) pour déterminer le potentiel et sa dérivée
normale en chaque point de la frontiere du domaine.
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Elément A - Elément

Elément e = =
linéaire o7 quadratique gz

constant .
7

FIGURE 3.17 — Discrétisation de la frontiére réelle d’'un domaine (traits pointillés) par dix
éléments de différents types, de gauche a droite : éléments constants; éléments linéaires ;
éléments quadratiques. Les nceuds des éléments sont les points noirs. Les fonctions de base
polynomiales N; associées aux éléments sont également présentées.

3.3.2.1 Discrétisation du probléme par la méthode des éléments finis de fron-
tiere

Il est bien souvent impossible de trouver de maniere analytique le champ de potentiel
et sa dérivée normale sur la frontiére, solution de 1’équation (3.137), pour un domaine S
quelconque. Il faut alors résoudre le probléme de maniére approchée en faisant intervenir la
méthode des éléments finis de frontiere. La frontiere est dans un premier temps discrétisée
en un total de m, éléments finis (voir par exemple la figure 3.17). Sur chaque élément, les
fonctions inconnues sont représentées de la fagon suivante :

p= ; Nj@p; 5= le Nj(z) (an)] (3.139)

avec m,, le nombre de nceuds de 'élément considéré, N;(x) sont les fonctions de base de
I'élément et p; (resp. (Op/On);) sont les valeurs de p (resp. dp/On) au nceud j.

Ensuite, on suppose que Iéquation intégrale (3.137) peut étre représentée comme la
somme des contributions de chaque élément du maillage. En utilisant les relations (3.139),
on obtient :

Me m”(k)
Op foler
P = Z Z / <¢Nj,k (%)jk - %Nj,kpj,k> dly, (3.140)
k=1 j=1 ¢ :

Dans ’équation (3.140), la notation j,k désigne une grandeur a considérer pour le
nceud d’indice j de I’élément k. D’autre part, le nombre de noeuds m,, (k) peut dépendre
de I'élément considéré k. On place ensuite le point de collocation ¢ de la source sur un
neeud particulier d’indice ¢ dans ’équation (3.140). En prenant alors n = 1, on obtient :

p=3 mz(jk / <¢>Z Jk( )M _ (gzljvj,kpj,k) dij (3.141)

k=1 j=1

Pour un probleme bien posé, sur un nceud ot la pression est connue, sa dérivée normale
est inconnue et inversement. L’équation (3.141) représente donc une équation comportant
autant d’inconnues qu’il y a de nceuds dans le maillage. Pour obtenir un systéeme d’équation
pour p et dp/0dn, on place alors successivement le point de collocation sur tous les nceuds
du maillage. Dans la suite de notre probléme, nous considérons des éléments finis constants
(la solution est constante sur chaque élément qui ne comporte alors qu'un unique noeud
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en son centre, ce qui meéne a une unique fonction de base Ny = 1). Le systeme d’équation
alors obtenu peut s’écrire sous forme matricielle de la maniére suivante (en utilisant la
convention de sommation d’EINSTEIN) :

Jp
pi = Gij (8n>j — Hijp, (3.142)
ou encore, en utilisant le symbole de KRONECKER :
0
(Hij + 0ij) pj = Gij (;) (3.143)
/g
avec i € [1;---;me] et j € [1;---;me]. De plus, les éléments de matrices G;; et H;j, qui
relatent leffet sur I’élément j d’une source placée sur le nceud ¢, sont donnés par :
9¢
Gij = /@ dij , Hij= / <an>z-dlj (3.144)
G j

Il est & noter que les matrices [G] et [H] (d’éléments G;; et H;; respectivement) sont gé-
néralement denses. Avec le choix des éléments constants, I’évaluation des intégrales (3.144)
peut se faire analytiquement (Huyakorn et Pinder, 1983; Beer et al., 2008), ce qui est un
avantage en terme de mise en ceuvre numérique (voir en annexe E pour leurs expressions).
Dans les cas contraires, pour des éléments finis de plus haut degré, il est nécessaire de
procéder a une intégration numérique a ’aide d’'une méthode de quadrature par exemple.
Cette derniere méthode peut poser des difficultés supplémentaires pour le calcul des termes
diagonaux qui nécessitent une intégration singuliere.

Dans I'équation (3.142), les vecteurs des valeurs nodales p; et (Op/0n); représentent
a eux deux 2m, coordonnées, parmi lesquelles un nombre m. sont inconnues. Il est alors
nécessaire de réarranger le systeme d’équations (3.142) de facon a avoir toutes les inconnues
du probleme d’un méme coté de I'égalité, pour ensuite pouvoir le résoudre.

3.3.2.2 Détermination des champs internes

Apres résolution du probléme (3.137) (ou de sa version discrete (3.143)), la valeur du
potentiel et de sa dérivée normale est connue en tout point de la frontiere C. Il est alors
possible dans ce cas de déterminer les valeurs du potentiel a 'intérieur du domaine S
directement & partir de I’équation (3.137) en plagant ¢ dans le domaine S. Sous forme
discréte utilisant des éléments constants, c’est I’équation (3.142) qui est utilisée. I'indice i
fait cette fois-ci référence a un point placé dans le domaine tandis que l'indice j désigne
ici encore une valeur nodale.

De méme, la dérivée du potentiel au point ¢ dans une direction quelconque x est
donnée par Brebbia et Chang (1979); Beer et al. (2008) :

op(s) _ f (99(x —<) Ip(=) R — <)
ox g{ ( ox  on p<m)8x8n> dl (3.145)

L’équation (3.145) permet par exemple de remonter au débit linéique dans la direction
X, cette grandeur étant reliée linéairement & dp/0x (par exemple, g, = —kdp/0dx, avec
k une coefficient de conductance). De maniére analogue au traitement réalisé pour la
discrétisation de I’équation (3.137) aboutissant & 1’équation (3.142), la discrétisation de

(3.145) donne :
Op Op
(8)() = Eij <an> = Fl'jpj (3.146)
i J

Les éléments de matrices E;; et Fj;, qui relatent I'effet de I’élément j au point d’indice
i (ou est placée une source), sont donnés par :
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E"jzc/(gi)idlj - :/<af§n>idlj (3.147)

J J

De nouvelles intégrales sont donc a calculer et pour des éléments constants, cela peut
étre fait analytiquement. Ainsi, le détail des calculs est donné en annexe E.

3.3.3 Adaptation de la méthode des éléments finis de frontiére pour un
domaine aux propriétés hétérogenes et anisotropes

On s’intéresse dans cette section & l'adaptation de la méthode des éléments finis de
frontiére pour la résolution de 1’équation de diffusion anisotrope stationnaire (3.148), ap-
paraissant dans la méthode & deux échelles (étape 4 de la figure 3.14). En combinant
I'équation de conservation de la masse et 'expression du flux des relations (3.129), on a :

V-(-I-Vp) =0 (3.148)

avec p la pression et I' représentant le tenseur de conductance, qui s’exprime en fonction
de la masse volumique p, de la viscosité dynamique p et du tenseur de transmissivité K
comme I' = pK /p. Ainsi, le terme entre parentheéses dans 1’équation (3.148) représente le
vecteur de flux massique par unité de largeur q, conformément au modele macroscopique
d’écoulement (3.91). Par simplicité d’écriture dans cette partie, nous abandonnons les
notations formelles de la méthode de la prise de moyenne volumique utilisées dans la
section 3.2 pour désigner une quantité macroscopique. L’équation (3.148) peut se réécrire
de la fagon suivante en développant la divergence :

(V-T) -Vp+TT:VVp=0 (3.149)

A ce stade, il convient de préciser la nature du probléme & traiter. Nous nous intéressons
au probléeme de ’écoulement en fracture soumise & des conditions limites de DIRICHLET en
pression dans la direction z et a des conditions de périodicité dans la direction y comme
présenté dans la partie gauche de la figure 3.18. La fracture est alors subdivisée en pavés,
chacun possédant son propre tenseur de transmissivité K qui y est uniforme. On a donc
dans le cas général un pavage de tenseurs hétérogenes. De plus, sur chaque pavé, le fluide
est considéré comme localement incompressible (la masse volumique y est uniforme), en
conséquence, le tenseur I' est également uniforme sur chaque pavé. Enfin, le tenseur de
transmissivité étant a priori plein et symétrique, il en est de méme pour le tenseur de
conductance. Sous ces hypothéeses, 1'équation (3.149) se réduit a la forme suivante (sur
chaque pavé) :

62]? 62]? 62])
F:VVp=T,—= +2l'yy—— — =
p ) 5 T 2P 9y+ yyayQ

0 (3.150)

Les tenseurs de transmissivités K de chaque pavé sont exprimés dans une base com-
mune (e, e,). De plus, il sont symétriques (Lasseux et Valdes Parada, 2017). Pour que le
modele ait un sens physique, ils doivent également étre définis positifs (Durlofsky, 1991)
(c’est-a-dire que l'on a les relations K,y = Kyz, Kzz > 0, Ky > 0 et det K > 0), auquel
cas il serait possible d’avoir un écoulement dans le sens du gradient de pression (des faibles
vers les hautes pressions).

En résumé, entre deux pavés adjacents i et j de domaines respectifs S® et SU) et de
frontiere commune A;;, on a le probleme suivant :
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FIGURE 3.18 — Subdivision en pavés (ici 20) pour le probléme de ’écoulement en fracture
soumise a des conditions limites de DIRICHLET en x et des conditions de périodicité en y.

r . vvp, =0 dans S (3.151a)
Y% :vvp; =0 dans SU) (3.151b)
Di = Dy sur Ajj (3.151c¢)
n®. (I‘(i) ~Vpi) = —nl). (I‘(j) : ij) sur A;; (3.151d)

avec n) et nU) désignant les vecteurs normaux & la frontiere Aj;j et respectivement sor-
tants aux pavés i et j. L’équation (3.151¢) caractérise I’équilibre des pressions a U'interface

Aj;j tandis que 'équation (3.151d) y énonce la continuité des flux normaux qg) et qq(q,j ),

3.3.3.1 Transformation des domaines

Pour résoudre le probleme (3.151) par la méthode des éléments finis de frontiere, il est
nécessaire de déterminer des solutions élémentaires de I’équation anisotrope (3.150), a la
maniére des équations (3.135) et (3.136). Cette fagon de procéder est bien documentée dans
la littérature (voir par exemple Brebbia et Chang (1979); Huyakorn et Pinder (1983)). Une
autre maniere de procéder existe et permet, par différentes transformations successives, de
réécrire I’équation (3.150) comme une équation de LAPLACE sur chaque pavé (Rafiezadeh
et Ataie-Ashtiani, 2012, 2013; Bourniquel, 2017). Cela permet de réutiliser le formalisme
présenté dans la section 3.3.2, c’est donc cette méthode qui sera présentée dans la suite
de cette section.

Dans ce qui suit, le raisonnement est présenté pour un pavé mais s’applique pour
chacun d’entre eux utilisant leurs propriétés respectives (géométrie, tenseurs, etc.). Le
processus qui va suivre est représenté schématiquement sur la figure 3.19 pour deux pavés
voisins (possédant une frontiére commune).

On cherche dans un premier temps & exprimer 1’équation (3.150) dans un nouveau
repere (€zx, €y,) qui est le repere principal et ou le tenseur I', est diagonal, éliminant
ainsi le terme faisant intervenir la dérivée partielle croisée. La premiere transformation
recherchée est alors une rotation d’angle 6. Ainsi, un point de coordonnées X = ze, +ye,
dans la base B = (e;,e,) aura pour coordonnées X, = z.€;x + Yi€y, dans la base
principale By = (€zx, €y«). La changement de repére peut alors s’écrire :

X, =m'X (3.152)

ou ‘R est la matrice de passage d’une rotation de la base B dans la base B, telle qu’on
ait :
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F1GURE 3.19 — Transformations successives de deux domaines voisins i et j.

cos(f) —sin(0) _ cos() sin(6)
- lsin(@) COS(Q)] R =T = [—sin(&) cos(H)} (3.153)

La transformation des opérateurs est alors :

a% - %”;* ai* %1? 8‘; — cos(0) ai* — sin(6) 8‘; (3.154a)
gy — %f”y* ai* + %32* az* — sin(6) ai* + cos(0) (9(3/* (3.154b)

ce qui donne :
;; cos?(6) aii? — 2cos(0) sin(6) 6:3;/* + in2(0)8§i2 (3.155a)
68:2 = sin?(f) aii + 2 cos(6) sin() Bafj?y* + cos?() a?j? (3.155b)
o = cos(0) sin(@)azi2 + (cosQ(H) — sin2(9)) 8:528?/* — cos(0) sin(@)aij; (3.155c¢)

o0xdy

En utilisant les équations (3.155), ’équation (3.150) se réécrit dans le nouveau repere :

2
(COS2(0)F:MU + 2cos(8) sin(6)I'zy + sin2(0)I‘yy> %—I—
2
(sinQ(H)I‘m — 2cos(#) sin(0)I'yy + COSQ(Q)Fyy) ;JpQ—i— (3.156)
2
2 (cos(@) sin(6) (Tyy — Tyz) + (0052(0) — sin2(9)> I‘xy) 885 =0
LxOYx

Si on choisit 8 comme étant I'angle principal entre la direction e;, et e,, alors le
coefficient de la dérivée partielle croisée s’annule et 1’équation (3.156) devient :
a2p 82

r = 1
et 28y*2 0 (3.157)

avec I'; et I'o les conductances principales telles que I'y > I's et 'angle principal 6 qui
s’expriment :

N-——
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I (.1550)
tan(26) = ijr_””yryy (3.158¢)

Dans ce nouveau repére, le tenseur I'y est diagonal et s’écrit :
T, = lrol FOJ (3.159)

Concernant les conditions limites sur la frontiere A;; (transformée en A;j,), la pression
reste inchangée par rotation du domaine aux points qui se correspondent dans le repere
physique et dans le repere principal. Il en va de méme pour les flux normaux car aucune
distorsion du domaine n’est engendrée par la rotation (Rafiezadeh et Ataie-Ashtiani, 2012,
2013), c’est-a-dire qu'il est possible de montrer que ¢, = Gn«, OU ¢n, désigne le flux normal
a la frontiére dans le repeére principal.

On cherche désormais a exprimer ’équation (3.157) dans un nouveau repere (€., €yxx)
ou le tenseur I',, est sphérique, réduisant ainsi I’équation (3.157) & une équation de LA-
PLACE. La seconde transformation recherchée est alors une dilatation d’un facteur o sui-
vant la coordonnée x,. Un point de coordonnées X, = x,€,. + Y€y dans la base B,
aura pour coordonnées X, = Tux€zax + Ysxywr dans la base dilatée B = (€pwx, €yux)-
Le changement de repere peut alors s’écrire :

X, =X, (3.160)

ou ® est la matrice de passage d’une dilatation de la base B, dans la base By, telle qu’on
ait :

D= ll(/)o‘ ﬂ , D= lg‘ ﬂ (3.161)

A ce stade, il faut noter que 1’équation (3.160) permet d’exprimer les coordonnées des
points et des vecteurs tangentiels dans la nouvelle base dilatée. Pour préserver 'ortho-
gonalité entre les vecteurs tangentiels et les vecteurs normaux dans ce nouveau repere,
ces derniers doivent étres transformés de la facon suivante, & un facteur de normalisation
pres :

n, x®n, (3.162)

De maniére analogue a la transformation par rotation (3.155), la dilatation meéne a
I’expression suivante pour la transformation des opérateurs :

0? 0?

E o’ T2 (3.163a)
0? 0?
* *k

En insérant les équations (3.163) dans 1’équation (3.157) et en choisissant la valeur du
coefficient « telle que :

o= =2 (3.164)
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I’équation (3.157) se réécrit comme une équation de LAPLACE dans le repére dilaté.

2 2
Ty (aifj? + (;Z:g) —TyV2p=0 (3.165)
La combinaison d’une rotation suivie d’'une dilatation a permis de transformer I’équa-
tion (3.150) anisotrope en une équation de LAPLACE (3.165), de conductance équivalente
I'2, homogeéne et isotrope sur le domaine transformé. Le tenseur de conductance est ainsi
sphérique et s’écrit alors I'y, = I'oI. Concernant les conditions limites sur la frontiere
transformée Aj;j,., la pression reste toujours inchangée par dilatation du domaine. Ca
n’est cette fois-ci plus le cas pour les flux normaux car la transformation par dilatation en-
gendre une distorsion et les vecteurs normaux sont modifiés (Rafiezadeh et Ataie-Ashtiani,
2012, 2013). On a donc g, = ¢nx 7 Gnex- 11 est alors nécessaire de trouver une relation entre
ces flux normaux dans les reperes principal et dilaté, afin de pouvoir exprimer les condi-
tions d’équilibre des flux normaux a la frontiére entre deux pavés adjacents. Tout d’abord,
on note g, = ¢rx€rx + QyxCyx €t Qyy = QrixCrix + Qyix€yix UN vecteur flux exprimé dans la
base B, et B, respectivement. La transformation de dilatation (3.160) permet d’écrire ce
vecteur flux dans la base B, a partir de ses composantes dans la base B, comme :

Qrsxx = OQzx (3166&)
Qyrx =  Qyx (3.166b)

Par définition des flux normaux et tangentiels, on a les relations ci-dessous, en notant
N, et Ty les vecteurs normaux et tangentiels respectivement.

Qrimx = Qs " Morex = Qs Npsrk T QuoexMysex (3.1673)

Qtsx = Qo " bix = Qrartasx T Quaslysx (3167b)

En remarquant que n,, et t,, sont orthogonaux entre eux et de norme unitaire, I’in-
version de la relation ci-dessus permet d’obtenir :

Qrxx = Qs Naxk + Qraxlars (3168&)
Qysx = QraxMypior T Qtaxlyyir (3.168b)

D’autre part, on a également dans le repere principal :

Gnx = Gy " e = QosxNawe T QyaTlys (3.169)

Enfin, il reste a établir une relation entre les vecteurs normaux dans les différents
reperes en utilisant la relation (3.162), avec C' un coefficient de normalisation restant a
définir et permettant d’obtenir une norme unitaire pour 7,.

CNgyx = — Ny (3.170a)
«
Cny** — ny* (3.170b)

Nous pouvons désormais introduire les relations (3.166), (3.168) et (3.170) dans 1’équa-~
tion (3.169), ce qui permet d’obtenir :

1
Gnx = a%c**acnx** + Qy**cny**

=C (Qm**nx** + Qy**ny**) (3 171)
=C (ni** + nz**) Gnxx + C (nz**tac** + ny**ty**) Qtxx

= CQn**

119



3 — Application au probléme de 1’étanchéité

Pour arriver a I’équation (3.171), le fait que 7, soit unitaire (||n.«| = 1) et que M.
et t,, soient orthogonaux (M. -t = 0) a été utilisé. Pour obtenir l'expression de C, on
utilise la relation (3.170) et le fait que le vecteur normal dans le repére principal soit
unitaire, c’est-a-dire :

Inall? = n2, +n2, = C* {(anpn)’ + 0.} =1 (3.172)

soit encore :

C= ! (3.173)

V0ene)? +n2,,

Les relations (3.171) et (3.173) permettent d’obtenir une relation entre les flux normaux
dans le repére principal, gnx, et dans le repére dilaté, gn.«. Dans ce dernier repere dilaté
ou la pression satisfait a I’équation de LAPLACE, le flux normal peut s’écrire en fonction
de la dérivée normale de la pression et de la conductance équivalente du milieu comme
(Lafe et al., 1981) :

Op

Oy

Qi = —T2 (3.174)

De plus, a la frontiere entre deux domaines, le flux normal se conserve. En tenant
compte des propriétés de transport équivalentes de chaque domaine, on a alors (Lafe
et al., 1981) :

réi)c*(i)—ap{ — 1ot i (3.175)
an*? 8n£‘1)

Pour résumer, le probleme hétérogene et anisotrope (3.151) dans le repere de base
(ex, ey) a été transformé, a I’aide d’une transformation de rotation suivie d’une dilatation
propres a chaque pavé, en un probléme hétérogéne sur I’ensemble de la fracture mais
isotrope sur chacun des pavés. Les conditions de continuité de la pression et d’équilibre
du flux normal aux interfaces inter-pavés dans le domaine transformé sont exprimées en
conséquence. Ce probleme s’écrit alors :

Vz*pi =0 dans S,Ei) (3.176a)

V2,p; =0 dans S (3.176b)

Di = Dj sur A;j o (3.176¢)
i) (i) Opi ) () _OPj

r{o® 2L (o) L sur Ajjo (3.176d)
o' onY)

Dans les équations (3.176), il*) et S*(i) désignent respectivement les domaines transfor-
més SM et SU) et Ajjex la transformée de I'interface A;; entre deux pavés (par simplicité,
la notation A;j.. a été conservée pour les deux domaines 7 et j bien que géométrique-
ment, I'interface A;; ne se transforme pas de la méme maniére selon le domaine considéré
en raison des propriétés différentes entre ces derniers qui induisent des transformations
différentes). La méthode des éléments finis de frontiere peut désormais étre adaptée pour
résoudre ce probléme, c’est 'objet de la section suivante.

3.3.3.2 Mise en ceuvre de la méthode des éléments finis de frontiére

Le probléme hétérogene et anisotrope (3.151) & résoudre dans le domaine originel
est transformé en le probléme hétérogene mais isotrope (3.176) pour chaque pavé. Ainsi,
apres application des transformations respectives a chaque pavé, il est possible de mettre
en ceuvre la méthode des éléments finis de frontiere pour le laplacien introduite dans la
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section 3.3.2 pour chacun des pavés, et d’utiliser les bonnes conditions d’équilibre et de
compatibilité aux interfaces entre pavés voisins pour obtenir la solution du probléeme. En
clair, cela revient a déterminer, dans les reperes transformés, la pression p et sa dérivée
normale dp/0n,, sur la frontiere de chaque pavé en assurant les conditions de raccord
entre les pavés. Pour cela, apres s’étre placé dans les domaines transformés respectifs pour
chaque pavé, on peut y déterminer les matrices [G] et [H] locales correspondantes. Le
systeme global d’équations aura alors la forme diagonale par blocs suivante (Rafiezadeh
et Ataie-Ashtiani, 2012), dans laquelle m, correspond au nombre total d’éléments du
probléme, n, est le nombre de pavés et ou il est sous-entendu la notation [H'] comme
désignant la matrice [H] + [I], conformément & I’équation (3.143).

[[H"|W 0 e 0 {(py»
0 [H]® o : {p}® B
: 0o .0 3( )
L 0 SRR 0 P L A (3.177)
o o ... 0 (1) '
[ ] {8p/8n*~k}
0 G1? 0 : {0p/On..}?
: 0 . 0 :
0 .. 0 [G] (np) (meme) {8p/8n**}("p) (me)

Si m; désigne le nombre de paires d’éléments connectés a l'interface entre deux pavés
voisins (c’est-a-dire le nombre de paires d’éléments inter-pavés), alors le systeme (3.177)
comporte m, équations & m.+2m; inconnues. On a donc plus d’inconnues que d’équations.
L’application de m; conditions de compatibilité (3.176¢) et de m; conditions d’équilibre
(3.176d) dans le systeme permet d’éliminer 2m,; inconnues (& chaque fois, au niveau d’une
paire d’éléments, une inconnue est exprimée en fonction d’une autre). On procede pour
cela de la maniere suivante, en supposant que deux éléments d’indices globaux ¢ et j soient
voisins :

— On supprime la j-éme colonne de la matrice globale [H'] et on I'ajoute a la i-éme

colonne. On supprime également la j-éme ligne du vecteur global {p}.

— On supprime la j-éme colonne de la matrice globale [G], on la multiplie par le facteur
—Fg)C (@) / ng o (@) puis on l'ajoute & la i-éme colonne. On supprime également la
j-eme ligne du vecteur global {9p/0n..}.

Ce processus méne donc a un nouveau systéme de m, équations a m, inconnues s’écri-

vant de la fagon suivante :

[H/](me,me—mi){p}(me—mi) = [G] (me,me—mi){ap/an**}(me—mi) (3178)

Selon les conditions limites prescrites sur la frontiere (la pression ou sa dérivée nor-
male), des inconnues peuvent se trouver des deux cotés de I'égalité (3.178). Il faut alors
réarranger le systéme de facon a faire apparaitre toutes les inconnues du probléeme d’un
méme coté de I’égalité en les rassemblant dans le vecteur noté {x}. Ceci fait, il reste alors
a résoudre le systeme linéaire obtenu.

[A{z} = {b} (3.179)

Une fois le systéme résolu, les valeurs de la pression et de sa dérivée normale sont
connues sur chaque élément fini dans le domaine transformé de chaque pavé. On peut
déterminer, toujours dans les reperes transformés, le champ de pression interne a chaque
pavé par 1’équation (3.137) et le champ du vecteur flux interne par I’équation (3.145). On
remonte enfin & leurs expressions dans le repere de base en procédant, dans I'ordre, aux
transformations de dilatation inverse puis aux transformations de rotation inverse.
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3 — Application au probléme de 1’étanchéité

3.3.4 Aspects numériques

Un programme a été développé pour la méthode a deux échelles, permettant de dé-
terminer la fuite stationnaire a I’échelle de ’ensemble de la fracture. Par la suite, il sera
désigné indifféremment par code BEM ou méthode a deux échelles. Apres avoir subdivisé
la fracture en un ensemble régulier de pavés rectangulaires, la frontiére de chaque pavé est
discrétisée en un certain nombre d’éléments finis de frontiere comme présenté sur la figure
3.20. Ce maillage doit étre le plus régulier possible pour assurer une précision suffisante de
la solution (la longueur des éléments disposés dans les directions z et y doit étre similaire).

®
Neeud

([ ] 1:/

[ ] q

Elément

FIGURE 3.20 — Exemple de discrétisation de la frontiere d’un pavé avec 5 éléments sur
les faces de direction x et 4 éléments sur celles de direction y, ce qui fait un total de 18
éléments finis de frontiere.

Ensuite, le systéme linéaire a résoudre (3.179) est non symétrique, une situation cou-
rante dans la méthode des éléments finis de frontiere (Beer et al., 2008). De plus, il est
relativement creux (selon le nombre de pavés et d’éléments utilisés) et posseéde une struc-
ture typique. Par exemple, si 'on arrange le vecteur des valeurs nodales en une partie
« pression » et une partie « dérivée normale » tel que {x} = {{p}, {Op/On.x}}, la matrice
[A] possede une structure semblable & celle de la figure 3.21. La résolution de ce systéme
passe donc par I’emploi d’un solveur approprié. Pour cela, le choix s’est porté sur MUMPS
(Amestoy et al., 2001, 2006). 11 s’agit d’un solveur direct massivement paralléle procédant
par factorisation LU de la matrice par une méthode multi-frontale. D’autre part, comme
dans le cas de la simulation directe 3.1, la non-linéarité du probléme est traitée par un
processus itératif de PICARD. En partant d’une estimation initiale de la masse volumique
sur chaque pavé (ou de la pression moyenne), le champ de tenseur de transmissivité est
calculé. La matrice et le second membre sont mis a jour et une solution en est déterminée,
permettant une nouvelle estimation de la masse volumique moyenne sur chaque pavé. Ce
processus est répété jusqu’a convergence.

Enfin, pour limiter la taille du systeme a résoudre, a ’échelle de la fracture, seuls les
amas de pavés percolants sont conservés, a la maniere du code de simulation directe de
la section 3.1. En effet, en raison de la présence de contact, il est possible que certains
pavés ne transportent aucun fluide, c’est-a-dire qu’ils aient un tenseur de transmissivité
nul. Cette situation est traitée a 'aide de l'algorithme de Hoshen et Kopelman (1976).

3.3.5 Exemples de problemes résolus
3.3.5.1 Validation numérique de la méthode a deux échelles

Cette section présente la validation numérique de la méthode & deux échelles dans
une situation ou la transmissivité de la fracture peut étre calculée analytiquement. Cette
validation permet de s’assurer du fondement de la méthode numérique développée. Les
situations ou il est possible de déterminer analytiquement la transmissivité du contact a
partir du champ de transmissivités locales sont assez rares. A I'image des exemples de
la section 3.2, placer les tenseurs de transmissivités locaux en configuration sérielle ou
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FIGURE 3.21 — Exemple de la structure de la matrice [A] pour un domaine subdivisé en
4 x 4 pavés, chacun étant discrétisé par 16 éléments finis de frontiere. En bleu la partie
« pression » et en orange la partie « dérivée normale ». La matrice est ainsi creuse a environ
90%.

Z
€y
h
(a) Vue 3D.
0.5
=l
é 0.0 1
=
-0 ‘ ‘ ‘
=75 —3.75 0.0 3.75 7.5
x [mm]

0.533 1.580 2.626 3.672 4.719 5.765 6.812 7.858
h [pm]

(b) Vue 2D.

FIGURE 3.22 — Champ des ouvertures h(z,y) de la surface synthétique « cosinus » faite
de quinze pavés, ici en série dans la direction x (rapport d’aspect distordu).

123



3 — Application au probléme de 1’étanchéité

Pavé X ho [um] T Ky [Hm?’] Kyy [H’mg]
1 y 4,38 0,792 13,64 0,454
2 x 2,253 0,763 0,083 1,786
3y 3,008 0,764 4,646 0,215
4 y 2,774 0,318 2,049 1,296
) z 1,918 0,147 0,551 0,607
6 z 3,138 0,636 0,584 4,138
7 y 4,656 0,574 12,57 2,653
8 z 2,829 0,637 0,426 3,036
9 oz 2723 0429 0,925 9,147
10y 4,757 0,258 9,863 7,305
11 = 4114 0332 4,108 6,758
12y 3,864 0,214 5,136 4,182
13y 4211 0727 11,15 0,753
14 =z 1371 0430 0,118 0,274
15 = 3,073 0,127 2,302 2,476

TABLEAU 3.2 — Valeurs numériques des parametres utilisés pour générer les quinze pavés
de la surface « cosinus » de la figure 3.22 (numéro de pavé croissant de la gauche vers la
droite).

paralléle répond a cette requéte. L’écoulement est alors unidimensionnel. Pour cela, on
considere une surface synthétique faite de quinze pavés alignés comme présenté sur la
figure 3.22. Chacun des quinze pavés est un carré de c6té L = 1 mm et 'ouverture y varie
uniquement dans la direction y (soit x ou y) de fagon sinusoide selon la relation (3.180).

h(x) = ho (1 + T cos (?)) (3.180)

Pour chaque pavé, I'ouverture moyenne hg, 'amplitude T et 'orientation y sont choi-
sies aléatoirement. Les valeurs utilisées sont données dans le tableau 3.2. Le tenseur de
transmissivité est donc diagonal sur chaque pavé et ses composantes sans glissement sont
données par les relations ci-dessous (semblables aux équations (3.118) et (3.119) de la
section 3.2).

2\5/2 13 2 3
K:2(12—T2) W 320 (3.181)
+7 12 2 12
avec les symboles || et L désignant respectivement la direction paralléle et orthogonale a la
direction x. Pour des valeurs de 0 < T < 1, on note que K; > K. Les valeurs numériques
de ces composantes sont données dans le tableau 3.2 dans le systeme de coordonnées global
de la figure 3.22 (c’est-a-dire que pour chaque pavé, Ky, = K| si x =z et Ky = K si
X =y, avec les relations inverses pour Ky, ). Lorsqu’un gradient de pression est appliqué
selon la direction « ou y, la fracture de la figure 3.22 peut alors étre assimilée a un jeu
de tenseurs placés en configuration sérielle ou parallele respectivement. De ce fait, les
transmissivités de la fracture en configuration sérielle, K, et en configuration paralléle,
K,, sont données par la moyenne harmonique et la moyenne arithmétique du champ de
transmissivité respectivement (Zimmerman et Bodvarsson, 1996). Pour la configuration
étudiée, cela donne :

K, = <Km_1>71 K, = (K,,) (3.182)

En utilisant les valeurs numériques du tableau 3.2, on obtient K, = 5,103 -107'° mm?
et K, = 2,539-107% mm?3.
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FIGURE 3.23 — Evolution des écarts relatifs des équations (3.183) entre les solutions ana-
lytiques et les solutions calculées par la méthode a deux échelles, en fonction de la densité
du maillage w.

On cherche maintenant & comparer les transmissivités obtenues par la méthode a deux
échelles en configuration sérielle ou parallele (notées KPFM et KEEM respectivement) avec
les solutions analytiques correspondantes. Pour cela, on définit les écarts relatifs entre la
solution analytique et la solution calculée dans la configuration sérielle, €, et parallele, €,
comme :

BEM __ BEM __
s I Lt ) (3.183)

K, TR,

€s

La figure 3.23 reporte les variations de ces écarts relatifs en fonction de la densité
du maillage, w, définie comme le nombre d’éléments finis de frontiére par unité de lon-
gueur d'un c6té de pavé L. Comme attendu, plus le maillage est raffiné et plus les écarts
diminuent, ’écart en configuration paralléle étant toujours plus faible que celui en confi-
guration sérielle dans cet exemple. En prenant 8 éléments par coté, on atteint 1% d’écart
relatif en configuration paralléle. En configuration sérielle, il faut prendre 16 éléments par
cOté pour atteindre un écart similaire. Comme dépeint par la ligne en pointillés, le schéma
d’éléments finis de frontiere avec des éléments constants utilisé dans ce travail présente
une convergence super-linéaire, approximativement d’ordre 1,7 en w, ce qui parait hono-
rable. Il est sous-entendu que cet ordre est entierement imputable au schéma BEM, car
suffisamment de points ont été choisis pour discrétiser la surface et donner des valeurs
exactes de transmissivités, calculées par résolution du probleme de fermeture sur chaque
pavé (voir la figure 3.7a ou la convergence est exponentielle).

Pour compléter cette section, les champs internes (pression et flux) sont représentés
pour les deux configurations sur la figure 3.24. Dans les deux cas, on retrouve bien 1’écou-
lement unidimensionnel attendu. La figure 3.25 présente 1’évolution du champ de pression
de la figure 3.24 le long de I’écoulement (sur la droite y = 0 en configuration sérielle 3.25a,
et © = 0 en configuration paralléle 3.25b). On remarque que la pression varie linéairement
par morceaux (par pavé), ce qui est conforme avec le développement du modele macro-
scopique de la section 3.2. En effet, ’écoulement est considéré incompressible a 1’échelle
d’un pavé, résultant bien en un gradient de pression constant par morceaux. Ceci valide
la méthode a deux échelles, aussi bien le calcul local des tenseurs que la résolution par le
schéma d’éléments finis de frontiere.
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FIGURE 3.24 — Champs internes calculés par la méthode a deux échelles en configuration
d’écoulement sérielle (haut) et parallele (bas). Le champ de pression est présenté avec
les couleurs allant du bleu au jaune, les lignes blanches correspondent aux isobares. Les
lignes fléchées sont les lignes de courant du vecteur flux massique par unité de largeur,
leur couleur indiquant la norme du vecteur.
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(a) Ligne y = 0 en configuration sérielle. (b) Ligne = 0 en configuration paralléle.

FI1GURE 3.25 — Champ de pression le long de lignes particulieres de la figure 3.24.
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FIGURE 3.26 — Champ des ouvertures gaussien anisotrope, avec un taux de portance
eo = 17%. Les zones blanches désignent des zones de contact.

3.3.5.2 Exemple dans une fracture synthétique

On illustre maintenant la méthode a deux échelles dans une fracture synthétique.
Afin d’obtenir un comportement fortement anisotrope & 1’échelle mégascopique, la surface
de la figure 3.26 est utilisée. 1l s’agit d’une surface gaussienne corrélée ou l'orientation
préférentielle des rugosités varie « contintiment » selon x (I’effet de rotation des rugosités
est clairement observable). Pour générer une telle surface, l'orientation de la fonction de
corrélation gaussienne est variée linéairement selon x, passant de 70 ° & 'extrémité gauche
a —40 ° a celle de droite (voir la méthode en annexe D). On rappelle que 'on considere le
champ des ouvertures comme périodique en y, et que I’on applique des conditions limites
en pression, P; et P., aux extrémités selon x. Afin de visualiser I'impact du glissement sur
la transmissivité apparente, ces conditions limites en pression sont variées, faisant ainsi
varier le nombre de KNUDSEN moyen de la fracture, Kn. Nous faisons également varier
le nombre de pavés utilisés pour subdiviser la fracture, en prenant successivement 2 X 2,
4 x4, 8 x 8et 16 x 16 pavés. Le nombre d’éléments finis sur le pourtour de chaque pavé
est de 64, une valeur suffisante pour atteindre la convergence.

Les résultats obtenus sont présentés en figure 3.27. Tout d’abord, la figure 3.27a pré-
sente le champ de pression calculé pour une valeur de Kn ~ 0,1 (donné par la relation
(3.35)) ainsi que les lignes isobares, représentées par les lignes blanches. Ici, Kn est donc
le nombre de KNUDSEN représentatif sur ’ensemble de la fracture. Les lignes de courant
sont également présentées, leur couleur représentant localement la norme du vecteur débit
massique par unité de largeur g. On observe bien un écoulement anisotrope « tournant »
avec les motifs de rugosité, et des chemins préférentiels ou le débit est plus important. On
note également que les isobares ne sont pas orthogonales aux lignes de courant, du fait
des propriétés tensorielles des lois macroscopiques.

La figure 3.27b représente qualitativement le champ des tenseurs de conductance I" par
les valeurs principales (taille des lignes) et les directions principales (orientation des lignes)
dans la configuration a 8 x 8 pavés. La couleur correspond au niveau de raréfaction sur un
pavé EKn = €\ /hg, oil ); est le libre parcours moyen représentatif sur le pavé i (utilisé
lors du calcul des tenseurs) et hg est 'ouverture caractéristique de la fracture, donnée
par I’équation (3.36). On remarque bien un champ anisotrope, image de la microstructure
sous-jacente.

La figure 3.27c¢ donne I’évolution de la transmissivité normalisée de la fracture pour
les quatre pavages différents ainsi que par la simulation directe, en fonction du nombre de
KNUDSEN représentatif sur la fracture, défini par 1’équation (3.35). On note dans chaque
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3 — Application au probléme de 1’étanchéité

Ko [mm?]

Pavés avec Ky sans K, Ecart
2x2  4,382-10719 4398-1071 37%
4x4  4516-1071° 4653-10719 3,1%
8§x8 4,779-10719% 5135-10710 75%
16 x 16 4,649-10719 5,033-10710  8,3%

TABLEAU 3.3 — Transmissivités intrinseques K| calculées par la méthode a deux échelles
en tenant compte ou non des termes non-diagonaux K, des tenseurs de transmissivité des
pavés. L’écart relatif entre les deux transmissivités est donné en prenant la valeur obtenue
avec les tenseurs pleins comme référence.

cas une variation presque linéaire a 1’échelle mégascopique. De plus, les résultats obtenus
pour les quatre pavages sont en raisonnable accord entre eux et avec la DNS. Etonnam-
ment, le pavage 2 X 2, a priori assez grossier, semble étre proche des résultats obtenus
avec les pavages plus fins. La figure 3.27d présente des résultats similaires sous forme di-
mensionnelle. La transmissivité apparente avec glissement est tracée en fonction du libre
parcours moyen représentatif sur la fracture, A = hoKn. A petit ), la transmissivité se
rapproche d’une valeur constante, la transmissivité intrinseque.

Pour clore cet exemple, il est intéressant de regarder comment se comporte la méthode
a deux échelles lorsque, sur chaque pavé, on néglige les composantes extra-diagonales des
tenseurs de transmissivité dans le calcul (c’est-a-dire K, = 0). Il s’agit d'une situation sim-
plificatrice assez courante dans la littérature lorsque 'on a effectivement K., < Kz, Kyy.
Le tableau 3.3 regroupe les transmissivités intrinseques mégascopiques de la fracture, cal-
culées pour les quatre pavés sur la surface 3.26, en négligeant ou non les termes extra-
diagonaux K, des tenseurs de transmissivité des pavés. Comme le montre la dernicre
colonne, I'écart relatif entre ces deux situations est non négligeable, pouvant aller jusqu’a
8% pour la surface étudiée ici, fortement anisotrope. Pour d’autres surfaces, il est possible
qu'un écart encore plus important soit possible. Cela démontre 'intérét de conserver des
tenseurs pleins pour la détermination de la transmissivité mégascopique, comme le fait la
méthode a deux échelles présentée dans cette section.

3.4 Résumé des procédures de calcul et exemple applicatif

3.4.1 Organigramme de modélisation

Un résumé de la méthodologie globale de modélisation numérique de 1’étanchéité des
joints métalliques est présenté en figure 3.28. La procédure commence par ’obtention de la
topographie des deux surfaces antagonistes par mesure de leur état de surface, z1(z,y) et
zo(x,y) (voir figure 3.1). Un calcul de déformation mécanique est ensuite effectué lors de
la mise en contact des surfaces, permettant d’en déduire le champ des ouvertures h(x,y)
pour un effort de serrage donné. Ce calcul de déformation peut étre réalisé avec différentes
méthodes numériques telles que la méthode des éléments finis (FEM), ou bien a laide
d’un modele réduit simplifié (MR), présenté en annexe G. Il est également envisageable de
remplacer ces deux premieres étapes par une mesure directe in situ du champ des ouver-
tures, on s’affranchit alors de la modélisation numérique du contact mécanique. Toutefois,
cette alternative reste pour le moment partiellement hors d’atteinte, notamment en raison
des résolutions spatiales requises. Une fois le champ des ouvertures de la fracture connu,
deux possibilités sont offertes pour y calculer I’écoulement et déterminer sa transmissivité
mégascopique : une résolution par simulation directe de I’équation de REYNOLDs (DNS,
voir section 3.1) ou par l'utilisation de la méthode a deux échelles (BEM, voir section 3.3).
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FIGURE 3.27 — 3.27a : champ de pression et lignes de courant calculées & Kn ~ 0,1 avec le
pavage de 8 x 8. Les lignes blanches sont les isobares et ¢ est la norme du vecteur débit
massique linéique q. 3.27b : champ qualitatif des tenseurs de conductance sur la portée
(représentés par leurs axes principaux et direction principale). La couleur correspond au
nombre de KNUDSEN moyen Kn = i /ho. 3.27¢ : évolution de la transmissivité normalisée
avec le nombre de KNUDSEN représentatif sur la fracture selon les pavages. 3.27d : évolution
de la transmissivité apparente en fonction du libre parcours moyen représentatif sur la
portée.
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Mesure de 1'état de(s) surface(s) :

Z1($,y) Z2(x7y)

Proprlet/es mécaniques
des matériaux

Calcul de contact et déformation
mécanique (par FEM, MR) :
h(z,y)

Propriétés du fluide;
modele de glissement

i l

Ecoulement par

Ecoulement par le

calcul direct (DNS) la méthode a

deux échelles (BEM)

l

Transmissivité de la Transmissivité de la
fracture par DNS fracture par BEM

F1GURE 3.28 — Organigramme de la procédure globale de modélisation numérique de la
fuite.

3.4.2 Illustrations sur des surfaces modeéles

Pour illustrer la procédure complete de modélisation numérique, tant d’un point de
vue contact qu’écoulement, on la présente sur des surfaces modeles synthétiques. L’annexe
F présente le cas d’une surface fractale auto-affine. Dans ce qui suit, le profil de la surface,
29, est décrit comme une combinaison de caractéristiques typiques (modes) que possede
une surface spiralée :

29 = Zs + Zew + Zrw + 2n (3184)

avec zs le profil de spirale, 2z, ’ondulation circonférentielle (dans la direction des stries),
zrw Pondulation radiale (dans la direction orthogonale aux stries) et z, les aspérités du
profil, qui suivent une loi normale. Une illustration en est donnée sur la figure 3.29.

Les expressions des modes sont données comme des fonctions sinusoidales par :

2 — 2 —
Zs = ’rs sin Mns _ M + s (3.185&)
L. L,
(v —
Zew = Teop sin <7r(yy0)ncw + %w) (3.185b)
Ly
. ([ 27(x — )
Zrw = Yrw Sin — 7 + rw (3.185¢)
Zn ~ N(0,042) (3.185d)

ol YT; est un parameétre d’amplitude, n; est le nombre de périodes, p; est la phase a
l'origine et o}, est la hauteur moyenne quadratique des aspérités. Les valeurs numériques
de ces parametres sont données dans le tableau 3.4, en plus de o}, = 1 um. La surface est
créée sous forme « déroulée » selon la direction des stries. Ses dimensions géométriques
sont fixées a L, x L, = 2mm x 85 mm, zg = 12,5 mm (correspondant au rayon interne
de la surface sous forme non-déroulée) et yp = 0 mm.

La surface possede alors un rapport d’aspect important (environ 42). Afin de pouvoir
effectuer un calcul de contact par éléments finis sous Abaqus, une discrétisation modérée de
la surface rigide est utilisée (500 points selon z et 360 selon y). En effet, en plus de la surface
du joint qui va entrer en contact avec la surface rugueuse rigide ci-dessus, le massif du joint

130



3.4 — Résumé des procédures de calcul et exemple applicatif

FIGURE 3.29 — Illustration schématique sous forme « non-déroulée » des différents modes
composants une surface spiralée.

Valeur de ¢ s cw  Tw

T, [rm] 2 05 1
n; 100 3 08
@; [rad] 0 w/2 =/3

TABLEAU 3.4 — Valeurs des différents parameétres Y;, n; et ¢; des équations (3.185) pour
1= S, Ccw,rw.

doit étre discrétisé lors du calcul par éléments finis, pouvant rapidement mener & un nombre
important de degrés de liberté a manipuler. Quelques précisions supplémentaires sur le
calcul par Abaqus, celui-ci est effectué avec la surface non-déroulée (au format polaire),
avec un schéma d’intégration explicite. Le joint est modélisé par un matériau de type
aluminium au comportement élasto-plastique (les propriétés sont données en annexe ).
Sa surface est discrétisée aussi finement ou deux fois plus finement que la surface rugueuse
rigide selon le cas étudié (500 x 360 éléments ou 1000 x 720 éléments respectivement). En
tenant compte de la discrétisation supplémentaire du massif, cela meéne respectivement a
11 et 45 millions de degrés de liberté.

3.4.2.1 Cas sans aspérités

On s’intéresse d’abord au cas ou la surface rugueuse est dépourvue d’aspérités (z, = 0).
La rugosité totale est alors de Ry = 7 pm. On effectue dans un premier temps le calcul
de déformation par éléments finis sous Abaqus v.2016 (résolution identique a la surface)
et par le modele réduit (voir annexe G). Ces résultats sont présentés en figure 3.31 pour
quelques valeurs de I’enfoncement adimensionnel du profil w/R;. On observe un bon accord
entre le modele réduit et les éléments finis dans la description de 'ouverture. Le calcul par
éléments finis semble ne pas détecter certaines zones de contact contrairement au modele
réduit (voir autour des zones blanches a fort écrasement). Dans ces zones, I'ouverture
y est faible et n’aura certainement pas d’impact significatif sur la fuite globale. D’autre
part, le seuil de percolation est atteint pour un enfoncement adimensionnel de 1,05 pour
le modele réduit et 0,9 pour les éléments finis. Sur les résultats obtenus par éléments finis,
il apparait que ce seuil de percolation est contrdlé par les bords du contact (constrictions
critiques aux extrémités selon ), ou la matiere est fortement cisaillée par un contact
de type « poingon ». Pour évaluer 'impact global des ces constrictions, on exclut en x les
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3 — Application au probléme de 1’étanchéité

huit premiers et derniers micrometres du champ des ouvertures lors du calcul d’écoulement
(suppression de deux bandes verticales aux extrémités). Le champ résultant possede alors
un seuil de percolation repoussé a un enfoncement de 1,6 au lieu de 0,9 précédemment !
Lors des calculs suivants, ce nouveau champ sera dénoté « FEM2 ».

Pour poursuivre la comparaison des modeles de contact, on trace sur la figure 3.30
I’évolution de la pression d’assise, grandeur mégascopique, en fonction de 1’écrasement
adimensionnel pour les deux méthodes de calcul de contact. On constate une bonne corré-
lation entre les méthodes jusqu'a w/R; ~ 0,7. Au-dela, un écart persiste. Cet écart réside
probablement dans la facon simplifiée de calculer les pressions de contact locales dans le
modele réduit, en les assimilant a la dureté du matériau, 14 ou aucune restriction n’est
imposée lors du calcul par éléments finis.

120

100H A 4 MR 0 © l

80 F 0 % |

60 Qass™ 1

P, [MPa]

40 A 4

20+ 7/;\7 i

0.0 0.5 1.0 1. 2.0

w/Rt

ot

FIGURE 3.30 — Evolution de la pression d’assise en fonction de écrasement, obtenue par
les éléments finis (FEM) et le modeéle réduit (MR) pour la surface sans aspérités.

L’écoulement est ensuite calculé par simulation directe et par la méthode a deux
échelles dans ces topographies, et les résultats comparés. Les simulations sont faites en
considérant un écoulement d’hélium, un modele glissant de premier ordre et en appliquant
les conditions limites P; = 10° Pa et P. = 1 Pa. Pour la méthode & deux échelles, un
pavage de 50 x 72 pavés est utilisé. Cela permet d’avoir 5 pavés par strie dans la direction
x afin d’y décrire correctement ’écoulement. En revanche, 72 pavés selon y semble assez
peu et mene a des pavés ayant un rapport d’aspect de 30, ce qui peut altérer en partie la
qualité de la solution numérique dans la méthode des éléments finis de frontieére (Brebbia
et Chang, 1979). Cette restriction sur le nombre de pavés est due au faible nombre de
points de la surface dans la direction y (360) qui ne permet pas d’en augmenter le nombre,
et au fait qu’il faille avoir suffisamment de points toutefois pour calculer les tenseurs de
transmissivité.

La figure 3.32 présente les champs internes a la fracture (pression du fluide et lignes de
courant), calculés par la simulation directe et la méthode a deux échelles, sur la surface
obtenue par le modele réduit & w/R; = 0,5 de la figure 3.31. Selon le cas, les zones blanches
représentent des zones de contact ou des pavés non-percolants (ceci est relié aux zones
de contact sous-jacentes). Le caractére spiralé de I’écoulement est recouvré, montrant la
capacité de la méthode a deux échelles a reproduire ce type d’écoulement. Comme précisé
précédemment, il faut pour cela un nombre suffisant de pavés sous chaque strie, ce qui
peut devenir contraignant si ce nombre est trop important (augmentation de la taille du
systéme a résoudre).

La transmissivité apparente calculée pour les différents modeles de contact et d’écou-
lement est présentée en figure 3.33, en fonction de I’enfoncement adimensionnel ou de la
pression d’assise. On note d’abord une variation de presque sept ordres de grandeur de
la transmissivité sur la plage d’enfoncement étudiée. La chute brutale vers w/R; ~ 0,15
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FIGURE 3.31 — Evolution du champ des ouvertures en fonction de I’enfoncement adimen-
sionnel selon le modeéle numérique de contact utilisé (FEM avec Abaqus ou MR) pour le
profil sans aspérités. Les zones blanches sont des zones de contact.
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FIGURE 3.32 — Champs internes calculés (pression et lignes de courant) par la simulation
directe (DNS) et par la méthode a deux échelles (BEM) sur le champ des ouvertures
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correspond a un changement de régime de I’écoulement, passant du régime de fuite ra-
diale (écoulement majoritairement selon x) au régime spiralé (écoulement majoritairement
dans les stries). Ensuite, un bon accord en transmissivité est observé entre le champ des
ouvertures calculé par la méthode des éléments finis ou par le modeéle réduit, signe que
ce dernier se comporte de maniere plutot satisfaisante. Le champ des ouvertures nommé
« FEM2 » posseéde un comportement différent de « FEM » a fort écrasement (supérieur a
0,8), et a plutot propension a poursuivre sur la tendance (représentation en pression d’as-
sise). La fuite semble donc trés dépendante de la présence des bandes de huit micrometres
aux extrémités, retirée dans « FEM2 ». Cela souléve plusieurs interrogations :

— A quel point les résultats par éléments finis peuvent-ils étre considérés comme une
référence ?

— Proche du seuil de percolation, la fuite globale du joint pour ce type d’essais est-
elle controlée par le comportement aux extrémités ? En particulier, la sollicitation
de type « poincon » est-elle représentative d’une situation d’étanchéité réelle? La
réponse a cette derniere question est vraisemblablement négative, le contact étant
plutot de type « parabolique » sur des systemes d’étanchéité réels (écrasement de
type plan sur cylindre).

— Si oui, comment améliorer le modéle réduit pour mieux prendre en compte cette
situation ?

Dans tous les cas, il semble qu’il faille enrichir le modele réduit pour décrire le com-
portement & fort écrasement (ou de manieére équivalente, a forte pression d’assise), cor-
respondant & de tres faibles niveaux de fuite. On note pour finir que la méthode a deux
échelles reproduit de maniere satisfaisante les résultats de la simulation directe, 1’écart
moyen étant situé autour de 10%. Les écarts les plus importants sont observés proches
des seuils de transition de régime de fuite radiale—spirale (vers w/R; ~ 0,15, écart proche
40%), et au seuil de percolation (écart de 90% sur FEM et 20% sur MR). Ceci est di au
fait que proche de ces transitions, I’écoulement est gouverné par des constrictions qu’il
est délicat de capter convenablement par le changement d’échelle dans la méthode a deux
échelles. Une piste d’amélioration serait de raffiner localement le pavage proche de ces
constrictions.
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FI1GURE 3.33 — Transmissivité apparente glissante en fonction de I’enfoncement adimen-
sionnel ou de la pression d’assise. La légende indique d’abord le modéle de contact utilisé
(FEM ou MR), puis entre parentheses, la méthode pour le calcul d’écoulement (DNS ou
BEM).

3.4.2.2 Cas avec aspérités

On réalise maintenant le méme exercice que précédemment en introduisant désormais
les aspérités sur la surface rugueuse. La rugosité totale de la surface est alors de R; =
14,3 um. Les champs des ouvertures obtenus par éléments finis (utilisation d’une résolution
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identique, nommée « FEM », et double a celle de la surface rugueuse, nommée « FEMHR »)
et par le modele réduit sont présentés en figure 3.35 pour quelques valeurs de ’enfoncement.
Un accord raisonnable entre le modele réduit et les éléments finis (ici avec la discrétisation
la plus fine) est trouvé dans la description de I'ouverture, y compris sous les stries. Les
zones de contact demeurent cependant légerement différentes; le calcul par éléments finis
laisse persister un nombre important de passages radiaux par rapport au modele réduit.
L’ouverture y est faible mais présente sur toute la longueur, I'impact sur la fuite globale
reste a déterminer, en particulier a fort écrasement. D’autre part, le seuil de percolation
est atteint pour un enfoncement de 0,8 pour le modele réduit et les éléments finis « basse
résolution », et 0,75 pour les éléments finis « haute résolution ».

On trace sur la figure 3.34 I’évolution de la pression d’assise en fonction de 1’écrase-
ment adimensionnel pour les deux méthodes de calcul de contact. On constate une bonne
corrélation entre les méthodes jusqu'a w/R; ~ 0,4. Au-dela, un écart permanent persiste
entre les éléments finis et le modele réduit, qui surestime ici la pression. On remarque éga-
lement que doubler la résolution du maillage du joint a un impact faible dans la prédiction
de la pression d’assise par éléments finis (FEM et FEMHR). Cette grandeur mécanique
macroscopique semble convergée et bien décrite par la plus faible résolution utilisée.
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FIGURE 3.34 — Evolution de la pression d’assise en fonction de I'écrasement, obtenue par
les éléments finis et le modele réduit pour la surface avec aspérités.

L’écoulement est ensuite calculé par simulation directe et par la méthode a deux
échelles dans ces topographies, et les résultats comparés. Les mémes conditions (fluide,
conditions limites, pavage) que dans le cas sans aspérités sont utilisées. La figure 3.36
présente les champs internes a la fracture (pression du fluide et lignes de courant), calculés
par la méthode a deux échelles, sur la surface obtenue par le modele réduit et les éléments
finis pour w/R; = 0,5. Avec le modeéle réduit, le caractére spiralé de 1’écoulement est ob-
tenu car aucun passage radial ne subsiste. Avec les éléments finis, I’écoulement est mixte,
une majeure partie passe par la spirale et une autre radialement, en particulier proche de
la sortie. On a donc ici une différence notable a priori selon le modele de contact utilisé.

La transmissivité apparente calculée pour les différents modeles de contact et d’écou-
lement est présentée en figure 3.37, en fonction de ’enfoncement adimensionnel ou de la
pression d’assise. On note d’abord une variation de sept ordres de grandeur de la transmis-
sivité sur la plage d’enfoncement étudiée. En raison des aspérités, la transition entre régime
de fuite radiale et spirale se fait ici plus progressivement que dans le cas sans aspérités.
On observe ensuite a fort enfoncement un écart d’un ordre de grandeur en transmissivité
entre le modele réduit et les éléments finis basse résolution (FEM). Cet écart est en partie
comblé par 'augmentation de la finesse du maillage du joint (courbe FEMHR). Bien que
le calcul de contact par éléments finis ayant convergé en pression d’assise avec le maillage
le plus grossier, ¢a n’est pas le cas en transmissivité. Cela montre la sensibilité importante
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FIGURE 3.35 — Evolution du champ des ouvertures en fonction de ’enfoncement adimen-
sionnel selon le modeéle numérique de contact utilisé (FEMHR ou MR) pour le profil avec
aspérités. Les zones blanches sont des zones de contact.
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FIGURE 3.36 — Champs internes calculés (pression et lignes de courant) par la méthode
a deux échelles (BEM) sur le champ des ouvertures obtenu par le modele réduit et les
élément finis & haute résolution a w/R; = 0,5.
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de la transmissivité globale & la description microscopique du champ des ouvertures. Il
est donc, de ce fait, difficile de prédire si le modele réduit est satisfaisant par rapport
aux éléments finis, il faudrait pour cela raffiner davantage le maillage pour s’assurer de la
convergence. Apres s’en étre assuré, il restera vraisemblablement a améliorer la descrip-
tion faite du contact par le modéle réduit aux fortes charges, pour décrire les passages
radiaux qui persistent (voir figure 3.35). La méthode & deux échelles reproduit de maniere
satisfaisante les résultats de la simulation directe, en particulier pour le modeéle réduit.
Pour les éléments finis, la BEM semble systématiquement surestimer la transmissivité.
Ceci est possiblement dii aux passages radiaux qui persistent sur toute la longueur de la
surface, qui forment un jeu de « constrictions », et dont I'effet est décrit de maniere im-
précise par le changement d’échelle. Comme dans le cas sans aspérités, les écarts les plus
importants entre DNS et BEM sont observés proches des seuils de transition de régime
de fuite radiale-spirale (vers w/R; =~ 0,25, écart proche 100%), et au seuil de percolation
(écart montant a 200% sur FEM). Enfin, a pression d’assise donnée, une comparaison des
figures 3.33 et 3.37 montre que la transmissivité de la surface avec des aspérités est plus
importante que sans aspérités.

1077

103~ — FEM (DNS) 1 10-5E — FEM (DNS) © o FEM (BEM) i
e — FEMHR (DNS) 3 — FEMHR (DNS) ¢ < FEMHR (BEM)
107} @ — MR (DNS) g 10798 MR (DNS) MR (BEM)
10-100 0 o FEM(BEM) |}
& A & & FEMHR (BEM)
= 1071 \o MR (BEM)
o2t )
= 10-18E
101
10°7F
10710 L L L L L L L L L L L L
00 01 02 03 04 05 06 07 08 0 20 40 60 80 100 120
w/ Ry P, [MPa]
(a) (b)

F1GURE 3.37 — Transmissivité apparente glissante en fonction de ’enfoncement adimen-
sionnel ou de la pression d’assise. La légende indique d’abord le modele de contact utilisé
(FEM, FEMHR ou MR), puis entre parentheses, la méthode pour le calcul d’écoulement
(DNS ou BEM).

3.4.2.3 Temps d’analyse

Au niveau du temps de calcul pris par la simulation directe ou la méthode & deux
échelles, il apparait dépendant de la machine utilisée et de la maniere de programmer.
Néanmoins, la comparaison de ces temps est effectuée sur un exemple de surface fractale
en annexe F. Une réduction allant jusqu’a un facteur 20 du temps d’analyse par la méthode
a deux échelles est obtenue pour le pavage le plus fin, rendant celle-ci attractive. Pour la
surface spiralée étudiée dans cette section, les résultats sont plus mitigés. En simulation
directe, un temps moyen de 40 min (écart-type 13 min) est nécessaire contre 60 min (écart-
type 11 min) pour la méthode a deux échelles, plus ou moins comparable. 11 s’agit toutefois
d’un cas particulier. En effet la surface comporte 180 000 points, soit autant de degrés de
liberté en simulation directe. Par la méthode a deux échelles, le pavage et son maillage
utilisés mene a 460 000 degrés de liberté, ce qui est contraire a la philosophie méme de la
méthode qui est de réduire la complexité du probleme. Ceci est dii au faible nombre de
points que comporte la surface dans la direction y afin de permettre le calcul de déformation
par éléments finis. Chaque pavé va donc englober un petit nombre de points (5 selon cette
direction), mais avoir un rapport d’aspect important, obligeant un maillage de sa frontiere
avec un nombre important d’éléments (ici 60 éléments finis de frontiere pour les faces selon
y, soit un total d’environ 120 éléments par pavé). Lorsque le nombre d’éléments total est
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3 — Application au probléme de 1’étanchéité

important, I’étape dominante est la construction du systéme linéaire global, qui est faite en
séquentiel. Il est possible de la réaliser en parallele en calculant d’abord les sous-matrices
sur chaque pavé séparément, puis en assemblant la systeme global. Ceci constitue une
perspective d’amélioration du code, permettant a priori une forte réduction du temps
d’analyse.

3.5 Conclusions

Cette section a présenté la démarche de modélisation de I’écoulement en fracture ru-
gueuse. Tout d’abord, I’équation de REYNOLDS pour I’écoulement d’'un gaz faiblement
compressible et incluant une condition limite de glissement de premier ordre est déve-
loppée a 1’échelle microscopique. Cette équation, assimilable a une équation de diffusion,
dépend linéairement du nombre de KNUDSEN local. Ensuite, un modele macroscopique
d’écoulement est développé sur un élément de surface représentatif. Il est montré que que
ce modele possede une forme semblable a I’équation de REYNOLDS, et fait intervenir un
tenseur de transmissivité caractéristique de I’élément de fracture considéré. Ce tenseur
n’est pas intrinseque et peut étre entierement déterminé par la résolution d’un probléme
de fermeture sur 1’élément représentatif. Une décomposition de ce tenseur en fonction des
puissances du nombre de KNUDSEN représentatif permet notamment d’isoler la partie pu-
rement visqueuse de ce tenseur des termes de correction de glissement. Tous les tenseurs
de cette décomposition sont intrinseques a la microstructure de I’élément de surface repré-
sentatif. La fracture rugueuse possédant un caractére multi-échelle, il est impossible d’en
extraire un élément purement représentatif. Une méthode a deux échelles est alors déve-
loppée dans un troisieme temps pour 'analyse de ’écoulement a 1’échelle mégascopique.
Cette méthode subdivise la fracture en pavés sur lesquels sont déterminés des tenseurs
de transmissivité. L’écoulement dans ce champ de tenseur, hétérogene et anisotrope, est
alors résolu par une méthode des éléments finis de frontiere, permettant de préserver des
tenseurs aux axes principaux quelconques. Comme exemples applicatifs, le calcul de 1’écou-
lement dans une surface spiralée modele (et avec une surface fractale, voir annexe F) est
effectué par simulation directe et avec la méthode a deux échelles. Cette derniere reproduit
de maniere satisfaisante les résultats de la simulations directe, les écarts importants étant
observés proches des transitions (radiale—spirale, seuil de percolation), 1a ou I’écoulement
est dominé par des constrictions et le changement d’échelle local hasardeux. La méthode
a deux échelles apparait comme robuste en régime glissant, en particulier, considérer des
propriétés de transport uniformes par morceaux (masse volumique, libre parcours moyen)
semble avoir un impact modéré sur la transmissivité apparente globale. Cette méthode
permet également un gain de temps dans ’analyse par rapport au calcul direct, qui peut
étre amélioré davantage.
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— Chapitre 4

Confrontation de I’approche
numérique avec des essais
expérimentaux

E chapitre offre une confrontation du « modele numérique d’étanchéité » avec des
C résultats expérimentaux existant au Laboratoire d’Etanchéité maestral. La partie
numérique consiste alors a mesurer la géométrie des surfaces rugueuses, a réaliser un calcul
de mécanique du contact pour obtenir le champ des ouvertures, et enfin d’y modéliser
I’écoulement par les méthodes numériques développées dans le chapitre 3. Il s’agit alors
essentiellement d’un chapitre de synthese, faisant le lien entre simulation numérique et
expérimentation, en vue d’en évaluer la concordance présumée.

4.1 Présentation de I'approche expérimentale des travaux
de TIili

Cette section présente I'approche expérimentale employée par Tlili (2013) dans ses
travaux de these de doctorat au Laboratoire d’Etanchéité maestral pour la mesure de
fuite en hélium au travers d’un contact entre deux surfaces rugueuses.

Les essais consistent en la mesure de fuite au travers d’un contact formé par deux
surfaces rugueuses : une portée annulaire usinée en acier et une pastille d’aluminium 1050.
La mise sous charge des deux surfaces est assurée par une presse hydraulique instrumentée,
permettant d’atteindre une pression d’assise ! souhaitée pour le contact. Le gaz traceur
utilisé est de 'hélium et la mesure de fuite se fait avec un spectrometre de masse. Une vue
en coupe du dispositif est présentée sur la figure 4.1, dont les éléments principaux sont
colorés :

— En gris, 'outil en acier, qui comporte a sa base une portée annulaire rugueuse
obtenue par tournage. Cette portée est d’'un rayon interne r; = 12,5 mm, d’un
rayon externe 7. = 14,5 mm et posséde une rugosité arithmétique de 1,6 pm.

— En bleu, la pastille métallique d’aluminium 1050 obtenue & partir d’une tole lami-
née, d’épaisseur 0,5 mm et de rugosité arithmétique de 0,3 um.

— En vert, la piece rectifiée en acier, qui permet de réduire le défaut de planéité du
support (le parallélisme est quant & lui réduit par la rotule de la presse).

— En jaune, le support en acier, auquel est relié le spectrometre de masse.

— En rouge, le joint torique en nitrile, permettant d’assurer ’étanchéité du montage
et pouvoir effectuer le vide dans la chambre secondaire avec le spectrometre.

Lorsque le serrage est effectué sous presse, la portée rugueuse va venir au contact de la
pastille métallique et former une chambre primaire, dans laquelle de ’hélium sous pression
sera injecté. De 'autre c6té de ce contact est située la chambre secondaire, dont 1’étan-
chéité avec le milieu extérieur est réalisée par le joint torique. Cette chambre secondaire
est reliée au spectrometre de masse qui y maintient une condition de vide et mesure la
fuite traversant le contact. A noter que Paluminium utilisé flue & température ambiante

1. Rapport de 'effort normal de serrage et de la surface annulaire nominale de contact.
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lSerrage
Injection
hélium
portee Pastille
& métallique
-«

Vers sortie
spectrometre

FIGURE 4.1 — Vue en coupe du dispositif expérimental de Tlili (2013). Les constituants
principaux sont : Poutil avec la portée rugueuse (gris); la pastille métallique (bleu); la
piéce rectifiée (vert); le support (jaune); le joint torique (rouge).

sous serrage, ce qui modifie 'ouverture du contact dans le temps. Quelque soit la charge
appliquée, Tlili (2013) ne constate plus de déformation de fluage apres trente minutes
a compter de l'application. Toutefois, il conviendrait a ’avenir d’utiliser des matériaux
qui ne fluent pas, pour s’affranchir de cette effet supplémentaire sur la microstructure de
I’ouverture du contact.

La procédure expérimentale commence par I’application de la pression d’assise souhai-
tée par pilotage en effort de la presse. Une pompe a vide et le spectromeétre sont ensuite
allumés et permettent d’évacuer ’hélium résiduel dans la chambre primaire et secondaire
respectivement. Ceci est réalisé pendant trente minutes pour s’affranchir notamment du
fluage considéré comme stable aprés cette durée. L’hélium est ensuite injecté dans la
chambre primaire a une pression donnée, et la position des plateaux de la presse est main-
tenue fixe (pilotage en déplacement) pour compenser effet de fond. La fuite mesurée par
le spectrometre passe par un régime transitoire avant d’atteindre sa valeur stationnaire au
bout de quelques minutes, valeur qui est enregistrée. La pression d’hélium est ensuite aug-
mentée au palier suivant, trois valeurs sont utilisées au total : 2 bar, 11 bar et 51 bar. La
pression d’assise est augmentée sur une plage allant de 20 MPa & 110 MPa, pour laquelle
la fuite sera mesurée pour les trois pressions d’hélium. Pour chaque valeur de la pression
d’assise, la pastille d’aluminium est changée. Ces séries de mesures sont répétées trois fois.

Les résultats obtenus en termes de taux de fuite en fonction de la pression d’assise sur
le contact sont donnés sur la figure 1.11 du chapitre 1. Pour faciliter la comparaison avec
les simulations, ils peuvent étre traduits en transmissivité apparente par utilisation de la
loi de DARCY pour le débit de fuite, similaire a I’équation (3.32) :

KL,
p— —_— 4.
Q P LxAp (4.1)
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4.2 Procédure numérique et confrontation avec I’expérience

4.2.1 Surface rugueuse, contact et écoulement

On s’intéresse maintenant a la modélisation numérique du processus expérimental pré-
senté dans la section précédente. Pour cela, la topographie de la portée rugueuse annulaire
a été cartographiée a l'aide d’un profilometre LASER NanoFocus pscan, en effectuant un
palpage circulaire (pour un rayon donné, on palpe selon le périmetre, puis on se décale a
I'incrément de rayon suivant et ainsi de suite). La surface sous forme déroulée possede des
dimensions de 2 mm X 84 mm. Deux résolutions de mesures ont été utilisées :

— Une basse résolution, composée de 195 x 961 = 187395 points selon = et y res-
pectivement. On a alors des pas de discrétisation de 10 pm selon z et 87 pum selon
.

— Une plus haute résolution, discrétisée par 970 x 961 = 932 170 points. Cela meéne a
des pas de discrétisation de 2 um selon x et 87 um selon y.

Les surfaces sont ensuite traitées pour ne garder que la zone d’intérét, puis redressées par
un plan des moindres carrés, pour corriger le défaut de planéité. Le résultat est présenté
sur la figure 4.2, on observe les stries du profil dues a l'usinage par tournage, ainsi que
de ondulation dans les directions paralléle (circonférentielle) et perpendiculaire (radiale)
aux stries.

Les surfaces sont ensuite mises en contact avec la pastille en aluminium, et le calcul
de déformation qui permet d’obtenir le champ des ouvertures est réalisé par le modele
réduit présenté en annexe G. La surface de la pastille est considérée comme parfaitement
lisse. Cette hypothese s’avere simplificatrice a la vue de la rugosité de celle-ci (0,3 pum,
non négligeable devant celle de la bride) et de la présence de petits sillons due au procédé
de laminage Tlili (2013). On ne tient pas compte également des potentiels effets du fluage
dans la modélisation. Le champ des ouvertures calculé est ainsi présenté sur la figure
4.2 pour quelques valeurs de la pression d’assise. Pour la surface a haute résolution, on
remarque que 'extrémité droite du profil arrive en contact en premier, et que se forme
tres rapidement (& faible charge) un canal unique de fuite. Le flux global va donc étre
essentiellement controlé par ce canal a priori, formant un passage critique. A plus forte
charge, on remarque 'arrivée en contact des différents sommets de stries du profil, ce
qui va impulser & I’écoulement un caracteére spiralé. Pour la surface a basse résolution,
on obtient un profil légerement différent. En effet, a faible charge, le contact commence
par s’établir & Pextrémité gauche de la surface. A plus forte charge, une grande partie
du sommet des stries est en contact, ce qui donnera un caractére en partie spiralé a
I’écoulement. L’extrémité droite de la surface est également en contact et laisse apparaitre
un canal de fuite dans cette zone (comme dans le cas a haute résolution). Les différences
obtenues entre les deux résolutions restent difficilement explicables, en particulier parce
qu’elles se manifestent sur les basses fréquences du profil (différence sur ’ondulation radiale
essentiellement). On peut toutefois s’autoriser & évoquer un effet possible d’une variation
de température lors du palpage (d’une durée de quelques heures a haute résolution), qui
va dilater verticalement la piece, d’'une valeur pouvant potentiellement étre de l'ordre
du micrometre. Cet effet va alors se manifester sur 'ondulation radiale du palpage. Il
conviendrait de confirmer et auquel cas corriger cet effet pour les futures études. En tout
état de cause, il y a fort a parier que ces différences entres les deux résolutions vont se
traduire par de légeres disparités dans le comportement en étanchéité.

La derniere étape consiste a calculer I’écoulement glissant dans ces champs des ouver-
tures, en appliquant les mémes différences de pression qu’expérimentalement. On utilise
de plus le modele de glissement de premier ordre.
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(a) Vue 3D de la surface de la bride & haute résolution. (b) Grossissement sur les stries.
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FIGURE 4.2 — Vues de la surface rugueuse de la bride sous forme déroulée (faux rapport
d’aspect), ainsi que du champ des ouvertures calculé a différentes charges pour les deux

résolutions.
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FIGURE 4.3 — Evolution de la transmissivité du contact en fonction de la pression d’assise,
pour les trois différences de pression.

4.2.2 Comparaison avec les résultats de Tlili

On peut & présent comparer les résultats expérimentaux de Tlili (2013) aux simula-
tions. Ces derniers sont donnés sous forme de transmissivité sur la figure 4.3. Par soucis
de simplicité, on ne présente pour I’écoulement simulé que les résultats obtenus par la
simulation directe.

Tout d’abord, on remarque qu’augmenter la différence de pression (et donc la pression
moyenne) fait diminuer la transmissivité pour une pression d’assise donnée, dans des pro-
portions non négligeables. Le phénomeéne est également mis en évidence dans les mémes
proportions sur les essais. Ce résultat est conforme & ce que l'on attend et nous informe
quant & la présence et I'impact des effets de raréfaction de I’écoulement sur la fuite. A forte
pression, ces effets tendent a étre annihilés, et la transmissivité apparente se rapproche de
la transmissivité intrinseque du contact.

Ensuite, on observe immédiatement une sous-estimation de la transmissivité avec les
simulations par rapport aux résultats expérimentaux, allant de deux a trois ordres de
grandeur selon la pression d’assise. On note néanmoins une tendance semblable de dé-
croissance lente de la transmissivité en fonction de la pression d’assise sur la plage 20 MPa
— 60 MPa, correspondant au régime d’écoulement spiralé. Avant cette zone (pour une as-
sise inférieure a 15 MPa — 20 MPa), I’écoulement est dans le régime de fuite radiale et la
transmissivité décroit trés rapidement avec le serrage. Cela n’est toutefois pas caractérisé
expérimentalement car la fuite correspondante dans ce régime dépasse le seuil supérieur
de saturation du spectrometre. Concernant les modéles numériques a haute et basse réso-
lution, on observe une bonne correspondance a faible charge, puis a plus forte charge, un
écart d’environ un ordre de grandeur persiste. Cela est di a la différence de morphologie
du champ des ouvertures selon la résolution (voir figure 4.2) et apporte la preuve que
la mécanique du contact est une étape cruciale pour bien estimer la fuite. Egalement, le
modele réduit de contact utilisé ne permet pas d’atteindre des pressions d’assise aussi éle-
vées qu’expérimentalement, le seuil de percolation du champ des ouvertures étant atteint
avant.

Les résultats du modeéle numérique d’étanchéité apparaissent alors ici comme moyenne-
ment satisfaisants, par leurs caractéres non reproductifs et donc non prédictifs d’une fuite.
Pour tenter de réduire cet écart a ’avenir, on discute des différentes sources possibles de
celui-ci dans ce qui suit.
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4 — Confrontation de 'approche numérique avec des essais expérimentaux

FIGURE 4.4 — Empreinte résiduelle du contact sur la pastille & 50 MPa (d’apres (Tlili,
2013)).

Concernant 'aspect expérimental, le montage utilisé apparait comme assez raide (en-
semble presse et montage entiérement en acier), ce qui ne facilite pas la mise en contact de
la bride avec la pastille sans un éventuel défaut de parallélisme, bien que cela ait été corrigé
au maximum par utilisation d’une rotule. Les pastilles obtenues par laminage présentent
un état de surface strié unidirectionnel, d’une rugosité relativement importante. L’em-
preinte résiduelle apres serrage est présentée en figure 4.4, et 'on remarque que les sillons
laissés par la surface rugueuse en acier sont entrecoupés par les stries de laminage, favori-
sant ainsi les fuites radiales. La présence de ces deux imperfections vont avoir tendance a
augmenter la fuite mesurée par rapport a un contact « idéal » a priori. Le comportement
fluant de la pastille en aluminium va également avoir tendance a modifier le champ des
ouvertures dans le temps, et donc la fuite (tendance a combler les anfractuosités et donc
a diminuer la fuite).

Les caractéristiques précédentes ne sont pas prises en compte dans le modele numérique
de contact mécanique pour des raisons simplificatrices. Pour améliorer la concordance
entre les résultats numériques et expérimentaux, il conviendrait d’en enrichir les modeles
numériques, ou de s’en affranchir au maximum expérimentalement. Il parait également
nécessaire de diminuer les incertitudes du modele réduit de contact lui-méme, discutées
dans 'annexe (G, pour obtenir la description la plus juste du champ des ouvertures. Avant
cela, il semble d’abord primordial de réaliser une cartographie de la surface la plus précise
possible, et pour cela de s’affranchir d’éventuels effets de dilatation thermique au cours
du palpage de la piece . Comme le montre la figure 4.2, pour deux mesures distinctes de
la surface, le champ des ouvertures calculé peut étre radicalement différent, menant a une
fuite elle aussi différente. Les surfaces mesurées se caractérisent par un profil bombé dans le
sens radial, la différence entre ces deux bombés n’étant a priori qu'un artefact de mesure.
Une fois ce champ des ouvertures déterminé, la modélisation de I’écoulement y est faite
par utilisation de I’équation de la lubrification, corrigée par ’apport d’un glissement aux
parois pour tenir compte de la raréfaction de ’écoulement (dans le régime glissant). On
pourrait questionner la validité de ’hypothese des faibles pentes dans un milieu rugueux
multi-échelle (voir le chapitre 1), mais la question qui vient a I'esprit est ici plutot celle
du glissement. Compte-tenu de la présence de vide imposée par le spectrometre, il est
vraisemblable que localement dans la fracture, la raréfaction (le nombre de KNUDSEN)
atteinte soit importante. En conséquence, le simple modele glissant de premier ordre, limité
au régime glissant, se trouve étre inapproprié et sous-estime normalement la transmissivité
apparente. Néanmoins, en se basant sur les résultats obtenus dans les puces nanofluidiques
du chapitre 2, il semble légitime de penser que I'écart avec I’expérience apporté par le
modele de premier ordre soit inférieur a un ordre de grandeur. Cela reste toutefois a
confirmer pour des géométries modéles rugueuses autres que des canaux droits, et ne doit
pas empécher le développement de nouveaux modeles d’écoulement, ou l'utilisation de

2. Pour la piéce en acier de la figure 4.1, la variation de hauteur palpée est estimée & Ah ~ 0,6 pm - K~ 1.
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méthodes dédiées aux régimes d’écoulement fortement raréfiés, afin d’accroitre la validité
physique.

Finalement, chaque étape de la modélisation numérique (palpage, contact et écoule-
ment) apporte son lot d’incertitudes, et chacune des ces contributions est difficilement
différentiable des autres dans la déviation globale observée. Il est alors tentant de vouloir
les minimiser individuellement. Il en va de méme pour les essais, ou les facteurs d’incerti-
tude sont multiples et leurs effets doivent étre estompés, pour améliorer la compréhension
fondamentale des mécanismes de 1’étanchéité d’un contact métallique.

4.3 Conclusions

Ce chapitre a présenté une comparaison du modele numérique d’étanchéité a des ré-
sultats d’essais pré-existants (Tlili, 2013). Les simulations numériques présentent un écart
important avec les résultats expérimentaux. Ceci est notamment di a la propagation et
I’accumulation d’incertitudes dans le processus de modélisation, qui est séquentiel. Tout
d’abord, il est important d’avoir une bonne description de la surface rugueuse pour en-
suite effectuer un calcul de mécanique du contact cohérent. La sensibilité sur la fuite a
été exposée par simulation de I’écoulement dans ce champ des ouvertures. L’aspect raréfié
de I’écoulement est pris en considération par un modele de glissement de premier ordre.
Compte tenu de la forte raréfaction potentielle, ce modele n’est pas totalement adapté et
sous-estime la fuite. Il faudra alors a ’avenir améliorer cette description avec des modeles
adaptés aux régimes fortement raréfiés. La partie expérimentale est également entachée
d’imperfections (défaut de parallélisme, rugosité « parasite », fluage) qui rendent 'inter-
prétation des mesures plus complexe. Des progres restent alors a réaliser des deux bords
pour permettre une description et une prédiction plus fine de la fuite, en particulier pour
les tres faibles fuites a fort serrage, d’intérét majeur en étanchéité. L’étude d’autres motifs
de rugosité peut également étre envisagée, par exemple une surface spiralée de plus faible
rugosité arithmétique (0,4 um), pour laquelle le chemin de fuite est plus complexe.
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Conclusion générale et
perspectives

ES joints d’étanchéité métalliques sont utilisés dans bon nombre de domaines industriels
L et peuvent en conditionner les performances. Dans ces systémes, la liaison a étancher
est formée de deux surfaces métalliques rugueuses mises en contact 1’'une contre I'autre.
L’espace interstitiel libre entre les deux antagonistes forme alors une fracture, aux épontes
imperméables. L’efficacité en étanchéité de cette fracture va alors dépendre de sa connec-
tivité, qui peut étre controlée par un motif de rugosité particulier et un effort de serrage
approprié, ainsi que de la nature du fluide a étancher. L’étude de son comportement est en
revanche complexe car le probleme est multi-physique (contact mécanique, écoulement de
fluide, effets thermiques, etc.) et multi-échelle (défaut de surface allant de I'ondulation aux
aspérités). Ce travail s’est alors attelé & la modélisation numérique de 1’écoulement d’un
gaz raréfié en régime glissant dans ce milieu. De fagon générale, la modélisation procede
par découplage des approches, on détermine d’abord le champ des ouvertures par mise
en contact et déformation des surfaces, puis on calcule ’écoulement dans celui-ci. Il n’y a
donc pas d’interaction entre le fluide et la structure, et la procédure est séquentielle.

Dans un premier temps et afin de se concentrer sur ’aspect écoulement, en s’affran-
chissant du calcul du champ des ouvertures, des puces nanofluidiques sont fabriquées par
photolithographie en niveaux de gris. Ces puces comportent des structures de type canaux
droits ou réseaux hétérogenes de canaux droits, a la géométrie connue et relativement bien
maitrisée. Leurs profondeurs, dans la gamme 100 nm—500 nm, sont choisies pour étre sem-
blables a celles rencontrées dans les joints d’étanchéité. Des mesures de fuite en hélium y
sont réalisées grace a un spectrometre de masse, qui produit une condition proche du vide
en sortie, alors qu’en entrée, la pression est variée pour atteindre un niveau de pression
moyenne désiré sur la puce. Les nombres de KNUDSEN moyens alors atteints sur ces puces
s’échelonnent d’environ O (1071) 4 O (103). Ces résultats expérimentaux sont ensuite com-
parés a des simulations de type réseau de pores, utilisant des modeles de glissement de
premier ordre ou phénoménologiques de la littérature. On montre que malgré la forte ra-
réfaction atteinte, ces modeles décrivent de maniere acceptable la fuite macroscopique et
permettent d’obtenir le bon ordre de grandeur. En particulier, on observe un comporte-
ment fuite-pression moyenne suivant une loi puissance d’ordre un pour des nombres de
KNUDSEN typiquement dans le régime de transition et au-dela. A plus faible raréfaction,
on entrevoit le comportement du second ordre des régimes hydrodynamique et glissant,
qu’il conviendrait de révéler davantage en effectuant des mesures a plus haute pression
encore. Des améliorations au niveau de la modélisation sont envisageables, notamment
par l'introduction des géométries gravées des canaux (de section plutdt parabolique), ou
encore par ’emploi de méthodes dédiées aux écoulements fortement raréfiés. Ces expé-
riences et les modélisations qui les accompagnent permettent d’augurer plus sereinement
I’étude des écoulements en fracture rugueuse par un modele glissant de premier ordre,
sous des conditions de raréfaction assez importantes. Il conviendrait toutefois de s’assurer
de résultats similaires avec des géométries rugueuses modeles autres que des réseaux de
canaux droits, et qui soient plus représentatives encore d’un systéme d’étanchéité.

Les écoulements de gaz raréfiés en fracture rugueuse sont ensuite abordés dans le
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cadre de la théorie du glissement. En supposant une micro-géométrie aux faibles pentes,
I’équation de REYNOLDS corrigée du glissement est formellement développée a partir de
I’équation de STOKES et d’une condition générale de glissement de premier ordre aux pa-
rois. On montre que cette équation est d’ordre deux en la pente des aspérités de la surface
et d’ordre un en le nombre de KNUDSEN. A partir de ce résultat, un processus de change-
ment d’échelle est effectué en usant de la méthode de la prise de moyenne volumique, sous
I’hypothese d’un écoulement faiblement compressible, ce qui permet de déduire un modele
macroscopique d’écoulement a 1’échelle d’un élément représentatif de fracture. Ce modele
relie alors le débit massique macroscopique au gradient de la pression moyenne par un ten-
seur de transmissivité, similairement a une loi de DARCY. Ce dernier peut étre entierement
déterminé par résolution d’un probleme de fermeture auxiliaire sur 1’élément représenta-
tif, et est fonction de la microstructure ainsi que du libre parcours moyen représentatif
sur celui-ci, caractérisant la raréfaction. Le tenseur obtenu n’est donc pas intrinseque a
I'ouverture. Une décomposition en série selon les puissances du petit parametre qu’est
le nombre de KNUDSEN a permis d’en exhiber la partie purement visqueuse des termes
de correction de glissement dans une suite de tenseurs. Ces tenseurs sont cette fois-ci in-
trinseques au champ des ouvertures et sont déterminés par résolutions de problémes de
fermeture couplés. Par troncature au premier ordre, on établit alors le modele linéarisé
équivalent de KLINKENBERG en fracture. On montre sur quelques exemples que 1’évolution
de la transmissivité apparente en fonction du nombre de KNUDSEN est croissante et géné-
ralement non-linéaire a 1’échelle de 1’élément représentatif. Cette propriété est le résultat
de I’hétérogénéité de la microstructure, entrainant un écoulement qui n’est généralement
pas unidimensionnel, de telle sorte que la linéarité microscopique du modele de glissement
n’est pas préservée lors du processus de moyennage.

Pour accéder a la propriété de transport a I’échelle de ’ensemble de la fracture (celle du
joint d’étanchéité), une méthode & deux échelles est développée. La premiére étape consiste
a subdiviser la fracture en pavés et a en déterminer leur tenseur de transmissivité propre,
qui sera fonction des microstructures et libres parcours moyens sur ceux-ci. Cela constitue
la nouvelle échelle locale, ou les propriétés sont définies uniformes par morceaux. Ensuite,
I’écoulement dans ce champ de tenseurs est résolu par une méthode des éléments finis de
frontiére pour remonter a la transmissivité apparente a I’échelle de la totalité de la fracture.
Par comparaison a la simulation numérique directe sur des fractures modeles, la méthode
a deux échelles a montré sa robustesse en fournissant des résultats en bon adéquation avec
celle-ci. En particulier, pour les surfaces « raisonnables », un nombre relativement restreint
de pavés peut étre utilisé pour obtenir une bonne approximation de la transmissivité
apparente, montrant la sensibilité limitée quant a l'utilisation de propriétés de transport
uniformes par morceaux. Ce modele permet alors d’estimer la performance en étanchéité
d’une fracture en un temps diminué par rapport a une simulation directe. Une réduction
allant jusqu’a un facteur vingt est obtenue dans les exemples traités. Néanmoins, des écarts
significatifs par rapport a la simulation directe apparaissent lorsque ’écoulement global
est dominé par des constrictions critiques (typiquement proche du seuil de percolation).
Dans ces cas, il est délicat d’estimer localement et convenablement des transmissivités
locales sans raffiner fortement le pavage, ce qui se fait au détriment du temps de calcul de
la méthode.

Un exercice applicatif sur une surface spiralée modele a permis d’illustrer la procédure
de modélisation de fuite dans son ensemble. Le champ des ouvertures est d’abord calculé
en fonction de 'effort de serrage par éléments finis sous le code Abaqus ainsi que par un
modele réduit. L’écoulement y est ensuite calculé par simulation directe et par la méthode
a deux échelles. Une forte sensibilité de la fuite est observée selon le modele de contact
utilisé, montrant 'importance de la caractérisation du champ des ouvertures. Dans chaque
cas en revanche, on montre un bon accord entre les deux méthodes d’écoulement en terme
de fuite obtenue. La particularité des surfaces spiralées qui est de n’avoir plus qu’un
chemin de fuite unique a partir d’'un certain serrage oblige cependant a opter pour un
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pavage assez fin ; de plusieurs pavés sous chaque strie. Cela peut devenir limitant pour des
surfaces de grandes dimensions en terme de temps de calcul, rendant la méthode a deux
échelles moins attrayante pour ce type de surface. Une programmation plus adéquate,
parallélisant certaines taches, devrait permettre d’amoindrir ce désagrément.

Une comparaison du modele numérique d’étanchéité avec des résultats expérimentaux
antérieurs a été réalisée. Des écarts importants sont observés et la fuite est sous-estimée.
Une partie de ces écarts est imputable a chaque étape de la modélisation numérique tels
que la mesure de la surface, le modele de contact et ’écoulement. Pour ce dernier, il est
attendu que le modele glissant de premier ordre sous-estime la fuite (toutes choses égales
par ailleurs), compte tenu des fortes raréfactions lors de I'expérience. Une autre part de ces
écarts provient de la configuration expérimentale, notamment de la rugosité des pastilles,
qui n’est pas considérée dans le modele numérique. Il faudrait pouvoir s’en affranchir a
I’avenir en utilisant des pastilles de rugosité bien inférieure & celle de la portée ou I'intégrer
dans le modele de contact, et également limiter les défauts de mesures suspects.

ERTAINES perspectives émergent a la lumiere de ce travail. Tout d’abord, nous avons
C vu qu’il était primordial dans ’estimation de la fuite de disposer d’un champ des
ouvertures le plus fidele possible a la réalité. Cela passe par une bonne description du
contact entre surfaces rugueuses, de la plus grande a la plus petite échelle. En particulier,
les effets de la déformation plastique sur le bouchage prématuré des anfractuosités doivent
étre perfectionnés. On peut également attirer I’attention sur le comportement au niveau
des bords du contact, qui paraissent contréler le comportement global dans certains cas.
Enfin il pourrait étre utile pour le modeéle de décrire le contact lors de la décharge du
systeme, situation menant a des comportements expérimentaux en fuite différents de ceux
lors de la charge, et qu’il est bien souvent utile de connaitre en pratique. D’un point de
vue des méthodes pour le contact rugueux, 'aspect multi-échelle rend prohibitif I'usage
de simulation directe. On peut alors se demander en quelle mesure le développement d’un
modele multi-échelle ou a séparation d’échelles est possible, dans 'idée de ce qui est fait
pour les écoulements. Ceci permettrai d’accélérer le calcul du champ des ouvertures. Pour
valider la justesse de ces modélisations, une observation expérimentale directe du champ
des ouvertures au cours de 1’écrasement serait également un plus.

En ce qui concerne les écoulements, il a été observé lors des essais sur les puces que le
comportement macroscopique était raisonnablement bien répliqué par un modele d’ordre
un. Il conviendrait de valider ceci dans des géométries rugueuses modeles, davantage repré-
sentatives d’'un champ des ouvertures joint—bride. Le point majeur d’amélioration concerne
I’aspect raréfaction au-dela du régime glissant et la physique a petite échelle. Est-il alors
possible de développer des modeles effectifs locaux pour décrire ’écoulement fortement
raréfié 7 Pour intégrer cet aspect fortement raréfié dans la méthode a deux échelles, une
approche hybride est envisageable, dans laquelle ’estimation des tenseurs de transmissivité
apparents sur chaque pavé serait réalisée par une méthode probabiliste de type DSMC.
Cela permettrait de se libérer de la dépendance & un modele de glissement au domaine de
validité donné.

L’amélioration de la modélisation de I’écoulement en présence de constrictions peut
passer par ’emploi d’un pavage adaptif, localement raffiné proche de ces constrictions.
Une autre approche trés différente consisterait en la construction d’un réseau de pores
ad hoc sur le champ des ouvertures, permettant une analyse assez fine du comportement
proche du seuil de percolation. Enfin, un autre aspect peu abordé dans ce manuscrit
concerne l'aspect instationnaire de I’écoulement. L’adaptation des méthodes a cette spé-
cificité et la validation a des résultats expérimentaux permettrait de déduire le coeflicient
d’emmagasinement, information supplémentaire sur le champ des ouvertures.
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— Annexe A

Compléments sur les réseaux
de canaux droits

UELQUES compléments d’informations sur les puces de réseaux de canaux droits du
Q chapitre 2 sont apportés dans cette annexe. Les géométries des cinq puces de ré-
seaux hétérogenes sont données sur la figure A.1. On remarque 'arrangement différent
des profondeurs gravées des liens selon la réalisation aléatoire ainsi que ’absence de lien
entre certains nceuds. On présente également un réseau homogene ou chaque lien est de
profondeur 500 nm.

La figure A.2 présente les débits massiques traversant les liens des différents réseaux,
résultats des simulations par réseau de pores. Les simulations ont été réalisées en consi-
dérant un modele glissant de premier ordre, une pression amont P; de 2-10° Pa et une
pression avale P, de 1 Pa, soit une pression moyenne de p = 10° Pa. On observe alors un
comportement variable selon les réseaux. Dans le réseau R#1 par exemple, le flux n’est
conduit que par quelques liens en majeure partie. Pour les autres réseaux, le transport se
fait de maniére plus homogene sur ’ensemble des liens. Pour le réseau homogene R500,
on retrouve bien un écoulement globalement unidimensionnel, se faisant dans 11 rangées
de canaux en parallele, les liens transverses ne transportant pas de fluide.
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F1GURE A.1 — Géométrie des réseaux hétérogenes et d’un réseau homogene. La couleur
donne la profondeur gravée des liens.

164



y [mm]

y [mm]

=

« [mm]

(a) Réseau R#1.

o
o
wl
=
o

(e) Réseau R#25.

FIGURE A.2 — Débit massique dans les liens des réseaux a p = 10° Pa.
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— Annexe B

Mesures de fuite dans les
puces

LES résultats des mesures de fuite sur les puces sont regroupés dans cette annexe. Ils
sont donnés sous forme de conductance adimensionnelle, C', en fonction du nombre
de KNUDSEN moyen sur la puce, Kn. Les deux lots de puces, L0O70 et L.107 sont présentés.

On rappelle que la conductance adimensionnelle est obtenue en normalisant le taux de
fuite de la fagon suivante :

Q [oML,

C=——"57
= ho*Ap\ RT L,

(B.1)
ou hg est choisie comme 'ouverture intrinseque caractéristique de la puce (tableau B.1), a
partir de la transmissivité intrinséque obtenue par simulation sur la géométrie idéale des
puces (sans considérer les formes réelles des sections de types paraboles, etc.).

On mentionne également la définition du nombre de KNUDSEN moyen sur la puce :

u |mRT

K= A [TRL
N Tho\ 2

(B.2)

Dans les figures qui suivent, les courbes en traits pleins représentent les résultats ob-
tenus par simulation numérique :

— En noir, le modele sans glissement.

— En bleu, le modele glissant de premier ordre de Burgdorfer (1959).

— En vert, le modeéle phénoménologique de Beskok et Karniadakis (1999).

— En rouge, le modeéle phénoménologique de Alexander et al. (1994).

Pour les canaux droits d’ouverture uniforme, il s’agit directement des lois (2.44) & (2.47)
pour dix canaux en parallele. Pour les réseaux, il s’agit de 'implémentation de ces lois
dans le modele de réseau de pores. Les points gris représentent les mesures expérimentales.

Puce L, [mm] L, [mm] hg [nm]
R100 ) ) 28,02
R200 5 5 56,04
R300 5 5 84,06
R400 5 5 112,08
R500 5 5 140,10
R#1 5 5 63,57
R#10 5 5 56,25
R#15 5 5 69,58
R#20 5 5 64,47
R#25 5 5 66,85

TABLEAU B.1 — Propriétés des différentes puces.
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FIGURE B.1 — Canaux droits d’ouverture uniforme du wafer LO70.
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— Annexe C

Discrétisation en volumes finis

ETTE annexe présente le schéma de discrétisation en volumes finis des problémes de
fermeture de la section 3.2, permettant de déterminer les différents tenseurs macro-
scopiques K et K, (p=0,1,2,...).

C.1 Formulation pour le probleme de fermeture complet
On s’intéresse a la discrétisation du probléme de fermeture complet (C.1) par la mé-

thode des volumes finis (Moukalled et al., 2016). On rappelle que k est la transmissivité
locale de la fracture.

V.- (k{I+Vb})=0 dans Sg (C.1a)
Neg- (I +Vb)=0 sur Cop (C.1b)
b(x + I1;) = b(x) i=x,9 (C.1c)

C.1.1 Discrétisation en volumes finis du probleme

Le probléeme de fermeture complet (C.1) est établi pour une fracture dont I'ouverture
varie continument dans ’espace. Si ’on considere une ouverture qui au contraire est connue
de manieére discrete en un certain nombre de points et qui, de plus, est considérée uniforme
par morceaux (c’est-a-dire k& uniforme sur chaque cellule du maillage), le probleme de
fermeture doit étre formulé lui aussi de maniere discrete. On doit de ce fait assurer la
continuité de la pression p et du flux n-kVp a la frontiére entre deux cellules. Dans ce
cas, le probleme & résoudre peut s’écrire pour chaque cellule :

V.- (ki {I+Vb})=0 dans Q; ; (C.2a)
[b] =0 sur C; (C.2b)
[n-k{I+Vb}]=0 sur C; (C.2c)
b(x +1II;) = b(x) i=x,y (C.2d)

Dans les équations (C.2), €; ; désigne le domaine de la cellule d’indices (7,7) et C; ;
sa frontiere, n est le vecteur normal unitaire a la frontiere entre deux cellules adjacentes
et [¢)] désigne le « saut » de la grandeur v entre deux cellules (c’est-a-dire, entre deux
cellules d’indices (7,7) et (4,5 + 1) par exemple, [1)] = 15 ; — 15 j4+1). On se convaincra
que l'équation (C.2b) établit la continuité de la pression pour le probleme de fermeture
tandis que I’équation (C.2¢) donne la continuité du flux pour le probléme de fermeture.
Dans cette formulation du probléme, on ne tient pas compte des zones de contact dans
la fracture ce qui ne modifie en rien le raisonnement comme montré plus loin dans ce
chapitre. Comme F; ; est uniforme sur chaque cellule, le probleme (C.2) peut se réécrire
de maniére équivalente :



C — Discrétisation en volumes finis
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F1GUrReE C.1 — Schéma du maillage cartésien régulier de l'ouverture de la fracture. La
cellule de contrdle centrale (i,j) est entourée de quatre voisines aux points cardinaux,
avec lesquelles elle partage une frontiere commune (traits pleins). Les flux aux travers de
chaque face sont définis en un point central de cette face.

Vb =0 dans §; ; (C.3a)
b] =0 sur C; ; (C.3b)
[n-k{I+Vb}]=0 sur C; ; (C.3¢)
b(x +1II;) = b(x) i=x,y (C.3d)

Ce résultat peut se démontrer de la fagon suivante en raisonnant selon la composante
xz de b (notée b dans ce qui suit par souci de clarté) sur la cellule (i,j) par exemple.
On commence par intégrer I’équation (C.2a), en utilisant également le théoreme de la
divergence :

/ V- (ki {I+ Vb})dQ = jé ki (I+Vb)dl =0 (C.4)
i Ci,j

Comme présenté en figure C.1, on introduit des points proches de chaque frontiére de
cellule et distants de celle-ci de ¢, dans 'optique de faire tendre § vers 0 pour obtenir la
valeur de chaque grandeur recherchée au niveau des frontiéres. De cette fagon, ’équation

(C.4) se réécrit comme :

ab ob
limki,jéy (1 + 87 ) — k@jé’y (1 + (97 ) +
6—=0 Tlij+3-6 Tlij—3+6 (C.5)
ob ob )
ki j0w — — ki j0p — =0
Jy i+1—6,j dy i—1+44,j

Soit encore de la maniere suivante, qui est un laplacien discret :

ob
li —
5% 9

ob
N ! dy

ob
il Oy

ab
— 6y —
ij+1—6 Ox

=0 (C.6)
i—1+4,5
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C.1 — Formulation pour le probléme de fermeture complet

Le méme résultat serait obtenu en partant de ’équation (C.3a). Les problemes (C.2)
et (C.3) sont donc équivalents. De maniére similaire, on aurait un résultat identique selon
la composante y de b. Cela montre également que les problemes pour les composantes
by ou by de b sont complétement séparés. Pour aboutir a la formulation discrétisée du
probléme (C.3), on commence par écrire les développements de TAYLOR sur les variables
b. De méme que précédemment, on donne le développement pour la composante x de b
que 'on note b dans ce qui suit :

bij-1=
bij =

bit1,j =

)

bim1j=b_1 55~

bi]’:

=b i1t —

7]75

bi—i—%—é,j

bi+%+6,j +

bif%+5,j +

m\@" 1\3\@04 w\@q m\@" w\&' oS | w\;?’

Ay,

(C.7a)
(C.7b)
(C.7¢)
(C.7d)
(C.7e)
(C.7f)
(C.7g)

(C.7h)

En utilisant le fait que les sauts de b soient nuls aux frontieres d’apres I’équation (C.3Db)
et en soustrayant deux a deux les équations (C.7), on obtient :

bij+1 = bij =
bij—1 — by =
bit1,; — bij =
bi—1,; —bij =

0z [ Ob 0b
2 (895 ij+5+6 o ij+5—0
Oy <ab b
2 \ Oz i,j—3+6 Ox ij—%1—0
3 (f% b ) +0(5,)
2 \ 0y i+146,j Oy i+1-58j
by («% L
2 \ dy i—148; oy -

> +0 (6.%)
) +0 (8,%)

) +0(9,?)

(C.8a)

(C.8b)

(C.8¢c)

(C.8d)

D’autre part, le saut de flux entre chaque cellule (C.3¢) implique les relations suivantes :

b (14

0b 0b
k‘ 1+ — = ki,jfl 1+ —
Ox 7,]—§+5 Ox Lj—%—é
0b 0b
] o i+1,7 5
7 oy i+1-5,j 7 oy i+340,
ob 0b
ki,‘ a_ = kz 1,7
! ay if%Jr&,j ! ay Z,,, J

ox

0b

0b
=k |
z]+5> I ( " Ox

,j+ +6>

(C.9a)

(C.9b)

(C.9¢)

(C.9d)
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C — Discrétisation en volumes finis

Comme le montre les équations (C.9), si une cellule voisine de la cellule centrale (i, j)
posséde une transmissivité & nulle (cellule modélisant une zone de contact dans la fracture),
on retrouverait bien la version discrete de la condition de flux nul au niveau d’un contact
dans le probleme (C.1). Des équations (C.9) on peut exprimer les différentes dérivées
partielles de b au niveau des faces, en « dehors » de la cellule (7,j) en réarrangeant les
termes :

% _ hig (g, O ~1 (C.10a)
Orl;jrlys  Kijir Ol j11-s

2 _ iy (00 9 (C.10b)
Oxlij-1-s  kij Oxlij-1is

ob _ kij 0 (C.10c)
Ay i+1+44,j kit1,; Oy i+1-0,j

b _ ki 0 (C.10d)
oy i—3—5,j ki1 Oy i—146,j

En insérant les expressions (C.10) dans les relations (C.8) et en réarrangeant les termes
convenablement, on exprime cette fois-ci les différentes dérivées partielles de b sur les faces,
a « l'intérieur » de la cellule (i, j) de la maniere suivante :

% i = {i (bijr1 — bij) + k?zgl-;lj;ku} ki’jkj‘r,jZ:jH + O (6z) (C.11a)
% ij—14s - {—5230 (bij—1 — bij) + ki,j];:j—lki,j } ki’jkfl;:jl + O (6z) (C.11b)
ZZ 1 = ;y (bi+1,5 — bij) k”k—:rllfirlj + O () (C.11c)
ZZ ilysj _52y (bi-15 = bi) k]l:;ij_lj +0(9y) (C.11d)

En reportant les relations (C.11) dans I’équation (C.6) et en multipliant par k; ;, on
obtient :

5 ki ik i1 5 ki ki1
00 (b, iy — by ) iRl 9Oy gy Kigigo1
Oz (i1 9) ki 4+ kij+1 Oz (big—1 3) kij 4+ kij—1
Oz ki jkiv1, 0z ki ki1,
2= (bit1,y — bij) === 4+ 2 (bi1j — bij) —L———— C.12
v (ovt = bis) kij+kivng oy T kit ki (c12)
[ [
6 kl 2y Z7]+1 + 5 k’L Y] 2] 1 — O
kg +kiger 7 ki 4 ki

La relation (C.12) est fondamentale car elle fournit les coefficients des termes b inconnus
ainsi que le terme source au niveau de chaque cellule, permettant alors de former le systéme
linéaire associé au probléme de fermeture discrétisé (C.3). Un raisonnement analogue pour
la composante y de b permettrait de montrer que seul le terme source est différent par
rapport & la composante en x, les coefficients des termes b restant inchangés. Pour résumer,
on a:

Terme au centre (b; ;)

2573/ ki jki j+1 ki jkij—1 26i
O km’ + ki,j—i—l k?m‘ + k?i,j—l 51/

Vit + Jvi—1,j (C.13)
kij+kivry  Kig+kioig
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C.1 — Formulation pour le probléme de fermeture complet

Terme a ’est (b; j+1)

=
Terme a ’ouest (b; j_1)
_ Qgi kkjfkjjll (C.15)
Terme au nord (b;y1,;)
_ 2‘2;0 kkjf;:] (C.16)
Terme au sud (b;—; ;)
_ gzkkjﬂfklﬂlj (C.17)
Terme source selon z
o (i) €
Terme source selon y
kij —kiv1;  kij—ki—1
ok (- ) 1

On a alors deux systémes linéaires indépendants a résoudre pour déterminer b, solution
du probléme de fermeture (C.3). Ces sytemes sont les suivants, écrits sous forme matricielle
par exemple :

[ My My -+ My | b1 Sp1

Moy ’ : bat:2 _ 33'52 (C.20a)
| M M;nm_ bom Sem
My Mz -+ Mim| (b, Sy1

Moy : bg.ﬂ _ 8?2 (C.20b)
! M;nl . . M1;1m_ bym Sym.

Dans les équations (C.20), la matrice carrée [M], de taille m égale au nombre total
de cellules du maillage, est formée par les différents coefficients aux points cardinaux de
chaque cellule (centre, nord, sud, est et ouest). Cette matrice est identique pour les deux
systémes. Les vecteurs {b,} et {b,} sont les inconnues tandis que les vecteurs {s,} et {s,}
sont formés a l'aide des termes sources selon x et y respectivement (équations (C.18) et

(C.19)).

C.1.2 Détermination du gradient en milieu hétérogene

Il peut étre nécessaire d’avoir a déterminer le gradient d’une certaine quantité dans
une cellule, sur un maillage dont les transmissivités locales sont hétérogenes (par exemple,
déterminer Vb entrant dans la définition du tenseur de transmissivité macroscopique K).
Pour cela on utilise 'approximation de GREEN-GAUSS qui donne le gradient moyen au
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C — Discrétisation en volumes finis

barycentre de la cellule (Moukalled et al., 2016). Pour une quantité quelconque v, cela
s’écrit dans le cas discret :

Vi

ij = S Zwklknk (C.21)

4 k=1

Dans I’équation (C.21), S;; désigne la surface de la cellule (4, ), f est le nombre de
faces de la cellule, 1 est la valeur de la quantité ¢ & la frontiére (face) d’indice k, de
longueur [/; et de normale unitaire ng.

Pour notre probléeme de fermeture, on cherche a exprimer Vb. En raisonnant encore
une fois pour la composante = de b uniquement et en utilisant la relation (C.21), on a :

ob 1

Iz ; - 020y (%biﬂ*% B 5ybz',j—§) (C.22a)
ob 1

Al - 020y (&”bi%u‘ B 5$bi—%,j) (C.22Db)

Or, d’apres les équations (C.7), on sait que :

.0y Ob
bijer =lmb;; 1 5= bi;+ lim = = el (C.23a)
.0y Ob
bijoy =Hmb;; 1 5=bij— lim = - ebes (C.23b)
.0y Ob
bi+%,y - %l_ﬂ% bz+2 —55 = bij+ hg% 2 ay iy (C.23¢)
.0, Ob
by =lmb, 15, =bi;—lim =2 i1 ia; (C.23d)
En insérant les expressions (C.23) dans (C.22), on obtient :
1
CLI T (8‘) & ) (C.24a)
ox i, 6—02 \ Ox i7j+%—5 ox Lj_%_;'_(;
b 1(0b b
9 _ iy L <a o ) (C.24b)
Oylij o202\ ylivls;  OYli-iys;

En utilisant maintenant les relations (C.11) dans (C.24), on aboutit aux expressions
recherchées :

% _ ki1 brij+1 — bziy _ kij—1 buij—1— bzij
Oz |;;  kij+kij Oz kij+kij1 Oz
J j j j j (C.250)
1 (ki — ki n kij—kij—1
kij+kijr1  kij+kij—1
Obe|  _ kiviy beivij—beij  Kicay beicig—beig (C.25D)
oy ij ki,j + ki+1,j (5y km‘ + ki—l,j 5y

De facon analogue, le gradient de la composante en y de b s’exprime :
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Oby|  _ kigrr byiger—byij ki byijo1—byij (C.26a)
Oz li;  kij+kij+ Ox kij + kij—1 Oz

Oby|  _ kiviy byivig—byiy  kicny byicig—byig

Oy lij ki +kiv Jy kij + kio1, dy

1 <ku — kit1 . kij —ki—1,

(C.26b)
2 \kij+ ki1 kij+ kz‘—l,j)

C.2 Formulation pour le probleme de fermeture décomposé

On s’intéresse maintenant a la discrétisation par la méthode des volumes finis du pro-
bleme de fermeture décomposé a ’ordre p, donnant lieu a p+ 1 sous-problémes intrinseques
qui sont les suivants. On rappelle que h est I'ouverture locale de la fracture.

Sous-probléeme a l’ordre zéro

V- (h*{I+ Vbo}) =0 dans Sy (C.27a)
Neg- (I +Vbg) =0 sur Cop (C.27b)
bo(x + IL;) = bo(x) i=x,y (C.27¢)

Sous-probléme a 1’ordre un

V- (B {I + Vbo} + h*Vby) =0 dans Sg (C.28)
Ngg Vb1 =0 sur C,p3 (C.28b)
bi(x +I1;) = b1 (x) i=x,Y (C.28¢)

Sous-probléme a 1’ordre p > 2

V- (RVbp_1 +h*Vb,) =0 dans Sg (C.29a)
Neg-Vbp =0 sur C,p (C.29Db)
bp(x +I1;) = by(x) i=x,y (C.29¢)

Pour le probléme & lordre zéro donné par les équations (C.27), la discrétisation est
la méme que pour le probleme complet (C.1) car les deux probléemes ont la méme forme.
Toutes les équations de la section C.1 peuvent étre réutilisées, en prenant cependant k; ; =
h?,j' Cela permet donc d’obtenir le champ de bg ainsi que celui de son gradient. La suite
de cette section est donc consacrée a la discrétisation du sous-probleme & ’ordre un (C.28)
permettant 'obtention du champ de by (et de son gradient), ainsi que des ordres supérieurs.

C.2.1 Discrétisation en volumes finis du probleme

En considérant que le champ des ouvertures est uniforme par morceau, on aboutit aux
sous-problemes discrétisés suivants sur chaque cellule du maillage.

Sous-probléme a 1’ordre zéro

V2bo =0 dans §; (C.30a)
[bo] =0 sur C; ; (C.30Db)
[n h3{T + Vbo}} =0 sur C; ; (C.30c)
bo(x +IL;) = bo(x) i =,y (C.30d)
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Sous-probléme a ’ordre un

V2b; =0 dans €; ; (C.31a)
[b1] =0 sur C; ; (C.31b)
[n : h3Vb1} =— {n h2{I + Vbo}] sur C; ; (C.31c)
bi(x + II;) = by (x) i=z,y (C.31d)

Sous-probléme a 1’ordre p > 2

Vb, =0 dans € ; (C.32a)
[bp] =0 sur C; ; (C.32b)
{n . hSpr} =— [n . hQpr_l} sur C; j (C.32¢)
bp(x + II;) = by(x) i=x,y (C.32d)

Les expressions des différents sauts aux interfaces (C.30b), (C.30c), (C.31b), (C.31c),
(C.32b) et (C.32¢) ainsi que des conditions de périodicité sont obtenues en considérant
que la continuité de la pression et du flux aux interfaces doivent étre assurées quel que
soit 'ordre auquel on décompose notre probleme de fermeture complet (par exemple, le
probléeme complet (C.3) donne toujours [b] = 0 et le probleme décomposé seulement a
l'ordre zéro donnerait [b] = [bg] = 0, par conséquent un probléeme tronqué jusqu’a l'ordre
un donne [b] = [bo] +6&X [b1] = 0, ce qui implique [by] = 0 comme c’est le cas ici). D’autre
part, de la méme maniére que dans la section C.1, on ne considere pas ici les conditions
limites au niveau des zones de contact car on pourrait montrer que les problémes (C.30),
(C.31) et (C.32) dégéneérent correctement en ces points.

Chaque sous-probleme de fermeture demande la résolution locale de I’équation de LA-
PLACE. De la méme fagon que dans la section C.1, l'intégration des équations (C.30a),
(C.31a) ou (C.32a) sur le domaine ; ; d’une cellule conduirait a I’équation (C.6) pour
la composante en x ou en y du vecteur de fermeture a n’importe quel ordre (simplement
notée ici b). Cette équation est rappellée ci-dessous :

N ab ab ab

_s, % _5, 2 —0  (C6)
y y x X
6=0 7 Ol i1l s Oxlij—1is Y liyi-s; Y li-1ys;

C.2.1.1 Discrétisation du sous-probléme a 1’ordre zéro

Comme énoncé précédemment, le sous-probléeme de fermeture & 'ordre zéro (C.27)
ayant une structure similaire au probleme complet (C.1), la discrétisation est donc la
meéme que pour ce dernier, en prenant cependant k;; = hij. Les résultats sont alors
rappelés ci-dessous par commodité :

Terme au centre (b; ;)

h3 h3. h3 . h3 . h3 h3. . . h3 h3 . .
2ég < B, u€+1 + %, z%;l +_2§£ %, ztgg + ,J z?;g ((133)

0p \ B3+ N30 B} i+ h Oy \ B3+ N3, B}y 4+hi

3,7—1

Terme a 'est (b; j11) -
dy Nihiin

_9¥__ W) tITL (C.34)
00 hij+ My
Terme a ’ouest (b; j_1)
5. h3.h3 -
—9Y Tty uj=l (C.35)
3 3
0q i+ 154
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Terme au nord (b;y1,;)

3 3
0 P i

(C.36)
Oy h:z‘g,j + h?ﬂ,j
Terme au sud (b;—; ;)
5, h3.hd
_9lr _hjimly (C.37)
dy h‘zj + h?—l,j
Terme source selon x
h_hl h"_h"_l
= Oyhiy | L — .38
v <hi,j + hi,j+1 hi’j + hi,j—l ( )
Terme source selon y
hii— hivti  hii—hi 1
— Syhy [ Gl LD T L C.39
J (hm- +hit1;  hij+ hi—l,j) ( )

On est donc en mesure de former deux systémes linéaires indépendants, permettant
ainsi de déterminer la variable de fermeture bg.

C.2.1.2 Discrétisation du sous-probléeme a ’ordre un

On s’intéresse maintenant a la discrétisation du probléeme & l'ordre un (C.28). Le
développement qui suit est effectué uniquement pour la composante en x de by que 'on
note b par souci de clarté. De facon analogue a la section C.1, on pourrait écrire les
différents développements de TAYLOR pour la variable b ce qui conduirait a ’expression
(C.7). De méme l'utilisation de la continuité de la pression (C.31b) pour le probléme de
fermeture décomposé & l'ordre un donnerait une relation similaire a (C.8). En revanche,
Iexpression du saut de flux (C.31c) fait intervenir les composantes du gradient du vecteur
de fermeture bg a l'ordre zéro précédent, du fait du couplage entre les deux problémes.
Comme la démarche est exposée uniquement pour la composante x, seule la composante
b est requise. Le développement de 1’équation (C.31c) donne alors :

: e (C.40a)

.40a
12 (14 Lo w2

EA O |ij+lts W O i,j+5+0

Z’] Ox ij— 5+ I Ol 37—+5 (C.A0b)
.40

Z] ! ox z}j—%—é ti=t 8.%’ J_,_(;

2 Obos 3 b _

Y0y lins-sg Y Wlinisy (C.40¢)

2 by, B3 @ '

i+1,j ay i—i—%—s—&j i+1,j 8y i+%+6,j

2 Obos s Ot _

YOy lictves Y OYliclasg (C.40d)

i—1,5 ay 17176,] i—1,5 8y 1777 y
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Des équations (C.8) on peut exprimer les dérivées partielles de b aux niveau des faces,
en « dehors » d’une cellule de la maniere suivante :

0b

Oxlijiiss i (bij1 = big) = =~ i + 0 (52) (C.41a)
= ig-k-s 5. (1 =)~ g yotas TOG (C.41b)
SZ it1ess = ;y (bit1j — bij) — gs s, + O (8y) (C.41c)
SZ iiisj _52;, (bi-15 = big) = SZ e +0(dy) (C.41d)

De plus, d’apres les équations (C.10) et (C.11) du probleme a l'ordre directement
précédent, on peut exprimer les dérivées partielles de by, sur la frontiere, a « 'intérieur »
et en « dehors » de chaque cellule, cela donne :

Obog { 2 hiion —hi; hi i

=3Y% (bOxi, i+1 — b()xi, ) + o] J o (C42a)
O |ij4i-s O ’ ! h} i hi;+hi
boa hi; boa
s :h&ﬂ el I (C.42D)

Tlij+3+6  Mijt1 T lij+5-6

Bbo 2 Wl —h 0 i

=\ "5 (bOzi, ji—1 — bOaci7 ) + ! J ) (0.420)
882 L = (1 + 880 - ) ~1 (C.424d)

i,j—5—6 i,j—1 T Z,j*%ﬁ*é

= — (bozit1j — bowij) 73— 35— (C.42¢)
O livls; Oy ’ TR+
Obo, _ Wy b (C.42f)
Y liviis; h?+1,j Y liti-s; '
Ao 2 hiy

=~ < b;“', i —b T1,j ] C42g
Oy li-iis5 Oy (boz 1.5 = bos ) hij+hiy ( )
8()0:5 hzg, 8b():r:
el N = 3 J . (C.42h)

Yy i—5—0,3 i—1,j Y i—5+0,7

Pour information, on aurait de la méme fagon les dérivées partielles de by, qui s’expri-
meraient de la maniere suivante :

184



C.2 — Formulation pour le probléme de fermeture décomposé

dbo, 2 Wi

= — (boyij+1 — boyij) 5—1g— C.43a
O s oy (boy i j+1 0y i,j) h3 + h”+1 ( )
Oboy _ hiy by (C.43b)
0 lijiies  hijpn 07 ligpios
8boy 2 h3 1

— 2 (b i1 — b % C.43
O i-Lis 5, (boyi,j—1 0y i,j) h3 +h” L ( )
dboy _ My by (C.43d)
O [;j-15 hf’] 1 0% lij-1ys
8b0y { 2 hz-i—l h? hH—l
- = 3 = (boyi+1,j — boyiyg) + —d 0 g (C.43¢)
Y livls; oy T hiva hij+hi

3

20y = (1 1 Doy ) 1 (C.43f)
W livles; D W liti-s;
8b0y 2 hz 1 h3 hg)—l j

2 gy iy — boyey) g~ M g C.43¢
dy i—1+44,j { Oy (boy -1 vii) hz 1,5 h?j +h?—l,j ( :
8b0y h:is, j abOy
Ay |;_1 =\ (C.43h)

i—5—0,j i—1,5 Y li-1+s

En insérant les relations (C.41) et (C.42) dans les expressions des sauts de flux (C.40)
et en ne conservant que les expressions des dérivées partielles de by, a « 'intérieur »
(les relations « intérieures » et « extérieures » sont liées comme le montrent les équations
(C.42)), on obtient :

b 2 hii,
Oaligey-s b Ml My P (C.440)
hzz,j hij — hijv1 <1+ Obo, )
higan B + 1 O |ijii-s
ob 2 h?] 1
Olypes AT h” o (C.44b)
h2 h hz —1 abOx '
hi t,j—1 h’ + h‘zy 1 O ij—%+0
b 2 h23+1]
— 7’ biv1.: — b i)+
Wlitis; 4, i+ hi (it = bis) (C.44c)
hz2 hlj - hz+1,j abOx .
hit1j h ;T hz+1 g Jy i+1-6,j
ob 2 hl 1
" = 35— (bim1; —bij) +
Oyl siay Oy, +hpy, e T ) (C.44d)

h2 h’Lj 2 1,5 8b0x
hl ]_th +hl 1 8y

J i—144,j

Enfin, en introduisant les équations (C.44) dans ’équation (C.6) et en multipliant par
h3 j» on obtient la relation ci-dessous qui lie les différents termes en b, permettant ainsi de
former le systéme linéaire associé au probleme de fermeture décomposé au premier ordre
(C.31), qui est couplé au probléme a l'ordre zéro (C.30).
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3 (o — ) o ol
7,J 1,J b "

. W+l 0 Pl P
o big) aliets o0 g L.
_& ,+17, — .7. — o ~ '_1,' - '74 73 L p3
y h?,j + h§+1,j oy hfij T h;'s—l’j

5 hlj  hig —hign <1 4 Obo
T bl hign

ho . B s — o s b
6 1,] 1,] l’]fl 1 Ox
Yhii+hd; hij—1 "

i,0—1
5
hij  hij—hit1; Obos

(C.45)

1)
TR iy W litl-s;
5 h?,j hij —hi—1,; Obos _ 0
. -
hlj+hiy;  hicig 0y liiys,

Dans ’équation (C.45), les dérivées partielles de by, sont bien entendu données par les
équations (C.42) correspondantes (de fagon similaire selon y, elles seraient données par
les équations (C.43)). Un raisonnement analogue pour la composante y de by permettrait
de montrer que les facteurs multiplicatifs des termes en b sont identiques, et que seul le
terme source est modifié. De plus, on remarque que les facteurs qui multiplient les termes
en b dans I"équation (C.45) sont les mémes que ceux pour le probléme a l'ordre zéro. En
conséquence, les termes qui vont constituer la matrice de raideur du systeme linéaire seront
identiques, seul le second membre va étre modifié. En résumé, on a alors :

Terme au centre (b; ;) identique & (C.33)

Terme a ’est (b;j11) identique & (C.34)

Terme a 'ouest (b; j—1) identique a (C.35)

Terme au nord (b;y1,;) identique a (C.36)

Terme au sud (b;—1 ;) identique a (C.37)

Terme source selon z

5, - h?,j3 hij — hij+1 (1 N Obo,
vi P i hign O
hlj  hij = hija ( Oboz

yh?,j + hij,l hij—1
5 hlj  hij—hit1y Obos
h?,j + h?ﬂ,j hit1, Jy
hj  hij—hi_1; Obos

Ih?yj + h?,l,j hi—1,j Oy

z',j+;—5)

0

(C.46)

0

i—346,]
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Terme source selon y

h?,j hij — hij+1 Oboy

é
Y h?,j + h?,j-i—l hij+1 Ox

hij iy —hij1 Oboy

0
TR A hE 0 higa O

5 hlj  hig = higay " Oboy
’ h?,j + h?ﬂ,j hit1,5 dy

5
hYj g —hiiy <1+ dboy

xh‘ij + h?—l,j hi—l,j 6y

z’—§+6,j>

La encore, cela donne deux systemes linéaires indépendants a résoudre pour déterminer
b1, ils sont cependant couplés avec la solution bg qui est elle aussi déterminée & partir de
deux systeémes linéaires indépendants.

(C.47)

0

C.2.1.3 Discrétisation des sous-problémes aux ordres supérieurs

Pour les probléemes aux ordres supérieurs (p > 2) définis par les équations (C.29), on
procede de maniére similaire. Le développement qui suit est effectué uniquement pour
la composante en = de b, que 'on note b par souci de clarté (il serait identique pour
la composante y). De fagon analogue a la section C.1, on pourrait écrire les différents
développements de TAYLOR pour la variable b ce qui conduirait a 'expression (C.7). De
méme l'utilisation de la continuité de la pression (C.32b) pour le probléeme de fermeture
décomposé a l'ordre p donnerait une relation similaire a (C.8). En revanche, I'expression du
saut de flux (C.32c) fait intervenir les composantes du gradient du vecteur de fermeture a
I'ordre précédent b,_1, du fait du couplage entre deux problemes successifs. On commence
par donner la forme développée des sauts de flux aux interfaces d’une cellule grice a
I’équation (C.32c¢) :

B2 Obp—1 g b —
MO0 lijeis Y Ol (C.48a)
2 Oy g 0b '
AR ij+5+6 WA On ij+5+6
B2, Obp—1 +h3. o —
b ox ij—146 v Ox ij—L46
2 2 (C.48b)
2 8bP*1 + h3 @
Zv]_l ax 7/7]_%_5 7‘).7_1 61’ iJ—%—(S
p2. O 3 b _
(] K2
D0y lipiss Y OYlivisy (C.480)
. C
2 by g ob
M0y sy Y Ol
B2 Obp—1 3 0b —
(3 K2
TV hegeas T Wt (C.480)
2 by 3 ob '
=h oy i—1-5; = 9y i—1-5;

En combinant les relations (C.41) avec les relations (C.48), on peut obtenir I’expression
des dérivées partielles de b sur chaque face, a « I'intérieur » de la cellule. En insérant ces

derniéres dans la relation de base (C.6) et en multipliant tous les termes par h3

’i,j’ on
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obtient alors I’expression liant la valeur de b sur la cellule en fonction des valeurs des
cellules voisines :

1) h3.h3 .. 5 h3.h3.
QJ(bi7.+1 b7)’J72’J++2fy(bi,'_1 b,)A
x ’ " h3 +hz]+1 5:0 / " h3 +h1]1
J h3 hi 5 h3 3
22 (big1y — biy) 32l 4 27 (b — by ) g
3, (bit1,5 — biy) h3 +hz+1j + 5, (bi-1,5 — bij) h5 TR 1]+
bp— b
0 h?]h?JJrl 8810 : X — 0y h5 85’ ! A
’ X Gt T 1
8b 1]+2+§ 6[) ,]“1‘2 ) (0‘49)
3 p—l 5 p_l
A e v IR e v RO
=30 ij—L+6
Sohid ihZ, by 5,05 Obp—1 _
i+1,5 ay i+%+5,j 0, 8y Z’+%_5J‘
Obp— dby—
3 P 1 5 'p 1 _
5h h'L 1,5 ay . ,+5xhi,j P o _O
7’77767] y 'L*E‘F(S,j

L’équation (C.49) permet donc de former les systémes linéaires associés au probléme a
I’ordre p. Elle fait cependant intervenir les dérivées partielles de la solution de 'ordre direc-

tement précédent, dont il reste a donner une expression. Deux cas de figure se présentent
alors :

— Si p = 2, alors il faut faire intervenir les dérivées partielles de by, qui vont avoir
une expression différente selon si I'on s’intéresse a la composante b1, ou byy.

— Sip > 3, les dérivées partielles de b,_1 interviennent et elles possedent une expres-
sion similaire dans les deux directions, de part la structure du sous-probléeme (C.29)

qui ne fait pas intervenir le tenseur identité, contrairement aux sous-problémes
d’ordre inférieur.

Regardons d’abord le premier cas, lorsque p = 2. D’apres le sous-probleme discrétisé
a lordre précédent p — 1 = 1, les différentes dérivées partielles de b1 peuvent s’exprimer
grace aux relations (C.44) notamment. Cela donne selon la direction z :
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b1, 2 hii,
= 2 (by,;ii11 — b1y qi)+
Oz lijsls Ou hi{j + h?,jﬂ (roigin = i) C.50
h2. hei— D 0b (o)
1,7 1,] 1,j+1 1 + 0z
hign Bl + 3540 R
b1z _ iy Oy .
O lijries My 0% ligrios
J+3 g+l LIta
g O . (C.50Db)
1,5 TU,j4+1 (2%} 14+ 0z
h%jﬂ hij+1 Oz lijey-s
by 2 h?jfl
O |ij-1is 0a b+ R 5y 7 ,
) 3 5J 2Y)
e o (C.50c)
1,7 1,7 3,j—1 1 + 0z
hijoy by + Ry 92 lij—g+o
0b1y _ h?,j Ob1 +
O |;j-1_5 h?,j_1 O lijj-1+s (C.50d)
hzz,j hij—1 — hi; 14 Obo,
h’?vj—l hij—1 Oz ij=3+6
am :K% (bizit1,; — bizij) +
Y livd-sg Oy hi;+hi (C.50e)
.50e
hzz,j hij — hit1,; Obog
hivig by + iy 0y liviosg
b, _@ b1z
Y lixiisy Ny Oy lizis
5 , ,J Z+2 57.7
e (C.50f)
i,j 'bi+1,j %J 0z
W, hirg W litl-s;
ab 2 Wi,
Y i—%—&-z?,j Y i,j+ i—1,j5 C.50
W2 B heys Ob -
tg g i—1,j 0z
hi—1,; h?,j + h?—l,j dy i— 340,
Ob1, _ hizj Ob1y
Oy liciysy hii; Oy liiys (C.50h)
hij hi—1j — hij Obos
hii;  hicyg 0y lisiis

Des expressions symétriques sont valables selon y, c’est-a-dire :
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Obyy
ox

=< 13 3
ij+i-s  Oxhi;+ Ny,

2 hi.
S (bryiger — biyig) +

hzz,j hij — hij+1 Oboy

hijrihiy+hi 0% 1iji1os
b1y _ iy 9y
0 lijrivs hijn 07 lijris

h?,j hij+1 — hij Oboy

hior higer 0% lijyl s

h3 .
% ij—14s o (ih?j —:]h?l,jl (i1 = bryia) +
hi; hij—hij_1 Oboy
hi’jfl hij + h?,j—l ox i,j—%-}—é
Oy M, ohy|
Oz lij-y-5 hijo1 0% lij-i4s
h?,j hij—1 — h;j Oboy
hii oy hija O [ j-Lis
b 2 hl
T;y i+l :@h?,j j'_+ilL§+l,j (Gryivrs = bryig)
Wiy hig —hivig (1 o Oy )
hiy1,; h?,j + h§’+1,j Y livi-s;
dbyy _ My by
Y lititsj S hi, Oy i+1-5.
Wiy hivig = hig (1 o Oy )
h§+1,j hit1,j Y livi-s;
b 2 hiy
3731/!/ i—1+4,j o Eh%j j’ ;L;;—l,j Bryi-1g = buysa) +
hij hig—hioig (1 Oboy )
i1 B35 +hi ) Y li-lis;
by - hi; Obiy +
dy i—144,j h?ﬂ,j Ay i—1+6,j
his hioig = hig (1 L 9boy )
hi v hiciyg 9y li-1is;

(C.51a)

(C.51b)

(C.51c)

(C.51d)

(C.51e)

(C.51f)

(C.51g)

(C.51h)

Dans le second cas, pour une valeur de p > 3, les différentes dérivées partielles de by,_1
peuvent étre obtenues de maniere récurrente par rapport aux dérivées de b,_o a 'ordre
précédent, qui auront été déterminées au préalable. En se servant des expressions donnant
le saut de flux (C.48) ainsi que des expressions des dérivées aux frontiéres, a « l'intérieur »
des cellules (équations non développées jusqu’ici), on obtient (indépendamment pour la
direction x ou y, on notera la composante concernée comme b,_1 car les expressions sont

similaires) :
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C.2 — Formulation pour le probléme de fermeture décomposé

ob 1 2 h?,' 1
5# ij+i—o :am rtiret = by (C.52a)
2 2| e B |
T 0 igeles Y 0 s
8bp—l - h?,j abp_l
=z +
07 lijegrs Pigen 0% lijej—s (C.52b)
hi; b, o 1 Oby 2 '
hiﬂl ox ijt+i-s a hijy1  Ox ij+5+6
ob 1 2 h?, j—1
“or ieiis @W Ortigt = brmtia )+ (C.52¢)
h?,jfl 827_2 o hz?,j 8%_2
T i,j—%—(s <€ z‘,j—%+5
Abp_1 B hij Oby—1 .
O lijy-s hijy 0% lijiss (C.52d)
hi; b, o 1 0b, 2 .
h;oy 0 lij-1ys hijo1 O ij—3—0
3
i+5-6j Oy i T ity (C.52e)
HER % L
Y litl+a, dy i+1-6,j
dby_1 B hij Oby—1
0y livtrsy hig 0 livios (C.52f)
h?,j 9bp—a _ 1 O |
Wiy 0y livios; vy 0y liviis;
0b,_1 2 h?—l,'
apy .. - _ Em (bp—1i-1,5 — bp—14,5) + (C52)
= T = .
’ Y li-los; dy i—1+44,j
% B h?yj Oby—1
Oy litysy hiay Oy lisiis; (C.52h)
h%j abp,Q . 1 8bp72 .
hi oy, Oy i-lisy  hicig Oy lisigg

Pour finir, les différents termes de 1’équation (C.49) peuvent étre présentés de la fagon
ci-dessous :

Terme au centre (b; ;) identique & (C.33)
Terme a ’est (b; j11) identique a (C.34)
Terme a 'ouest (b; j—1) identique a (C.35)

Terme au nord (bj;+1,;) identique a (C.36)
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C — Discrétisation en volumes finis

Terme au sud (b;—1;) identique a (C.37)

Terme source selon

ob,_ ob,_
3 2  9Op-lz 5 Dp-lw -
5yh17jhl7j+1 o 7;7]'_;,_%_;,_5 5yh17j ox i,j-‘r%—ts
ob -1 ob —1
5yh:z'3,jh12,jfl bz + 5yh?7j bz +
ox ij—1i— Oz i,j—%—i—& (C 53)
Soh3 2 Obp-12 — 65h5 1 - |
LRI gy i+1+8j “ Oy i+1-5,
ob._ ob,_
3 p2  Drp-lz 5 plz
(Szhzdhz—l,] ay Z’_l_(;j + 6:)3]74,] 8y i—l-i-éj
3 P 2 )
Terme source selon y
ob —1 ob —1
s.n3 p2. Lr-ly — gy hd; LY -
A I T S PR
ob _1 ob 1
5yh?,jhzz,j—1 —— + 5yhz57j 50 +
ox ivj*%*‘s Ox i,jf%+6 (C 54)
snd 2 9y 5,07, Loty - |
T Ty lgess 0 g
ob —1 b —1
s.h3.p2  Le-ly + 0ph5 ; —2—=Y
xlitg,5'%—1,5 ay iféf&j MR ay i7%+5,j

En résumé, lorsque le probleme de fermeture complet est décomposé & 'ordre p, cela
donne p + 1 sous-problemes de fermeture. Chaque sous-probléme donnant lieu & la forma-
tion de deux systémes linéaires indépendants I'un de ’autre pour déterminer les compo-
santes selon x ou y du vecteur solution b,. Au total, il faut donc résoudre 2(p+1) systemes
linéaires pour obtenir un décomposition a ’ordre p du vecteur de fermeture complet b. 11
est & noter que la matrice de raideur de chacun des 2(p + 1) systémes est identique, seul
le second membre est modifié.

C.2.2 Détermination du gradient en milieu hétérogeéne

Afin de déterminer le tenseur de transmissivité macroscopique décomposé, il est néces-
saire de calculer les gradients des différentes variables de fermeture du probléeme décomposé
(c’est-a-dire Vbg, Vby, etc.). Pour by, le probleme a déja été traité, il s’agit d’utiliser les
équations (C.25) et (C.26) en prenant k; ; = hij. Pour la forme, cela donne :

Oboz | h?,j-',—l boz i j+1 — bozi,j h?,j—1 bozi,j—1 — bowi,j

Ox |;;  h3;+h3, bz TN 0x

(C.55a)
1 (h%?’,j - h?,jﬂ h?,j - h?,j—l)
2\ R+ 0} hii+RE

Obo, _ h?ﬂ,j bozi+1,j — bowij h?fl,j bozi—1,; — bowi,j (C.55b)
Ay lij hi;+hi Oy hs+ 0}y Oy .
Oboy| i1 boyigr — boyiy _ hiio1 boyig—1 —boyiy (C.55¢)
oz |;; h%j + hf”jJrl Oz hij + h?,j—l Oz '
Aoy | _ Wiy boyiriy — boyiy B hi1;  boyic1y — boyiy

Oy Iy hi;+hi Sy hl i+ 0y Sy (C550)

1 (hij —hi N hj - hg’—LJ‘)

Y 3 3 3 3
2\ M+ hiy  hiy A hig
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C.2 — Formulation pour le probléme de fermeture décomposé

Pour by, il faut repartir des équations (C.44) (ou de leur version analogue pour la com-
posante en y), puis les réintroduire dans les relations (C.24). Cela permet alors d’obtenir
les relations cherchées :

obiz| h3]+1 bizij+1 —biwij h?; 1 bizij—1—bizij
o |; ; h -l—h”_i_l Og h3 +h”1 O
41 hi hij+1 ( 9boa )
2h}; +h”+1 hij+1 9z ij4ls
+ = 1 h‘2 ,] 1 8b0$ )
20} + h” 1 hig T lij—5+6
ob| h§+1,g bizit1,; — biziy hi i bwic1j — biziy
Oy l;; B3 +hd, 5y TN 5y
L1 1 h2 hij — hiy1,j Obog
2 h3 + hz+1 4 hi+17j Oy i+%75,j
L1 h2;  hij—hi1j Obos
2 h3 —+ hl 1,j hi—l,j 83/ i—%-ﬁ-&j
Obry| h?ﬁrl biyijr1 —biyij h?] 1 biyij—1—biyij
o |; h3 +h”+1 O hi; +hZJ 1 O
L1 1 i hi; hij — hijr1 Oboy
20+ hz 41 high Y lij+L-s
1 hZ hij — h;j—1 Oboy
2 h3 + hZ] 1 h@j_l 8y i7j—%+5
5’b1y B h?+1] biyit1j —biyij Wiy biyicij —biyiy
Dy iy B+ R, 5y Ry 5,
1 hi;  hij—hisa ( L4 Oboy )
2 h3 + hz-l—l j hi+1,j 8y Z+l76,]
1 h2 hij — hi—1; <1 L 0Oboy )
2 h3 + hl 1,j h1;17j 8:1/ i—%—i—&j

(C.56a)

(C.56b)

(C.56¢)

(C.56d)

Dans lesquelles les différentes dérivées partielles de bg sont connues grace aux équations

(C.42) et

x ou y indépendamment) :

(C.43). En raisonnant de méme a l'ordre p > 2, on obtient (pour la composante
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C — Discrétisation en volumes finis

Oy Mg bpagni—bpiy  Ra bpijo— by
Oz l;; hi;+hi, Oz Wl his 0
1 0b,_ 0b,_
+ = | hiig e ks —h: =2 !
2\ 0z ijyies Y On gyl
1 0b,_ 0b,_
S TR —hi; ==
2\ Oz i Y On ol
| Mg by —bpay Mg by — by
Oyl hij+hing Oz g+ hi 0g
1 0b,_ 0b,_
+ 5 (Pl = —hi; =
2 Y0y livliey Y Oy vl
1 0b,_ 0b,_
+5 | iy = —hi; =2 -
2 0y limiosy Y0y limiisy

Dans les équations (C.57), les dérivées des vecteurs de fermeture aux ordres inférieurs

sont déterminées par les relations (C.50), (C.51) ou (C.52) selon le cas.
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— Annexe D

Génération de surfaces
gaussiennes

NE méthode de génération de surfaces gaussiennes corrélées a courte portée, en fonction

de parametres statistiques prédéterminés est présentée dans cette annexe. Ce type

de surface est assez répandu pour la description de la géométrie de fractures rugueuses
(voir par exemple Mourzenko et al. (1995); Plouraboué et al. (2006)).

La premiere étape consiste a générer un champ de hauteurs non-corrélées, z, sur une
grille cartésienne. La distribution statistique des hauteurs z suit une loi normale, dont la
fonction densité de de probabilité, f, est donnée par :

2,2
f(z) = Uh\l/ﬂexp <—20h2) (D.1)

ou oy représente la hauteur moyenne quadratique de la surface. Pour introduire de la
corrélation a courte portée dans les deux directions x et y, le champ généré z est convolé
par un filtre gaussien de telle sorte que la fonction d’auto-corrélation C(x,y) de la surface
qui en résulte soit donné par (Patir, 1978; Shi et al., 2015) :

C(z,y) = (z(z0,y0)2(x0 + =, 0 +¥)) _ exp (_ ( a? oy >> (D.2)

- + -~
2 2 2
o, Oy oy

On note que pour un filtre gaussien, la fonction d’auto-corrélation est aussi gaussienne.
Dans cette derniere relation, o, et o, sont respectivement les longueurs de corrélation
dans les directions x et y. L’expression (D.2) est obtenue pour une corrélation par un filtre
gaussien d’axes principaux correspondant aux directions x et y. Il est également possible
de convoler le champ z par un filtre dont les axes principaux sont différents, cela revient a
appliquer une rotation plane d’angle 6 a la fonction de filtre gaussien. L’angle 6 est alors
celui formé par la nouvelle direction principale par rapport au repere de base.

Un programme permettant de générer de telles surfaces par passage dans le domaine
de FOURIER est par exemple proposé par Bergstrom (2012), basé sur la méthodologie de
Garcia et Stoll (1984).






— Annexe E

Expression des intégrales
pour la méthode des éléments
finis de frontiere

N donne ici les expressions analytiques des intégrales qui interviennent dans la méthode
des éléments finis de frontiere avec des éléments constants.

E.1 Expression des éléments de matrice G;; et H;;

Dans cette section, on s’intéresse a déterminer I'expression des intégrales (3.144) per-
mettant d’obtenir les éléments de matrice G;; et H;; pour des éléments finis sur lesquels la
solution est supposée étre constante (ces éléments comportent alors un seul noeud, placé
au centre de 1’élément). Ces intégrales donnent l'influence sur 1’élément j d’une source

placée sur le noeud <.
0¢
Gij =/¢z‘dlj , Hij :/(Zﬂn)idlj (3.144)
¢; ¢

j
On rappelle également ’expression de la solution fondamentale ¢ donnée par I’équation
(3.136), ou r est la distance entre le point d’application de la source et un point quelconque
du domaine.

o(r) = —%ln (r) (3.136)

E.1.1 Cas des coefficients diagonaux

On s’intéresse tout d’abord au calcul des intégrales pour I’élément sur lequel est placée
la source, c’est-a-dire lorsque ¢ = j. Cela permet d’obtenir les éléments diagonaux G;; et
H;; des matrices.

La paramétrisation du probléme est donnée en figure E.1. Dans ce cas, les intégrandes
de (3.144) sont singuliers lorsque r; tend vers zéro, on sépare alors le domaine C; en trois
sous-domaines C; (de longueur L;), Cy (de longueur Lg) et C. (arc de cercle de rayon e
entourant le point de singularité). Les intégrales sont alors calculées sur ces trois sous-
domaines, puis la limite est prise lorsque ¢ — 0 (Huyakorn et Pinder, 1983).

Coefficient Gy;

1

Gii :/—%ln(ri) dll

i

(E.1)

27 e—0

1
z—fml/mmmm+/mmmm+/m@m£
Cii Cai Ce



E — Expression des intégrales pour la méthode des éléments finis de frontiére

En utilisant le fait que di. = £d#, le calcul des trois intégrales de (E.1) ne présente pas
de difficulté particuliére. Apres passage a la limite, on obtient :

G na(m () 1) )

. 1 Oln (7‘2) '
Hy = / S L (E.3)

Coefficient H;;

i

De la méme fagon, en séparant l'intégrale (E.3) sur les trois sous-domaines et en re-
marquant que la fonction ¢ est symétrique de part et d’autre des domaines C; et Cy
(c’est-a-dire d¢/On = 0 sur ces deux domaines), on obtient I’expression suivante pour Hj;
apres passage a la limite :

1
Hij =~ (E.4)

E.1.2 Cas des coefficients extra-diagonaux

Dans le cas ou ¢ # j, la source est placée sur un élément différent de 1’élément j
considéré, les intégrandes de (3.144) ne sont alors pas singuliers. Le paramétrisation du
probléme est donnée en figure E.2. Le point de coordonnées (z;,y;) est tout d’abord défini
comme le projeté orthogonal de (z;,y;) sur la droite passant par le nceud (z;,y;) de
I’élément j et de direction ¢ la direction tangentielle de ce dernier. Le repére local (e4, €;)
est alors défini avec la méme orientation que le repére (n, t). En conséquence, les longueurs
algébriques [ et [y sont définies par rapport aux extrémités respectives de ’élément j.

Coefficient G;;
1

Gij = —%ln (TZ) dlj
C:

J
l
- —% /21n (V2 +12) i (E.5)
Iy

1
= —5- (l2In(rz) = i In(ry) — L + d; ;)

avec L; = Iy — 17 la longueur de I’élément j et 8;; 'angle apparent de 1'élément j vu depuis
le noeud ¢ et défini comme :

5ij = arctan (ff) — arctan <clil> (EG)
9 J

FIGURE E.1 — Paramétrisation de I’élément i (de longueur L;) pour le calcul de G;; et Hy;.
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E.1 — Expression des éléments de matrice G;; et Hj;

Coefficient H;;
1 9In(ry)
27 On

dl;

(E.7)
_ 1 r9ln(r;) ey
o or; On

¢

dl;

En remarquant que di; = dl et de,/On = cos(6;) = d;j/r; avec e, le vecteur unitaire
dans la direction de 7;, on obtient apres calcul :

1
Hij = —5_Bij (E.8)

L...

FIGURE E.2 — Paramétrisation des éléments i et j pour le calcul de Gj; et H;;. L’élément
J voit son neeud placé en (z;,y;) et ses extrémités en (x1,y1), (z2,92).

1 L; L
—%Li <ln (2> — 1> sit =]

En résumé, on a :

Gij =
1 .. .
—% (l2 1n(r2) -1 ln(rl) — Lj + djﬁzj) S1 17 75 i
(E.Q)
1 o
. —3 sii=j
? LI
5B sii#]
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E — Expression des intégrales pour la méthode des éléments finis de frontiére

E.2 Expression des éléments de matrice £;; et [j;

Dans cette section, on s’intéresse a déterminer 'expression des intégrales (3.147) per-
mettant d’obtenir les éléments de matrice E;; et Fj; pour des éléments finis sur lesquels
la solution est supposée étre constante. Ces intégrales donnent I'influence de I’élément j
sur un point d’indice i (ou est placée une source).

oo} 0%¢
po= [ () - o= <axan o (3,147
C; C; i

Ces éléments de matrices permettent notamment de déterminer la dérivée du potentiel
dans une direction quelconque x. En reprenant les notations de la figure E.2, I'objectif

du travail qui suit est d’exprimer les dérivées du potentiel au point (z;,y;) dans les deux
directions e; et e, pour permettre in fine d’y exprimer le vecteur flux gq.

ey (E.10)

Pour cela, il est plus aisé de commencer par déterminer les composantes de g dans le
repere local (eq, €;) pour ensuite les exprimer dans le repere global (e, e,) (Beer et al.,
2008).

Op dp__ (dp  Op op dp
q x %ed + ael = (Mnx al%) e, + (ny + 8[”50) ey (E.11)

Ces opérations nécessitent alors d’exprimer les éléments de matrice E;; et Fj; pour les
deux directions distinctes eg et e;. En effet, en adoptant la notation avec les exposants (d)
et (1) pour désigner une dérivation selon les directions e, et e; respectivement, on a :

op\ _ <d><5p) d)
(ad)i_Eﬁ o). F\p; (E.12a)

op\ _ (l)(ap) 0,

E.2.1 Cas de la direction e,

Pour les calculs ci-apres, on remarquera que le vecteur unitaire radial s’exprime comme
e, = cos(b;)eq — sin(f;)e; dans le repere local (eq, €;), et que cos(§;) = d;/r; et sin(6;) =
l/?"z' .

Coefficient Ei(;l)

(d) 1 8ln (7“@)

B = —— di;
/ 21 Oey J

Cj

_ 1 [3In(r;) dey
o7 or;  Oey

Cj

di; (E.13)

1
= _%sz
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E.2 — Expression des éléments de matrice E;; et Fj;

Coefficient Fi(]fi)

(d) 1 0%ln (r4)
Y 21 Oegon 7
Cj
1 0 (d;
—_— |2 |2 ) E.14
27 ) Oey <7”12> d; ( )
Cj
_ 1 (ll B l2>
27 r% r%
E.2.2 Cas de la direction ¢
De maniere similaire, on obtient :
Coefficient Ez(jl)
(0 1 Oln (ry)
EY = _ .
K 21 Oegy di;
Cj
1 Oln (r;) Oe
i Y2 AL E.15
27 or; Oe ( )
C;
e
2 )
Coefficient Fi(jl)
1 9%ln (rs)
I |
K 2 deon
Cj
1 8 dj 8e
= | (2| =4l E.16
27TC or; (rf) e, ( )
j
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— Annexe F

Exemple supplémentaire de la
méthode a deux échelles

ETTE annexe présente un exemple de probléme résolu par la méthode a deux échelles
de la section 3.3. Pour cela, on considére une surface fractale auto-affine. Ce type
de surface présente une invariance d’échelle par dilatation (caractérisée par l’exposant
de rugosité, ou exposant de HURST), et se rencontre dans les fractures de roches par
exemple (Plouraboué et al., 1995; Candela et al., 2009). On génere alors une telle surface,
z, statistiquement isotrope et d’exposant de HURST 0,6 sur une grille de 2 049 x 2 049 points
en utilisant le programme proposé dans Candela et al. (2009). La rugosité totale du profil
est fixée a Ry = 17,2 um. Le champ des ouvertures est déduit en imposant un déplacement
w de cette surface rugueuse contre un plan lisse, et en utilisant un modele d’érosion.
Le champ des ouvertures obtenu est présenté sur la figure F.2 pour quelques valeurs du
déplacement adimensionnel w/R;. L’écoulement est ensuite calculé par simulation directe
et par la méthode a deux échelles avec un modele de glissement de premier ordre. Pour
cette derniere, quatre pavages réguliers sont utilisés : 4 x 4, 8 x 8, 16 x 16 et 32 x 32 pavés.
De plus, la discrétisation du contour de chaque pavé par 64 éléments finis de frontiere
permet d’obtenir une valeur de transmissivité mégascopique convergée. Enfin, I’écoulement
d’hélium a température ambiante est considéré, avec les conditions limites P; = 2-10° Pa
et P. = 10° Pa.

10°

107 : : 0
00 4x4 © ¢ 16x16 °
10-1L 8x8 o o 32x32 e & 4
1078 o s o
. o
& 1072 o ° ° o
= , o o
= 1079 e o o <
= — DNS I
10 o a
< © o BEM (4x4)
10-10L BEM (8x8) 10-1L o
% © BEM (16x16) °
o o BEM (32x32)
10-11 ‘ ‘ ‘ ‘ 1072 w w w w
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
w/ Ry w/Ry
(a) Transmissivité apparente. (b) Ecart relatif entre DNS et BEM.

FI1GURE F.1 — Transmissivité apparente de la surface fractale en fonction de 1’écrasement
adimensionnel pour la simulation directe (DNS) et la méthode a deux échelles (BEM)
avec les quatre pavages. L’écart relatif entre DNS et BEM est également présenté pour les
quatre pavages.

La figure F.1 montre ’évolution de la transmissivité apparente de la fracture en fonc-
tion de I’enfoncement adimensionnel, calculée par la simulation directe ou la méthode a
deux échelles pour différents pavages. L’écart relatif correspondant entre simulation di-
recte et méthode & deux échelles est également présenté, en prenant la simulation directe
pour référence. Clairement, I'accord entre simulation directe et méthode a deux échelles
est bon. Aux petits écrasements, tous les pavages donnent un écart de moins de 1%. Aux



F — Exemple supplémentaire de la méthode & deux échelles

écrasements plus importants, ’écart a tendance a augmenter. Ceci est dii a la présence
toujours plus importante de constrictions critiques, qui dominent I’écoulement global dans
ces régimes. La figure F.2 présente les champs de pression et de lignes de courant calculés
par la méthode a deux échelles avec le pavage le plus fin. En particulier proche du seuil de
percolation a w/R; = 0,47, on remarque la présence de deux constrictions, ou la majeure
partie de la différence de pression globale est concentrée. Pour améliorer le comportement
global dans ces régimes, il est possible d’augmenter le nombre de pavés, pour décrire le
champ de tenseurs plus finement. Comme montré sur la figure F.1, cela permet générale-
ment, & un enfoncement donné, de réduire ’écart relatif. Pour la surface étudiée, la pavage
le plus fin permet d’obtenir un écart maximal de 7% sur toute la plage d’enfoncement.
Ces résultats montrent la robustesse de la méthode a deux échelles en régime glissant.
En particulier, 'effet de considérer des propriétés de transport uniformes par morceaux
semble avoir une faible influence sur la transmissivité globale, tant que I’écoulement n’est
pas dominé par des constrictions.

Pour illustrer le gain de temps apporté par la méthode a deux échelles, les temps de
calcul requis sont présentés dans le tableau F.1, bien qu’ils soient dépendants du matériel
utilisé et de la maniere de programmer. Le code DNS est exécuté en séquentiel, la plupart
du temps se passant dans la résolution du systéme linéaire par gradient conjugué. Pour
le code BEM, il est possible de calculer les tenseurs de transmissivité en parallele. Les
simulations sont alors lancées sur un ordinateur de bureau, en utilisant quatre processeurs.
Pour le pavage le plus fin, on remarque alors que le code BEM permet un gain de temps
d’un facteur vingt. Raffiner le pavage fait décroitre le temps nécessaire, car la complexité
du calcul des tenseurs est réduite (moins de points dans chaque pavé). Un inconvénient
est que cela augmente la taille du systéme linéaire a résoudre, et surtout le temps de
création de ce systeme, qui est une étape importante lorsque le nombre d’éléments devient
grand. Cet effet n’est cependant pas observable ici, la taille du systéme restant modeste,
contrairement & la surface utilisée dans la section 3.4.

Temps [min]
Pavage = BEM DNS
Ax4 49 (10)
8x8 24 (4)
16x16 7 (1)
3232 6 (1)

121 (20)

TABLEAU F.1 — Temps de calcul moyen selon la méthode utilisée (BEM ou DNS) pour les
quatre pavages. L’écart type est donné entre parentheses.
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FIGURE F.2 — Evolution du champ des ouvertures de la surface fractale en fonction de
I’écrasement, et champs de pression et de lignes de courant associés, calculés par la méthode
a deux échelles avec 32 x 32 pavés.
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— Annexe G

Modele réduit de contact
entre surfaces rugueuses

E modele réduit de contact (MR) entre surfaces rugueuses au motif spiralé est ex-
L posé, son développement a fait ’objet de travaux antérieurs a ce travail de these. La
connaissance du champ des ouvertures entre deux surfaces rugueuses est d’'une importance
capitale en étanchéité, car la transmissivité du contact rugueux dépend fortement de ce
dernier. L’obtention de ce champ des ouvertures a 'interface joint—bride est un probléme
conséquent par la simulation numérique de part la nature multi-échelle des surfaces mises
en jeu. Avec la méthode des éléments finis par exemple, la discrétisation nécessaire meénerait
rapidement & la manipulation de plusieurs milliards de degrés de liberté. Ainsi, la création
de modeles réduits simplifiés de contact apparalt comme une approche envisageable afin
d’entrevoir I’analyse sur des surfaces de grandes dimensions.

G.1 Généralités sur les surfaces rugueuses spiralées

L’étude de la mécanique du contact a I'interface joint—bride et la création d’un modele
réduit nécessite la connaissance topographique des surfaces qui entreront en contact. Dans
ses travaux de these, Tlili (2013) a concentré son étude sur des brides obtenues par un
procédé de tournage, et donnant un motif d’usinage au caractere principalement spiralé,
trés recherché en étanchéité. Ce type de surface présente également d’autres défauts de
formes tels que de I'ondulation radiale et circonférentielle, de plus grande longueur d’onde
que les stries d’usinage, ainsi que des aspérités de plus petite longueur d’onde. Un exemple
d’une telle surface est présenté sur la figure G.1 sous forme « déroulée » dans la direction des
stries, au nombre de sept. Afin de faciliter la visualisation, la direction z est ici fortement
dilatée, bien qu’étant de 'ordre de quelques micromeétres dans des situations réelles.

Un profil radial (dans la direction perpendiculaire aux stries) a été extrait et est re-
présenté en haut a droite sur la figure. Les stries sont clairement visibles, formant des
creux et des pics caractéristiques. La profondeur et la forme de ces creux sont directement
liées aux parametres d’usinage et de 'outil coupant utilisé. I’ondulation radiale est éga-
lement représentée en orange et est quant a elle due principalement & des défauts de type
vibrations lors du tournage.

Lors du serrage d’une surface spiralée avec un antagoniste, le contact va en premier
lieu s’établir au niveau des pics du profil, rendant celui-ci tres localisé, avec des pressions
de contact pouvant y étre élevées. Au fur et a mesure de ’écrasement, les creux des stries
vont se boucher et les zones de contact vont s’étendre, laissant un espace de plus en plus
réduit pour la circulation du fluide.

G.2 Modeéle réduit de contact

L’objectif d’'un modele réduit est 'obtention du champ des ouvertures persistant a
I'interface entre le joint d’étanchéité et la bride, en fonction de la pression nominale (ou
pression d’assise) appliquée. Pour un déplacement vertical de bride donné, le modele réduit



G — Modeéle réduit de contact entre surfaces rugueuses
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FiGURE G.1 — Illustration de la surface d’'une bride rugueuse au motif spiralé sous forme
« déroulée ». En haut a droite, schéma d’un profil de rugosité dans la direction x ainsi
que l'ondulation correspondante. En bas a droite, schéma d’une aspérité vue comme un
indenteur.

doit donc étre capable de fournir une information sur la morphologie de la surface déformée
du joint ainsi que sur l'effort de réaction a cet enfoncement.

Pour le développement du modeéle réduit de contact entre deux surfaces (typiquement,

une bride et un joint), nous faisons les hypotheéses suivantes :

— La bride est considérée comme rigide et rugueuse. Cette hypothese se justifie géné-
ralement par la plus grande dureté de la bride (bien souvent en acier) par rapport
au joint, généralement fait d’un matériau plus mou, mais aussi ayant un plus grand
module de YOUNG.

— Le joint est considéré comme parfaitement lisse et ayant un comportement élasto-
plastique avec écrouissage. Il est donc le milieu qui va se déformer lors du contact. La
loi de comportement élasto-plastique du joint est identifiée a une loi de HOLLOMON :

Ee sie <oy/E
7= {a I=n(Be)r sie> Uy/E (G1)
y Z 0y

dans laquelle o est la contrainte équivalent de VON-MISES, o est la limite d’élas-
ticité, E le module de YOUNG, ¢ la déformation totale équivalente et n est le
coefficient d’écrouissage.

— Compte-tenu de l'anisotropie de la surface apportée par les stries d’usinage, le
modele réduit considere que la surface mesurée est constituée de profils de rugosités
radiaux mis en série dans la direction y (voir figure G.1). De plus, pour un diametre
de bride grand devant la portée et une ondulation circonférentielle de période assez
importante, nous faisons I’hypothese que la déformation sous chaque profil peut
étre vue comme de la déformation plane et qu’il n’y a pas d’interactions entre
les profils selon la direction y. En conséquence, il suffit de décrire la déformation
bidimensionnelle sous chacun des profils séparément.

Sous ces hypotheses, le modéle réduit pour chacun des profils est développé dans les
sections ci-dessous.

G.2.1 Pression de contact entre bride et joint

Dans ses travaux, Tlili (2013) a suggéré de voir le profil de rugosité comme la juxta-
position d’indenteurs dans la direction z (voir figure G.1). Cette vision a I’avantage de
permettre I'utilisation des résultats issus de la théorie de 'indentation des matériaux pour
décrire le comportement du joint sous charge, notamment en termes de pression de contact
sous l'indenteur qui permet de remonter a ’effort de serrage global. Nous adoptons ici cette
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meéme vision.

Pour un indenteur diédrique d’angle « au contact d’un matériau déformable obéissant
a une loi de HOLLOMON, un modele de pression d’indentation est développé. Ce modeéle
est obtenu par analogie entre l'indentation et ’expansion d’une cavité élasto-plastique
sous le contact, assimilable & un cylindre sous pression (Johnson, 1987). En se basant sur
les travaux d’une expansion de cavité sphérique de Gao et al. (2006) et en utilisant les
équations de la déformation élasto-plastique d’un cylindre sous pression de Gao (2003),
on montre que la pression de contact sous l'indenteur, assimilable & une dureté H du
matériau, est donnée par :

_on(y L, (Y3, 1) [ 2 Etan(@)"
7—[-\%(1 n+<2+n><ﬂ\/§ - )) (G.2)

Cette relation de dureté en indentation diédrique est utilisée dans le modeéle réduit
pour déterminer les pressions de contact locales des zones en contact et remonter & ’effort
de serrage global appliqué sur la bride. Il est & noter que cette dureté est indépendante de
I’enfoncement de l'indenteur et ne dépend que des parameétres matériaux de 'indenté et
de la géométrie de 'indenteur.

G.2.2 Déformation du joint sous un profil

L’approche du modele réduit est basée sur la séparation des échelles de longueurs du
profil de rugosité strié :

— Les rugosités contribuent a la déformation élasto-plastique locale du joint.

— L’ondulation contribue a une déformation élastique globale du joint.
de telle sorte que le déplacement de la surface soit donné par la contribution de trois
composantes, qui sont détaillées ci-contre. De plus, lorsqu’un indenteur est en contact, on
suppose que la pression de contact sur ce dernier est assimilable a la dureté du matériau
donnée par la relation (G.2). En supposant des petites déformations de la surface du joint,
le déplacement en un point est donné par la somme des contributions apportées par chaque
indenteur en contact.

G.2.2.1 Contribution élastique des rugosités

Lorsqu’un indenteur arrive au contact, sa contribution élastique au déplacement de la
surface du joint, we(x), est donnée sous forme intégrale par Johnson (1987) pour un profil
de pression de contact quelconque. Dans le cas de I'indentation, la pression de contact est
uniforme, égale a la dureté H et s’applique sur une largeur de contact 2a. Pour un massif
d’épaisseur finie H et de coefficient de POISSON v, le déplacement vertical est alors donné
par :

4102 [ cosh(2HpE) — 1 sin(a&) cos(zf)
7 E J sinh(2Hog) + 2Hog 'S

H de (G.3)

we(x) =
Il y a donc proportionnalité entre le déplacement vertical et la pression de contact.

G.2.2.2 Contribution plastique des zones de contact

Lorsqu’un indenteur arrive en contact, la déformation produite en son voisinage n’est
pas uniquement élastique mais élasto-plastique. Le champ de déformation y est complexe
et ne possede pas d’expression analytique. Ce comportement élasto-plastique va contri-
buer & produire un déplacement vertical local de la surface proche des zones de contact.
Afin de décrire le déplacement de la surface, le champ de contraintes élasto-plastiques est
approximé autour de chaque zone de contact (et non-pas au niveau de chaque indenteur
en contact) par un modele d’expansion de cavité cylindrique développé par Gao (2003)
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Bride

FIGURE G.2 — Illustration des zones de contact (ici au nombre de cing, indiquées par des
fleches) formées autour des pics du profil. Autour de chaque zone en contact est définie
une région plastique de rayon r, par rapport a la largeur 2a de cette zone.

(voir le schéma en figure G.2). Ce modele a 'avantage de décrire les contraintes en faisant
intervenir le comportement plastique non-linéaire du matériau via le coefficient d’écrouis-
sage n. La zone d’influence de ce modele pour chaque zone de contact de largeur 2a est
déterminée par le rayon de plastification r,. Le rayon de plastification est déterminé, en
indentation, selon Gao (2003) par la relation suivante :

(2) -

Le déplacement vertical apporté par cette composante plastique, wy(x), est approximé
comme :

3(1—2v)

== / oyy(x,2)dz (G.5)
0

g
E\
&

ou oy, est la composante longitudinale des contraintes, correspondant a la contrainte
moyenne, qui s’exprime comme (Gao, 2003) :

Oyy = o (G.6)
1
ay<1_) (Tp> —1] sia<r<m

avec le rayon r tel que r? = 22 + 22.

G.2.2.3 Contribution élastique de I’ondulation

L’introduction de I'ondulation permet de prendre en compte la contribution de la
grande échelle du profil.

Wo

FIGURE G.3 — Schéma du modele de fondation élastique pour le profil d’ondulation.

On considere que 'ondulation du profil impose un déplacement w}(x) par rapport a la
surface initiale du joint dans une certaine zone (zone grise sur la figure G.3). On cherche
alors la pression de contact qui va permettre d’imposer un tel déplacement. Pour cela, un
modele de fondation élastique est utilisé (Jones et Xenophontos, 1977; Straughan, 1990;
Turhan, 1992; Teodoru et Musat, 2010). Ce modele consiste en un matelas de ressorts
qui donne une raideur normale k, au contact. L’interaction entre les ressorts est prise
en compte via 'introduction d’une raideur de cisaillement k;. D’apres Ghani Razaqpur et
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Shah (1991), la pression de contact correspondante, p¥, peut alors s’exprimer de la maniére

suivante :
. . d2w§
po(x) = knwo(x) — ky dz2 (G7)
avec
po— E0-v) lCOSh(V)'SmQh(v) +7 (G.8a)
(1+v)(1—2v) Hy 2sinh?(7y)
by — E  Hy cosh(v).smzh(v) - (G.8D)
2(14+v) v 2sinh*(vy)
-1
2 2, % |2
Y 12w / d“w} / 2
<H0) =300 o dz wy(z) dz (G.8¢c)

Une fois la pression de contact connue, on remonte au déplacement apporté par I'on-
dulation a la surface du joint, w,(x), par une formule similaire a (G.3), adaptée pour la
variation de volume. C’est-a-dire que ’on suppose que I’ondulation va faire varier le volume
du massif par compression, et que cette variation va étre accommodée par un déplacement
vertical uniquement, se traduisant en le déplacement résultant w,(x) a la surface du joint.
D’autre part, on considére que la pression p}(x) est uniforme par morceaux sur I’ensemble
des cellules de largeur 2a qui constituent les éléments de discrétisation. Pour un élément,
on a donc :

4(1+v)(1—20) 70 cosh(2Hp§) — 1 sin(a§) Cos(xé)p* de (G.9)

Wo(x) = I E sinh(2Ho&) + 2Hoé &

La procédure employée par le modeéle pour déterminer I’évolution du déplacement de
la surface du joint (et donc du champ des ouvertures) en fonction de la charge de serrage
est la suivante :

1.

On procede de fagon incrémentale jusqu’a atteinte d’un déplacement vertical total
de la bride, w, prescrit a I’avance. Un incrément de déplacement vertical de la bride
rigide, dw, est appliqué.

Les indenteurs en contact avec le joint sont détectés, tout comme les zones de contact
(figure G.2). Le déplacement imposé par 'ondulation est également détecté (figure
G.3).

Le déplacement total de la surface pour cet incrément, ws(z), est la somme des trois
contributions (élastique (G.3), plastique (G.5), ondulation (G.9)) apportée par tous
les ¢ éléments détectés comme « en contact » a 1’étape précédente :

ws(z) = Zwei(ac) + wpi () + wei(x) (G.10)

L’effort de serrage est déterminé pour cet incrément par intégration de la dureté sur
la surface en contact. Le champ des ouvertures est également évalué.

Si le déplacement de corps rigide vertical total de la bride, w, prescrit en début
d’algorithme n’est pas encore atteint, on retourne a I’étape 1 en appliquant un nouvel
incrément d’enfoncement supplémentaire.
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FIGURE G.4 — Evolution de la pression d’assise sur le profil en fonction du déplacement
adimensionnel imposé sur la bride. Les résultats obtenus par trois méthodes de calcul sont
proposés : les éléments finis (FEM), le modele réduit (MR) et un modele d’érosion.

G.2.3 Exemple de probleme résolu sur un profil

On présente dans cette partie les résultats obtenus par le modele réduit sur un profil
de rugosité donné. Les résultats sont comparés a des simulations aux éléments finis, réali-
sées en configuration 2D axisymétrique sous le logiciel Abaqus, situation de référence. Le
profil de rugosité de la bride utilisé est représenté sur la figure G.5. Il présente 10 stries,
une rugosité arithmétique R, de 2 um et une rugosité totale R; de 11 um. Pour le joint
déformable, un matériau de type aluminium est utilisé, ayant les propriétés génériques
suivantes : £ = 70000 MPa, o, = 20 MPa, v = 0,3 et n = 0,3.

On présente tout d’abord sur la figure G.4 I’évolution de la pression d’assise P, sur
la bride en fonction du déplacement adimensionnel du profil w/R;. Trois résultats sont
présentés, les éléments finis sous Abaqus (FEM), le modele réduit (MR) et un simple
modele d’érosion, correspondant & un comportement purement plastique du matériau (le
champ des ouvertures sous le profil est donné par h = max(z — w, 0)). Pour cette grandeur
macroscopique qu’est la pression d’assise, on observe un bon accord entre le modele réduit
et les éléments finis jusqu’a un enfoncement d’environ 1,6. Cet enfoncement correspond au
bouchage complet d’une strie du profil, une situation délicate a considérer en utilisant la
théorie de I'indentation. Il s’agit en effet d’une situation plus proche d’un processus de mise
en forme des matériaux. L’accord entre MR et FEM est donc dégradé a fort enfoncement.
On remarque toutefois la bonne correction apportée par le modele réduit par rapport a
un simple modele d’érosion.

On représente maintenant sur la figure G.5, pour les éléments finis G.5a et le modele
réduit G.5b, I’évolution de la position de la surface du joint par rapport au profil de bride
(évolution du bouchage des stries) en fonction de la pression d’assise. On note un bouchage
progressif, a priori plus rapidement atteint pour les stries extrémes. Une bonne description
globale de la déformation du joint est obtenue, des différences persistent néanmoins pour
décrire la morphologie relativement complexe de la surface sous les stries (présence de
bourrelet, fort cisaillement de la matiere). De plus, pour ce profil, le modele réduit semble
sur-estimer 1’ouverture sous les stries pour une charge donnée.

Pour des surfaces completes tridimensionnelles, des résultats du modele réduit sont
présentés en section 3.4.

En conclusion, on peut dire que 'approche modele réduit pour décrire 1’évolution du
champ des ouvertures sous charge semble pertinente. A titre indicatif, le temps de calcul
par la simulation par éléments finis est de 'ordre de I’heure, tandis qu’il est de 'ordre de
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la minute pour le modele réduit. Cette situation est avantageuse pour 1’étude de surfaces
completes de grandes dimensions. Toutefois, des points d’amélioration du modeéle réduit
sont envisageables, concernant notamment une meilleure prise en compte de 'effet de la
plasticité, la gestion de l'interaction circonférentielle entre les profils, ou encore l'intro-
duction de frottement lors du contact. On peut espérer que ces améliorations offrirons
une meilleure description du bouchage des stries a fort écrasement, ce qui est crucial en
étanchéité car c’est cette donnée qui va piloter les tres petites fuites dans ce régime.
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(b) Modéle réduit.

FIGURE C.5 — Evolution de la position de la surface du joint (bouchage des stries) en

fonction de la pression d’assise sur la bride.
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