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Introduction

Nous présentons dans les trois premiers chapitres une synthèse des schémas linéaires que nous avons
proposés depuis une dizaine d’années pour la discrétisation d’opérateurs de diffusion. L’ensemble de ces
méthodes linéaires fait suite à des développements effectués dans les services SFME et STMF (Services
de mécanique des fluides) du CEA (Commissariat à l’énergie atomique) dans le cadre des études con-
cernant le stockage des déchets nucléaires en formation géologique profonde. On s’intéresse à un modèle
de type hydraulique-transport qui s’écrit à l’aide de deux équations (voir (1.14) et (1.15)). La première
est elliptique et modélise le flux d’eau d’un milieu poreux. La seconde de type convectif-diffusif-dispersif
avec un terme de décroissance radioactive permet d’étudier la migration d’un radionucléide (par ex-
emple l’iode 129I).
Trois discrétisations ont été abordées pour ce modèle : les éléments finis P1 (EF), les éléments finis
mixtes hybrides (EFMH) et les volumes finis (VF).
Les EF ont la propriété de très bien approcher les termes diffusifs sur des triangles en 2D ou des té-
traèdres en 3D pour des milieux homogènes. En revanche, des imprécisions peuvent apparaître pour le
calcul de l’écoulement car les perméabilités sont parfois fortement discontinues d’une couche géologique
à l’autre.
Bien qu’un peu coûteux en place mémoire et parfois mal conditionnés, les EFMH ont la grande qualité
d’être précis sur des problèmes elliptiques isotropes hétérogènes. Ils sont donc souvent bien adaptés
pour discrétiser les problèmes d’écoulement. Par contre, ils sont parfois non monotones, même sur des
maillages réguliers, ce qui peut aboutir à de fortes oscillations lors de couplages à des termes de con-
vection. De plus, il a été mis en évidence dans [P8] qu’ils peuvent être très imprécis sur des problèmes
très anisotropes.
En ce qui concerne les VF centrés sur les mailles, il est bien connu que les schémas classiques sont
monotones pour traiter des termes convectifs. Nous verrons que de nombreuses solutions existent pour
discrétiser les termes diffusifs. Les propriétés attendues sont le respect de la monotonie sur des maillages
réguliers, la possibilité de couplage avec des algorithmes standards discrétisant des termes convectifs
et en outre, la possibilité de traiter facilement des systèmes d’équations.

Dans le premier chapitre, nous présentons le nouvel algorithme de volumes finis qui a été développé
dans [P8, P9, P12] prenant en compte des tenseurs hétérogènes anisotropes pour des simplexes, des
parallélogrammes ou des parallélépipèdes.
Nous rappelons ici l’état de l’art des méthodes centrées sur les cellules pour approcher les termes de
diffusion en 2004, période ce travail.
On peut tout d’abord s’intéresser aux éléments finis mixtes ou aux éléments finis mixtes hybrides
[15, 30, 85]. L’idée est alors d’effectuer de la condensation de masse ou "Mass Lumping" sur la matrice
des produits scalaires des fonctions de base de type Raviart-Thomas. Malheureusement, cela reste à
notre connaissance un problème ouvert pour des mailles déformées.
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On peut citer également une famille de méthodes volumes finis centrés sur les cellules décrites dans [56].
Elles ont donné lieu à toute une étude théorique de convergence avec estimation d’erreur sur des mail-
lages non structurés [51, 52]. Mais, tous ces résultats ne sont en général valides que sur des maillages
dit admissibles (par exemple des maillages de Delaunay-Voronoï pour des triangles), ce qui peut être
restrictif dans certaines applications industrielles. Après 2005, les auteurs ont proposé de nombreuses
publications, comme par exemple dans [3, 53], permettant de prendre en compte des mailles de forme
générale.
Il existe en outre des méthodes volumes finis dites du "diamant" qui prennent en compte des maillages
quelconques [16, 50]. D’un point de vue applicatif, elles donnent des résultats très intéressants. Elles
sont en effet précises et restent souvent stables même avec des mailles très allongées. Dans [36, 37],
une analyse de ce type de schéma est effectuée, avec tenseurs anisotropes hétérogènes. Il est montré en
dimension 2 que le schéma converge sous réserve qu’une petite matrice locale définie à chaque nœud
soit inversible et positive.
En 1998, il a été proposé dans [1, 2] une nouvelle approche précise (VFMPFA) pour des tenseurs
discontinus. Malheureusement, les expériences numériques ont montré que ces méthodes devenaient
instables pour des tenseurs très anisotropes.
Citons également la publication [89] où est établie une équivalence entre les éléments finis mixtes de
Raviart-Thomas et les volumes finis centrés sur les mailles pour des simplexes. Malheureusement, la
matrice globale issue des volumes finis n’est plus symétrique définie positive.
Il semble donc qu’en 2004, à notre connaissance, aucun schéma discrétisant des opérateurs de diffusion
symétrique consistant, stable, centré sur les cellules n’existait dans la littérature.
L’idée de ce chapitre est inspirée du schéma décrit dans [1, 2]. Il s’agit de calculer le gradient sur
chaque nœud de chaque maille à l’aide de l’inconnue principale au centre des mailles et d’inconnues
auxiliaires définies sur les arêtes du maillage. Ces dernières sont éliminées localement en imposant des
relations de continuité sur les flux. Notre contribution a consisté à rendre la méthode symétrique tout
en conservant la consistance du schéma. La matrice globale associée à ce schéma est définie positive.
La discrétisation est exacte pour des fonctions affines sur des simplexes ou des parallélogrammes. Nous
montrons la robustesse et la précision du schéma par comparaison à des solutions analytiques. Cette
technique a été reprise dans un certain nombre d’articles, notamment dans [4, 5, 8, 78] où est montrée
la coercivité de la méthode, ce qui permet de déduire la convergence du schéma. Notons également que
pour des quadrilatères de forme plus générale, il a été montré dans [69] que le schéma reste convergent
avec des hypothèses particulières de raffinement sur le maillage.
Dans ce chapitre, nous décrivons également une approche prenant en compte des quadrangles quelcon-
ques et qui s’avère être exacte pour les fonctions affines.
D’autre part, nous généralisons la démarche en dimension 3. Nous retrouvons les mêmes propriétés
qu’en dimension 2. Nous validons à l’aide de solutions analytiques et testons la technique sur un scé-
nario de sûreté proposé par l’ANDRA (Agence Nationale pour la Gestion des Déchets Radioactifs).

Dans les années 2008-2009, nous avons cherché à résoudre le problème suivant : existe-t-il des sché-
mas linéaires convergents discrétisant des termes de diffusion sur des maillages déformés, ou avec des
tenseurs anisotropes, préservant le principe du maximum? Nous montrons dans le chapitre 2 que la
réponse est positive. Nous présentons une discrétisation de type différences finies généralisées sur des
polygones publiée dans [P13]. Les dérivées d’ordre 2 sont calculées à l’aide de développements en séries
de Taylor. La matrice associée au schéma est à diagonale fortement dominante. Une légère hypothèse
sur le maillage permet d’établir la convergence de méthode. L’efficacité de l’algorithme est mise en
évidence par comparaison à des solutions analytiques et aux résultats calculés par d’autres schémas
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numériques. Tout ceci n’est pas en contradiction avec les publications [26, 67, 68, 83]. Dans ces articles,
il est en effet montré qu’il n’existe pas de schémas linéaires convergents sur des quadrangles avec stencil
à 9 points avec un tenseur très anisotrope (ou avec des cellules très allongées) satisfaisant le principe
du maximum (ou du minimum). Dans notre approche, nous avons relaxé la contrainte sur le stencil et
sur la conservativité habituellement vérifiée par la plupart des schémas linéaires classiques (Éléments
finis, Volumes Finis, Éléments finis mixtes hybride, etc.). Notre technique est donc en générale non
conservative, mais convergente. Soulignons cependant que le stencil du schéma devient non standard
(les points peuvent être éloignés les uns des autres) et que la précision de la méthode peut se dégrader
sur certains tests numériques. En outre, la technique n’est théoriquement valide que si le tenseur et le
terme source sont suffisamment réguliers.

Un certain nombre d’applications dans le service STMF du CEA utilisent des maillages non con-
formes pour la résolution des équations de Navier-Stokes [17, 35, 55, 86]. Suite aux publications de
[P8, P9], nous avons donc cherché à généraliser la démarche à des mailles de forme plus générale. La
difficulté principale est de garder des propriétés de consistance, de stabilité (ou de coercivité) même
sur des maillages allongés. Par exemple dans [1, 2, 7], les schémas ne sont plus coercifs si le facteur
d’anisotropie est trop important. Dans [3], la méthode dépend de l’existence pour chaque arête d’un
point dit à "moyenne harmonique".
Dans le chapitre 3, nous construisons une méthode centrée de type schéma "gradient" (voir [54]) sur
des cellules de forme presque quelconque. Sous condition d’existence d’un maillage dual déduit du
maillage initial, nous prouvons que la matrice associée au schéma est symétrique, définie positive. Pour
des quadrilatères, notre construction aboutit à un stencil à 9 points. D’autre part, nous donnons une
preuve de convergence de la méthode dans le cas de tenseurs de diffusion discontinus. De plus, à l’oc-
casion de ce travail de synthèse, nous établissons le lien de l’algorithme proposé avec les méthodes de
volumes finis. Ce schéma semble donc être un bon candidat pour discrétiser les termes de diffusion du
modèle de Navier-Stokes.

Les chapitres suivants sont consacrés aux schémas ou aux corrections non linéaires que nous avons
proposés depuis 2005, permettant de respecter le principe du maximum pour des maillages très al-
longés ou des tenseurs très anisotropes. En effet, pour des modèles de transport-chimie, ou pour des
modèles diphasiques en milieu poreux, il peut être crucial de préserver les bornes physiques.
En 2005, à notre connaissance, une seule méthode existait dans ce contexte. Il s’agit du travail no-
vateur [27] où est développée une correction non linéaire des éléments finis standard pour discrétiser
un problème de type Laplacien. La structure de la matrice globale issue de la discrétisation permet
d’obtenir les propriétés recherchées. Notons cependant une dégradation de l’ordre initial de la méthode.
En outre, les tenseurs hétérogènes ne sont pas pris en compte.
Il semble donc qu’à cette période, il n’existait pas de schémas volumes finis satisfaisant les propriétés
souhaitées sans condition sur la forme des mailles ou sur le rapport d’anisotropie.
Notons cependant que depuis une dizaine d’années, de nombreux travaux ont été publiés sur cette
thématique. Citons par exemple le travail développé dans [28] où les auteurs proposent un algorithme
non linéaire qui conserve les bornes physiques et une preuve complète de convergence pour des schémas
de type volumes éléments finis. Cette méthode s’applique à des équations paraboliques.

Dans le chapitre 4, nous présentons la construction de schémas qui sont des variantes non linéaires
de la méthode dite du "Diamant". L’idée du schéma est de calculer la combinaison non linéaire de
deux flux de part et d’autre de chaque arête. Une première combinaison a donné lieu à la publication
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[P10] en 2005. Pour les problèmes instationnaires, si le pas de temps est assez petit, la matrice globale
associée à ce schéma est monotone sans condition géométrique sur le maillage et sans condition sur
le rapport d’anisotropie. Dans ce cas, le calcul des flux donne une expression à 2 points, ce qui est
particulièrement intéressant pour la mise en œuvre sur des machines parallèles [20].
Une autre combinaison non linéaire, inspirée d’une idée présentée dans [18], aboutit à un schéma sat-
isfaisant le principe du maximum local (PML : voir (4.15)) [P16, P14, P11]. Dans ce cas, toutes les
oscillations sont supprimées. Par contre, le stencil de la méthode est proche de celui d’un schéma
linéaire classique. Sous condition de coercivité, nous montrons dans [P16] que la méthode est conver-
gente. Nous vérifions sur les résultats numériques que les oscillations sont supprimées et que ces deux
discrétisations sont d’ordre 2 même avec des tenseurs très anisotropes. Soulignons qu’à la suite de ce
travail, un certain nombre de variantes ont été développées, notamment dans [66, 77, 90, 91]. Dans
[82], l’approche est appliquée à des systèmes diphasiques en milieux poreux. Les auteurs montrent,
sur des tests spécifiques, que la technique non linéaire est largement plus précise que certains schémas
linéaires classiques. Citons également un travail récent [19] où les idées développées dans ce chapitre
sont appliquées à un système d’équations hyperboliques.

Dans le chapitre 5, nous construisons des corrections non linéaires applicables à une large gamme
de schémas classiques (Éléments finis, Volumes Finis, etc.). Nous visons ici un double objectif. Tout
d’abord, on souhaite garder la coercivité des schémas initiaux. Cette propriété est importante car elle
est utile pour montrer l’existence et la convergence de schémas non linéaires.
L’autre intérêt est de bénéficier de la structure informatique de méthodes existantes. Le gain en temps
de développement logiciel devient alors tout à fait intéressant par rapport aux techniques décrites dans
le chapitre 4.
Nous présentons trois variantes de ce type de schéma. La première est une correction non linéaire
de schémas volumes finis centrés sur les cellules. Nous rappelons que le schéma modifié reste exact
pour des fonctions affines, qu’il est coercif et qu’il supprime toutes les oscillations car la discrétisation
vérifie la propriété PML. Dans [P21], sous condition de consistance de la correction, nous montrons la
convergence de la méthode. La démarche est ensuite généralisée à des schémas hybrides (comme ceux
développés dans [24, 25, 31, 48, 49]). Les propriétés obtenues sont similaires pour ce qui concerne la
coercivité et la suppression des oscillations.
Nous présentons également une variante avec les mêmes propriétés qui, numériquement, devient d’or-
dre 2 en espace. Il s’agit de combiner les idées décrites dans [P15] avec celles présentées dans [70].
Enfin, nous établissons deux nouveaux résultats convergence, non publiés, avec des hypothèses moins
restrictives et plus faciles à vérifier que celles décrites dans [P21].
Avant de décrire de manière plus détaillée les différentes méthodes proposées, nous signalons que nous
avons résumé dans l’annexe C l’ensemble de leurs propriétés et les publications associées.
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Chapitre 1

Schémas volumes finis symétriques centrés
sur les mailles

Nous effectuons dans ce chapitre une synthèse des publications [P8, P9, P12]. Une première approche
a été proposée pour la discrétisation du terme diffusif [1, 71, 72]. Il s’agit de calculer le gradient sur
chaque nœud de chaque maille à l’aide de l’inconnue principale au centre des mailles et d’inconnues
auxiliaires définies sur les arêtes du maillage. Ces dernières sont éliminées localement en imposant
des relations de continuité sur les flux. Nous avons montré la robustesse de cette méthode puisque
l’algorithme a été testé avec environ 500000 hexaèdres déformés pour les calculs préparatoires de
sûreté de l’ANDRA.
Cependant, en ce qui concerne le terme diffusif, il est bien connu que les méthodes de volumes finis
[1, 50, 71] peuvent devenir instables avec des tenseurs très anisotropes. Dans ce travail, nous proposons
de symétriser le schéma décrit dans [1]. Nous nous intéressons à une équation parabolique qui s’écrit :















~q = −D∇u

∂u

∂t
= −div~q

(1.1)

avec u(x, t), la solution recherchée, D, un tenseur symétrique défini positif. D’autre part, nous nous
donnons une condition initiale :

u(x, 0) = u0(x).

Des conditions aux limites du type Dirichlet ou Neumann sont imposées sur la frontière du domaine
étudié.

1.1 Formulation volumes finis en 2D

1.1.1 Schéma symétrique pour des triangles ou des quadrangles (VFSYM)

Soit un domaine polygonal Ω de frontière Γ maillé avec des triangles ou des quadrangles. Nous
notons (Figure 1.1) pour un maillage de quadrangles :
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Figure 1.1 – Maillage de quadrangles.

• ΩK le quadrangle (K1,K2,K3,K4), |K| sa surface, K son barycentre, M1,M2,M3,M4 les milieux
des arêtes du quadrangle ΩK , Di et Ei les milieux des arêtes du type KiMi et KiMi+1 (par
convention M5 = M1),

• ~nDi
et ~nEi

les vecteurs orthonormaux aux arêtes KiMi et KiMi+1, |σDi
| et |σEi

| leurs longueurs,
• ∆Ki

le quadrangle associé à Ki du type (K,Mi,Ki,Mi+1) de surface |Ki| et ∂∆Ki
sa frontière,

• GKi
et NKi

, l’ensemble et le nombre d’arêtes autour du point Ki dans le maillage de Ω,
• Nma le nombre de mailles de Ω.

Hypothèses de calcul :
• L’approximation de la solution u est affine à l’intérieur du quadrangle ΩK , sur les arêtes KiMi

et KiMi+1.
• L’approximation du vecteur ~q est constante sur ∆Ki

.
Nous notons uK (respectivement uDi

et uEi
) la valeur de l’approximation de la solution u au point K

(respectivement sur les segments KiMi et KiMi+1), ~qKi
la valeur de l’approximation de ~q sur ∆Ki

et

DK la valeur du tenseur D au point K.
Intégrons la première équation du système (1.1) sur ∆Ki

en utilisant la formule de Green. Nous
écrivons :

∫

∆Ki

D
−1

K ~qdΩ = −

∫

∆Ki

∇udΩ = −

∫

∂∆Ki

u~ndΓ

En utilisant les hypothèses sur u, nous approchons ~qKi
avec l’expression suivante :

D
−1

K ~qKi
= −

1

|Ki|
(uDi

− uK)|σDi
|~nDi

−
1

|Ki|
(uEi

− uK)|σEi
|~nEi

. (1.2)

Nous déduisons les flux FDi
et FEi

à travers les interfaces KiMi et KiMi+1 qui vérifient :










































FDi
= ~qKi

.|σDi
|~nDi

= −|σDi
|~nDi

.DK |σDi
|~nDi

1

|Ki|
(uDi

− uK)−

|σDi
|~nDi

.DK |σEi
|~nEi

1

|Ki|
(uEi

− uK)

FEi
= ~qKi

.|σEi
|~nEi

= −|σEi
|~nEi

.DK |σDi
|~nDi

1

|Ki|
(uDi

− uK)−

|σEi
|~nEi

.DK |σEi
|~nEi

1

|Ki|
(uEi

− uK).

(1.3)

En appliquant la condition de continuité du flux sur GKi
, nous déduisons les valeurs aux interfaces

(uEi
, uDi

, etc.) en inversant une petite matrice MKi
de dimension NKi

. Nous reconstruisons alors tous
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les flux autour du point Ki. En intégrant la seconde équation du système (1.1) sur la maille ΩK , nous
obtenons :

∫

ΩK

∂u

∂t
dΩ = |K|

∂uK
∂t

= −

∫

ΩK

div~qdΩ = −

∫

∂ΩK

~q.~ndΓ = −
∑

1≤i≤4

FDi
+ FEi

. (1.4)

Remarque : dans [P8], nous montrons que les conditions aux limites sont naturellement prises en
compte.

1.1.2 Propriétés de l’algorithme

Pour chaque nœud de chaque maille, nous définissons la matrice Mi comme suit :

Mi =

(

|σDi
|~nDi

.DK |σDi
|~nDi

|σDi
|~nDi

.DK |σEi
|~nEi

|σEi
|~nEi

.DK |σDi
|~nDi

|σEi
|~nEi

.DK |σEi
|~nEi

)

Nous notons également AV F la matrice de la discrétisation de divD∇ de dimension Nma, SF la
matrice diagonale dont les coefficients sont les surfaces du maillage, ∆t le pas de temps, un = u(n∆t)
le vecteur solution de dimension Nma. Nous choisissons un schéma temporel implicite. La discrétisation
de l’équation (1.4) devient :

(
SF

∆t
−AV F )u

n+1 =
SF

∆t
un et nous posons M =

SF

∆t
−AV F . Dans [P8], nous montrons les propositions

suivantes :

Proposition 1.1.1 Pour des mailles non aplaties, la matrice M associée au schéma précédent est
symétrique définie positive. Ce dernier est donc inconditionnellement stable.
On montre que −AV F a la même propriété que les matrices Mi qui sont symétriques définies positives
pour des cellules non aplaties.

Proposition 1.1.2 Avec des triangles ou des parallélogrammes non aplatis, si D est constant et u ∈
C2(Ω), les flux sont approchés de manière consistante.
Par un calcul analytique, on montre que le gradient est exact si u est affine.

Proposition 1.1.3 Si toutes les matrices Mi sont des M-matrices, alors si 0 ≤ un ≤ umax, on obtient
0 ≤ un+1 ≤ umax.

Remarque 1.1.4 La technique développée dans [1] aboutit au même formalisme matriciel. C’est la
non symétrie des matrices Mi qui est à l’origine d’instabilités éventuelles. En pratique, nous avons
donc d’abord cherché à les rendre symétriques. A l’issue des tests numériques, nous avons essayé de
comprendre pourquoi la méthode restait consistante.

Remarque 1.1.5 Pour des quadrangles quelconques, les gradients ne sont plus exacts pour des fonc-
tions affines. Cependant, en raffinant à l’aide des milieux des arêtes et des barycentres de chaque maille,
on observe, sur des expériences numériques, que les flux sont consistants. Ceci est montré théoriquement
dans [69].

Remarque 1.1.6 Ce schéma a été repris dans [4, 5, 8, 78]. Les auteurs montrent que le schéma est
coercif, ce qui implique que la plus petite valeur propre de −AV F ne tend pas vers zéro lorsqu’on raffine
le maillage. Ceci permet alors de prouver la convergence de la méthode.
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1.1.3 Résultats numériques

Pour Ω =]0, 1[×]0, 1[, nous cherchons à retrouver numériquement la solution analytique du problème
suivant :

{

−div(D∇u) = f sur Ω
u = sin(πx)sin(πy) pour (x, y) ∈ ∂Ω

(1.5)

avec D(x , y) =
1

(x2 + y2 )

(

y2 + αx2 −(1− α)xy
−(1− α)xy x2 + αy2

)

et

{

uana = sin(πx)sin(πy)

f = −divD∇uana
(1.6)

Le paramètre α est égal à 10−1 (P1 : problème 1), 10−2 (P2 : problème 2) ou 10−4 (P3 : problème 3).
Le rapport d’anisotropie varie alors de 10 à 104. Le maillage est constitué d’environ 38000 triangles non
structurés. Nous calculons dans les tableaux 1.1 et 1.2, les erreurs L2 de u et de D∇u par rapport à la
solution analytique pour les EFMH [40], pour la méthode VFMPFA [1, 72], et pour le schéma VFSYM
décrit dans le paragraphe 1.1.1. On constate clairement la bonne précision de ce dernier. Le schéma
EFMH est très imprécis pour le problème 3 (Figure 1.2). La méthode VFMPFA devient divergente, ce
qui confirme les réserves décrites dans [1]. Nous montrons également le logarithme de l’erreur L2 de la
solution (EFMH et VFSYM) (Figure 1.3) en fonction du pas de discrétisation. Il est clair que les deux
schémas sont au moins d’ordre 2.

EFMH VFMPFA VFSYM
P1 1.15× 10−4 7.73 × 10−5 5.18 × 10−5

P2 1.40× 10−3 pas de convergence en espace 8.71 × 10−5

P3 1.49× 10−1 pas de convergence en espace 1.93 × 10−3

Table 1.1 – Erreur L2 pour les 3 problèmes et les 3 discrétisations de u.

EFMH VFMPFA VFSYM
P1 7.08× 10−3 7.06 × 10−3 7.06 × 10−3

P2 7.42× 10−3 pas de convergence en espace 7.21 × 10−3

P3 2.97× 10−2 pas de convergence en espace 7.27 × 10−3

Table 1.2 – Erreur L2 pour les 3 problèmes et les 3 discrétisations de D∇u.

Remarque 1.1.7 : A notre grande surprise, c’est à l’occasion du développement de la méthode VF-
SYM que nous avons mis en évidence la forte imprécision des EFMH pour les problèmes diffusifs très
anisotropes. En 2004, cela ne semblait pas connu dans la littérature. Tout ceci a été confirmé dans le
benchmark [60] sur des maillages de carrés.
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Figure 1.2 – Solution numérique calculée avec les EFMH (à gauche) et VFSYM (à droite) pour le
problème 3 avec environ 38000 triangles.

 LOG(h)

LOG (ERR L2)
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 −1.0
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EFMH

Ordre = 1.97

VFSYM

Ordre = 2.77

Figure 1.3 – Erreur L2 (EFMH et VFSYM) en fonction du pas en espace pour le problème 3.

1.1.4 Un autre schéma symétrique pour des quadrilatères (VFSYM2)

Nous supposons que le mailleur construit 4 quadrilatères autour de chaque nœud intérieur du
domaine de calcul. Nous présentons ici une variante du schéma (1.4) qui est exacte pour les fonctions
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affines sur des quadrangles comme décrit dans [P12]. Nous notons (Figure 1.1) :
• ∆Ti

le triangle (Ki,Ki+1,Ki+3), |Ti| sa surface et ∂∆Ti
sa frontière,

• ~nMi
(resp. ~nMi+1) les vecteurs orthonormaux à l’arête KiKi+1 (resp. KiKi+3 ), |σMi

| (resp.
|σMi+1|) leurs longueurs.

Nous notons uK (respectivement uMi
et uMi+1), la valeur de l’approximation de u au milieu de l’arête

Ki+1Ki+3 (respectivement au milieu de l’arête KiKi+1 et KiKi+3), ~qKi
la valeur de l’approximation

de ~q sur ∆Ti
.

L’intégration de la première équation du système (1.1) sur ∆Ti
en utilisant la formule de Green donne :

∫

∆Ti

D
−1

K ~qdΩ = −

∫

∆Ti

∇udΩ = −

∫

∂∆Ti

u~ndΓ

En utilisant les hypothèses sur u, nous approchons ~qKi
avec l’expression suivante :

D
−1

K ~qKi
= −

1

|Ti|
(uMi

− uK)|σMi
|~nMi

−
1

|Ti|
(uMi+1 − uK)|σMi+1 |~nMi+1 . (1.7)

Remarque 1.1.8 Cette formulation est exacte pour les fonctions affines car les intégrales
∫

∂∆Ti

u~ndΓ

sont calculées à l’aide des valeurs de u situées au milieu des arêtes du triangle ∆Ti
.

Les flux FMi
et FMi+1 s’écrivent finalement :










































FMi
= ~qKi

.|σMi
|~nMi

= −|σMi
|~nMi

.DK |σMi
|~nMi

1

|Ti|
(uMi

− uK)

−|σMi
|~nMi

.DK |σMi+1 |~nMi+1

1

|Ti|
(uMi+1 − uK)

FMi+1 = ~qKi
.|σMi+1 |~nMi+1 = −|σMi+1 |~nMi+1 .DK |σMi

|~nMi

1

|Ti|
(uMi

− uK)

−|σMi+1 |~nMi+1 .DK |σMi+1 |~nMi+1

1

|Ti|
(uMi+1 − uK).

(1.8)

Les inconnues auxiliaires uMi
sont alors éliminées localement comme pour le schéma (1.4). Tous les flux

sont alors reconstruits autour des points Ki et Ki+2, avec i impair. Nous montrons alors de manière
similaire que les propositions 1.1.1 et 1.1.3 sont encore vraies pour des quadrangles.

Remarque 1.1.9 On peut construire une variante de cette méthode en calculant les flux autour des
points Ki et Ki+2 avec i pair. Une autre idée serait alors de moyenner ces deux schémas de manière à
retrouver un stencil de 9 points, ce qui est habituel pour des quadrangles.

Remarque 1.1.10 A notre connaissance, c’est le seul algorithme centré sur les cellules, proposé dans
la littérature, aboutissant à une matrice symétrique définie positive pour des quadrilatères (éventuelle-
ment très déformés), exact pour les fonctions affines avec un stencil inférieur à 9 points.

Remarque 1.1.11 Quelques tests numériques convaincants ont été effectués dans [P12] que nous ne
présentons pas ici afin de ne pas alourdir notre document.

1.2 Formulation volumes finis en 3D (VFSYM3)

Nous généralisons et détaillons les idées présentées dans le paragraphe 1.1.1 en dimension 3 sur
un maillage de parallélépipèdes [73] (la méthode est applicable à des tétraèdres ou des prismes). Nous
notons (Figure 1.4) :
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~nDi

~nEi

~nFi
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Figure 1.4 – Maillage de parallélépipèdes.

• ΩK un parallélépipède,
• NoK l’ensemble des nœuds du parallélépipède ΩK ,
• K le barycentre de ΩK ,
• Ki un nœud du parallélépipède ΩK ,
• Di, Ei, Fi, les barycentres des 3 faces ayant le point Ki en commun,
• Mi,1, Mi,2, Mi,3, les milieux des arêtes ayant Ki en commun et appartenant au parallélépipède
ΩK ,

• Ti le tétraèdre KiMi,1Mi,2Mi,3 associé au point Ki,
• |Ti| le volume du tétraèdre Ti, |ΩK | le volume du parallélépipède ΩK ,
• ~nDi

(respectivement ~nEi
, ~nFi

), un vecteur orthonormal à la face KiMi,1Mi,2 (respectivement
KiMi,1Mi,3, KiMi,2Mi,3), |σDi

| (respectivement |σEi
| et |σFi

|) l’aire de KiMi,1Mi,2 (respective-
ment les aires de KiMi,1Mi,3 et de KiMi,2Mi,3),

• ∂Ti la frontière de Ti,
• NKi

, le nombre de faces autour du point Ki,
• Nma le nombre de mailles.
Hypothèses de la discrétisation :
• L’approximation de la solution u est affine sur ΩK , Ti et sur les faces ayant le point Ki en

commun,
• L’approximation de ~q est constante sur Ti.

Nous notons uK (respectivement uDi
, uEi

, uFi
) la valeur de l’approximation de u au point K (respec-

tivement Di, Ei, Fi), ~qKi
la valeur de l’approximation de ~q sur Ti et DK la valeur du tenseur D au

point K.

1.2.1 Discrétisation pour les faces intérieures au domaine de calcul

Intégrons la première équation du système (1.1) sur le tétraèdre Ti en utilisant la formule de Green.
Nous écrivons :

∫

Ti

D
−1

K ~qdΩ = −

∫

Ti

∇udΩ = −

∫

∂Ti

u~ndΓ. (1.9)
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En utilisant les hypothèses sur u, nous obtenons (voir le paragraphe sur les propriétés du schéma) :

D
−1

K ~qKi
= −

1

|Ti|
α(u′Di

− uK)|σDi
|~nDi

−
1

|Ti|
α(u′Ei

− uK)|σEi
|~nEi

−
1

|Ti|
α(u′Fi

− uK)|σFi
|~nFi

(1.10)

avec uDi
= (1−α)uKi

+αu′Di
, uEi

= (1−α)uKi
+αu′Ei

, uFi
= (1−α)uKi

+αu′Fi
, où uKi

est la valeur
de u au point Ki, α = 2

3 pour des tétraèdres et α = 1
3 pour des parallélépipèdes. Nous déduisons les

flux FDi
,FEi

, et FFi
qui vérifient :



















































































































FDi
= ~qKi

.|σDi
|~nDi

= −|σDi
|~nDi

DK |σDi
|~nDi

1

|Ti|
α(u′Di

− uK)

−|σDi
|~nDi

DK |σEi
|~nEi

1

|Ti|
α(u′Ei

− uK)− |σDi
|~nDi

DK |σFi
|~nFi

1

|Ti|
α(u′Fi

− uK),

FEi
= ~qKi

.|σEi
|~nEi

= −|σEi
|~nEi

DK |σDi
|~nDi

1

|Ti|
α(u′Di

− uK)

−|σEi
|~nEi

DK |σEi
|~nEi

1

|Ti|
α(u′Ei

− uK)− |σEi
|~nEi

DK |σFi
|~nFi

1

|Ti|
α(u′Fi

− uK),

FFi
= ~qKi

.|σFi
|~nFi

= −|σFi
|~nFi

DK |σDi
|~nDi

1

|Ti|
α(u′Di

− uK)

−|σFi
|~nFi

DK |σEi
|~nEi

1

|Ti|
α(u′Ei

− uK)− |σFi
|~nFi

DK |σFi
|~nFi

1

|Ti|
α(u′Fi

− uK).

(1.11)

En appliquant la condition de continuité du flux sur chaque face autour de Ki, nous déduisons les
valeurs aux interfaces (u′Di

, u′Ei
, u′Fi

, etc.) en inversant une petite matrice MKi
de dimension NKi

.
Nous reconstruisons alors tous les flux autour du point Ki.
Intégrons maintenant la seconde équation du système (1.1) sur la maille ΩK . Nous obtenons :

∫

ΩK

∂u

∂t
dΩ = |K|

∂uK
∂t

dΩ = −

∫

ΩK

div~qdΩ = −

∫

∂ΩK

~q.~ndΓ = −
∑

Ki∈NoK

2(FDi
+ FEi

+ FFi
)

Nous calculons donc toutes les valeurs situées au barycentre de chaque maille, ce qui définit complète-
ment l’algorithme.

1.2.2 Prise en compte des conditions aux limites

Toutes les conditions aux limites (Dirichlet, Neumann) s’imposent de manière similaire au 2D [P8].

1.2.3 Propriétés

Nous notons MΩ,i les matrices :

MΩ,i =







|σDi
|~nDi

.DK |σDi
|~nDi

|σDi
|~nDi

.DK |σEi
|~nEi

|σDi
|~nDi

.DK |σFi
|~nFi

|σEi
|~nEi

.DK |σDi
|~nDi

|σEi
|~nEi

.DK |σEi
|~nEi

|σEi
|~nEi

.DK |σFi
|~nFi

|σFi
|~nFi

.DK |σDi
|~nDi

|σFi
|~nFi

.DK |σEi
|~nEi

|σFi
|~nFi

.DK |σFi
|~nFi
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En gardant les mêmes notations qu’en 2D, les propositions 1.1.1 et 1.1.3 restent vraies. Voici quelques
précisions sur la consistance du schéma. Considérons une face intérieure et un tétraèdre Ti. Notons
uGi

, la valeur de u au barycentre de la face Mi,1Mi,2Mi,3. L’équation (1.9) devient alors :

D
−1

K ~qKi
= −

1

|Ti|
(uDi

− uGi
)|σDi

|~nDi
−

1

|Ti|
(uEi

− uGi
)|σEi

|~nEi
−

1

|Ti|
(uFi

− uGi
)|σFi

|~nFi
. (1.12)

Cette approximation est exacte pour les fonctions affines car les intégrales
∫

∂∆Ti

u~ndΓ sont calculées

à l’aide des valeurs de u situées au barycentre des faces du tétraèdre Ti. Or, on peut également écrire
pour des fonctions affines :

uGi
= αuK + (1− α)uKi

avec α = 2
3 pour des tétraèdres et α = 1

3 pour des parallélépipèdes. En remplaçant uGi
par sa valeur

dans (1.12), l’expression de ~q est indépendante de uKi
et nous retrouvons l’équation (1.10).

1.2.4 Résultats numériques

Solution analytique dans le cas stationnaire

On résout l’équation suivante sur Ω =]0, 1[×]0, 1[×]0, L[

−div(D∇u) = f

avec

D(x, y) =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 et f = (2.0 +
1

L2
)π2sin(πx)sin(πy)sin(

π

L
z). (1.13)

Conditions aux limites
Nous choisissons u = 0 sur Γ. La solution analytique s’écrit donc : u = sin(πx)sin(πy)sin( π

L
z).

Nous étudions 3 problèmes (L = 1, L = 0.1 et L = 10.) avec un maillage grossier (que l’on raffine 5
fois) constitué d’environ 25 nœuds et 50 tétraèdres. Pour les problèmes 2 et 3, le maillage est déduit
du maillage initial par affinité de rapport L dans la direction de l’axe des z. Les résultats obtenus dans
le tableau 1.3 pour les Éléments finis mixtes hybrides (EFMH) [30, 40], pour la méthode VFMPFA
développée dans [1, 2, 71, 72, P6] et pour le schéma présenté dans le paragraphe (1.2) (VFSYM3)
montrent que les EFMH sont un peu plus précis pour le problème isotrope. En revanche, pour les
problèmes 2 et 3, comme en dimension 2, la précision pour les EFMH se dégrade fortement. Dans ces
2 cas, le schéma VFMPFA devient divergent.
D’autre part, les ordres de convergence des deux méthodes, calculés sur les figures 1.5 et 1.6 confirment
la dégradation de la précision des EFMH. Soulignons cependant qu’elle reste convergente, comme
démontré dans [24, 30].
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EFMH VFMPFA VFSYM3

Problème (1) 3.88 × 10−3 4.28 × 10−3 1.02× 10−2

Problème (2) 3.23 × 10−1 non convergence en espace 3.62× 10−2

Problème (3) 1.05 × 10−1 non convergence en espace 1.61× 10−2

Table 1.3 – Tableau des erreurs L2 par rapport à la solution analytique pour les 3 problèmes et les 3
discrétisations sur le maillage fin.

LOG(h)

LOG (ERR L2)

 −1.4  −1.3  −1.2  −1.1  −1.0  −0.9  −0.8  −0.7  −0.6  −0.5

 −2.5

 −2.0

 −1.5

 −1.0

 −0.5

  0.0

EFMH

Pente = 1.97

VFSYM3

Pente = 2.15

Figure 1.5 – Ordre du schéma avec les EFMH et VFSYM3 pour L = 1 sur un maillage de tétraèdres.

1.2.5 Application à un scénario de sûreté sur le Site de Bure

Nous rappelons tout d’abord les équations du modèle du type hydraulique-transport.

Modélisation de l’écoulement

L’écoulement d’un fluide dans un milieu poreux s’écrit à l’aide de la loi de Darcy :
{

div ~U = 0,
~U = −K∇h

(1.14)
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LOG(h)

LOG (ERR L2)
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  0.5
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LOG(h)
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 −1.0

 −0.5

  0.0

  0.5

  1.0

EFMH 

Pente = 2.16

VFSYM3

Pente = 2.30

Figure 1.6 – Ordre du schéma avec les EFMH et VFSYM3 pour L = 0.1 (à gauche) et pour L = 10
(à droite) sur un maillage de tétraèdres.

où K désigne le tenseur de perméabilité et h la charge hydraulique.

Modélisation de la migration de radionucléides

Le transport de radionucléides (RN) dans un milieu poreux est simulé à l’aide d’une équation de
transport par diffusion, dispersion et convection qui s’écrit :

ωR
∂C

∂t
+ ωRλC + divC ~U = divDifDisp∇C + S, (1.15)

avec :
• ω, la porosité,
• R, le coefficient de retard du RN dans le milieu,
• C, la concentration en RN ,
• λ, la constante de décroissance radioactive du RN ,
• ~U , le champ de vitesse provenant de l’écoulement,
• S, le terme source,
• DifDisp, le tenseur de dispersion-diffusion.

Le tenseur de diffusion-dispersion a pour composantes :

DifDispij = ((De +DT ‖~U‖)δij) + (DL −DT )
UiUj

‖~U‖
. (1.16)

• De désigne le coefficient de diffusion effective,
• DL et DT , les coefficients de dispersion longitudinale et transverse.

L’ANDRA a pour objectif d’évaluer la faisabilité d’un stockage de déchets de haute activité et à vie
longue en formation géologique profonde. Dans le cadre de cette démonstration de sûreté, l’ANDRA a
défini un scénario d’évolution normale. On considère ici que les composants ne sont pas perturbés sig-
nificativement par des évènements internes ou externes non prévus. On s’intéresse à l’écoulement et au
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Strate Epaisseur Porosité Diffusion Dispersivité
hydrogéologique effective DL, DT

(m) (%) (m2.s−1) (m)
Tithonien variable 10 10−14 0., 0.

Kimméridgien 106 10 10−14 0., 0.
Oxfordien L2a-b 165 6 10−14 0., 0.

Oxfordien Hp1-Hp4 50 18 10−12 1600., 1.
Oxfordien C3a-C3b 60 1 4× 10−12 6., 0.6
Callovo-Oxfordien 135 1 4× 10−12 6., 0.6

Table 1.4 – Données du modèle de transport.

transport de l’iode 129 des déchets C vitrifiés pour le compartiment "milieu géologique" comme décrit
dans [80, 84] avec les caractéristiques physiques et géométriques du tableau 1.4. Il s’agit d’un milieu
poreux saturé multicouches de propriétés contrastées (perméabilité, diffusion, dispersion et porosité).
Nous reprenons la figure 1.7 représentée dans [80], qui est une coupe verticale du modèle géologique.

z

Kimmeridgien

Oxfordien L2a-L2b

Oxfordien Hp1-Hp4

Oxfordien C3a-C3b

Callovo-Oxfordien

Tithonien

z=-130 m

z=-265 m

z=251 m

z=145 m

z=-20 m

z=-70 m

z=341 m

Figure 1.7 – Coupe schématique du modèle géologique [80].

Le maillage est constitué d’hexaèdres et de prismes (figure 1.8). Il a été déduit d’un travail effectué
en 2004 [87]. Il a la propriété de suivre la frontière du domaine étudié de manière exacte pour ce qui
concerne les coupes horizontales. Pour les coupes verticales, les frontières sont approchées à nouveau
par des marches en escalier.
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Figure 1.8 – Maillage d’hexaèdres et de prismes constitué de 190000 mailles d’après [87].

Figure 1.9 – Coupe horizontale dans le plan du stockage.
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Modélisation de l’écoulement

Ce type de calcul ne présente pas de difficultés particulières. Pour tous les plans de coupe considérés,
nous observons des charges très proches de celles obtenues dans [71].

Modélisation du transport

Comparaison entre la méthode VFSYM3 et la méthode VFMPFA

Nous utilisons la liste de pas de temps suivante :
• ∆t = 250ans de 10000 ans à 100000 ans
• ∆t = 1000ans de 100000 ans à 300000 ans
• ∆t = 2000ans de 300000 ans à 500000 ans
• ∆t = 5000ans de 500000 ans à 106 ans.

Afin de valider numériquement le nouveau schéma sur un calcul de sûreté en dimension 3, nous mod-
ifions les données pour la couche géologique "Oxfordien-Hp1-4". Nous choisissons αL = 16 pour que
la méthode VFMPFA reste stable. Les autres caractéristiques ne sont pas changées. Ceci permet d’ef-
fectuer des comparaisons entre les deux schémas numériques. Soulignons que ce changement consiste
à changer le rapport d’anisotropie qui est égal à 16 au lieu de 1600 initialement. Du point de vue de la
modélisation, cette modification n’est pas anodine puisqu’elle est effectuée dans une couche géologique
correspondant à un exutoire ou un aquifère.
Nous comparons les isovaleurs de concentration observées aux temps t = 300000 et t = 106 années,
dans les plans suivants :

• z = −130m au toit du Callovo-Oxfordien (Figure 1.10),
• z = −197, 5m dans le plan du stockage (Figure 1.11).

Pour tous ces plans de coupe, nous observons que les panaches sont très proches pour les deux al-
gorithmes. Notons également que le schéma VFSYM3 se comporte mieux pour ce qui concerne les
propriétés de monotonie.
Cette comparaison valide donc la nouvelle approche pour des calculs réalistes en dimension 3.

Cas fortement anisotrope

Nous reprenons la valeurs initiale DL = 1600 de la dispersion dans la couche géologique "Oxfordien-
Hp1-4". Les pas de temps sont les mêmes que dans le paragraphe précédent. Avec la méthode VFMPFA
(Figure 1.12), nous observons de fortes instabilités se développer pour les coupes horizontales z = −30m
et z = −50m, ce qui correspond à une zone où le rapport d’anisotropie est égal à 1600. Avec la méthode
VFSYM3, pour z = −50m, nous vérifions que le schéma reste stable avec les isovaleurs de concentration
observées aux temps t = 11000, 50000, 100000, 300000, 500000 et 106 années (Figure 1.13). Notons
néanmoins que de légères oscillations apparaissent en cours de calcul. Cette perte de monotonie vient
de l’approximation du terme diffusif. Nous retrouvons le comportement habituel des schémas linéaires
classiques.
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Figure 1.10 – Cartes de concentrations d’iode 129 dans l’Oxfordien C3a-C3b, en z=-130 m, VFSYM3
(à gauche : valeur minimum −1.56 × 10−10), VFMPFA (à droite : valeur minimum −1.04 × 10−7),
en mol/m3, à t=300 000 et 1 000 000 ans, DL = 16 dans la couche géologique "Oxfordien-Hp1-4" .
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Figure 1.11 – Cartes de concentrations d’iode 129 dans le Callovo-Oxfordien, dans le plan du stockage,
en z=-197.5 m, VFSYM3 (à gauche : valeur minimum −4.29 × 10−9), VFMPFA (à droite : valeur
minimum −1.43×10−7), en mol/m3, à t=300 000 et 1 000 000 ans, DL = 16 dans la couche géologique
"Oxfordien-Hp1-4".
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Figure 1.12 – Cartes de concentrations d’iode 129 calculées avec le schéma VFMPFA pour une forte
anisotropie, en mol/m3, à t= 21 000 ans.
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Figure 1.13 – Cartes de concentrations d’iode 129 dans l’Oxfordien Hp1-Hp4, en z=-50 m avec le
schéma VFSYM3 pour une forte anisotropie, en mol/m3, à t=11 000, 50 000, 100 000, 300 000,
500 000 et 1 000 000 ans (valeur minimum −4.02 × 10−9).
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1.3 Conclusion

Nous avons donc montré le bon comportement des schémas proposés dans des situations très
anisotropes. De manière surprenante, nous avons mis en évidence les fortes imprécisions des EFMH.
Pour ce qui concerne les oscillations, elles apparaissent pour les méthodes VFSYM comme pour l’ensem-
ble des schémas classiques de la littérature. Par la suite, nous avons cherché à les supprimer avec des
formulations linéaires (chapitre 2) ou en introduisant des expressions non linéaires (chapitres 4 et 5).
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Chapitre 2

Un schéma linéaire vérifiant le principe du
maximum pour des opérateurs de
diffusion très anisotropes sur des
maillages déformés

Dans les années 2008-2009, nous avons cherché à résoudre le problème suivant : existe-t-il des
schémas linéaires convergents discrétisant des termes de diffusion sur des maillages déformés, ou avec
des tenseurs très anisotropes, préservant le principe du maximum? Nous montrons dans ce chapitre
que la réponse est positive. Nous effectuons une synthèse de la publication [P13].

2.1 Introduction

Nous présentons et analysons un algorithme linéaire de type différences finies généralisées pour un
opérateur de diffusion anisotrope satisfaisant le principe du maximum sur des maillages déformés.

2.2 Différences finies généralisées

Soit un domaine polygonal convexe Ω de frontière Γ de dimension 2. Nous considérons le problème
elliptique suivant : −divD(x)∇u = f avec u, la solution recherchée, f , une fonction dans C0(Ω) et

D(x), un tenseur (2,2) symétrique défini positif homogène régulier dont les composantes sont dans
C2(Ω). D’autre part, les conditions aux limites sont du type Dirichlet.

2.2.1 Cas isotrope : D = Id

Pour un maillage de polygones quelconques de Ω constitué de Nma mailles, nous notons
B = {Xi{1≤i≤Nma+Nf }

}, l’ensemble constitué des Nma barycentres de chaque cellule et de Nf points

situés sur la frontière ; (xi, yi), les coordonnées de Xi.
Nous généralisons les différences finies à la manière de [57]. Pour une fonction g(x, y) de classe C2 sur
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Ω, le développement en série de Taylor autour du point (xi, yi) s’écrit :

gj = gi +∆xj
∂gi
∂x

+∆yj
∂gi
∂y

+
∆x2j
2

∂2gi
∂x2

+
∆y2j
2

∂2gi
∂y2

+∆xj∆yj
∂2gi
∂x∂y

+O

(

√

∆x2j +∆y2j
3
)

(2.1)

avec ∆xj = xj − xi, ∆yj = yj − yi, gj = g(xj , yj) et gi = g(xi, yi). Nous cherchons à discrétiser

l’opérateur
∂2gi
∂x2

+
∂2gi
∂y2

. Nous considérons tout d’abord le système linéaire MU = B,

avec U = (uj{1≤j≤J}
), J étant le nombre de points apparaissant dans le stencil du schéma,

M =









∆x1 .. ∆xJ
∆y1 .. ∆yJ

∆x21 −∆y21 .. ∆x2J −∆y2J
∆x1∆y1 .. ∆xJ∆yJ









et B =









0
0
0
0









. (2.2)

Par la suite, nous mettons en évidence une condition géométrique suffisante pour qu’il existe une
solution positive non nulle au système (2.2).

Soit un repère (Xi, ~x, ~y) et un ensemble de 16 secteurs délimités par les droites θ =
π

8
, θ = −

π

8
, θ =

3π

8
,

θ = −
3π

8
, θ =

π

4
, θ = −

π

4
, θ = 0, θ =

π

2
(Figure 2.1).

Hypothèse 2.2.1 Nous supposons qu’il existe au moins un point Xj ∈ B dans chaque secteur.

∗X1

∗X2

∗X3

∗X4

∗X5

∗X6

∗X7

∗X8
∗X9

∗X10

∗X11

∗X12 ∗X13 ∗X14

∗X15

∗X16 ~x

~y

Xi

Figure 2.1 – 16 secteurs autour du point Xi.

Dans [P13], nous prouvons la propriété suivante :

Proposition 2.2.2 Si l’hypothèse 2.2.1 est satisfaite, alors il existe une solution U non nulle qui est
positive satisfaisant MU = B.

Remarque 2.2.3 On pose alors Z = (zj{j=1,16}
) qui vérifie Z = νU avec

ν =
2

∑

j=1,16

uj∆x2j
=

2
∑

j=1,16

uj∆y2j
et on approche l’expression

∂2gi
∂x2

+
∂2gi
∂y2

par
∑

j=1,16

zj(gj − gi), ce qui

définit le schéma nommé DFPMD (Différences finies et principe du maximum discret).
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2.2.2 Cas anisotrope

Le tenseur D étant symétrique, il est diagonalisable dans une base orthogonale de vecteurs propres.

Soient (λ1, λ2) ses 2 valeurs propres. On définit θλ1,λ2 = arctan(

√

λ2

λ1
) et le repère (Xi, ~X, ~Y ) où ~X et

~Y sont les vecteurs propres normés de D. On construit alors 16 nouveaux secteurs à l’aide des droites

θ =
θλ1,λ2

2
, θ = −

θλ1,λ2

2
, θ =

π

4
+

θλ1,λ2

2
, θ = −

π

4
−

θλ1,λ2

2
, θ = θλ1,λ2 , θ = −θλ1,λ2 , θ = 0, θ =

π

2
. On

suppose qu’il existe Xj ∈ B dans chaque secteur. La proposition 2.2.2 se généralise.

2.3 Propriétés

Pour chaque point Xi ∈ B à l’intérieur du maillage, nous ajoutons le nombre suffisant de points
sur la frontière pour que l’hypothèse 2.2.1 soit vérifiée. Ceci définit le nombre Nf .

Définition 2.3.1 Nous définissons rmini, le rayon minimum du cercle tel que les 16 points Xj ∈ B
définis dans l’hypothèse 2.2.1 soient à l’intérieur de ce cercle.

Nous notons h = max
1≤i≤Nma

rmini, uh les valeurs de u en Xi
1≤i≤Nma

, fh les valeurs de f en Xi
1≤i≤Nma

et Ah la matrice associée au schéma tel que Ahuh = fh.

Dans [P13], nous montrons les propositions suivantes :

Proposition 2.3.2 (Consistance) Avec l’hypothèse 2.2.1, si h → 0 lorsque l’on raffine le maillage,

alors
∑

j=1,16

zj(gj − gi) =
∂2gi
∂x2

+
∂2gi
∂y2

+O(h).

Proposition 2.3.3 Si l’hypothèse 2.2.1 est vérifiée et si Ah est irréductible alors le schéma est non
oscillant.
Nous utilisons que la matrice Ah est à diagonale fortement dominante.

Proposition 2.3.4 (Stabilité) Avec l’hypothèse 2.2.1, si Ah est irréductible, alors la matrice Ah vérifie
||A−1

h ||∞ ≤ G avec G > 0 indépendant de h.

Corollaire 2.3.5 Avec l’hypothèse 2.2.1, si Ah est irréductible et si h → 0 lorsque l’on raffine le
maillage, le schéma DFPMD est convergent car il est consistant et stable. Il est au moins d’ordre 1.

Remarque 2.3.6 Dans nos applications numériques, la matrice Ah est toujours irréductible.

2.4 Résultats numériques

Nous prenons les notations de l’annexe B. Nous testons ici numériquement f dans C∞(Ω) et f
discontinue (même si nous ne sommes plus dans les hypothèses de régularité initialement prévues) afin
de mettre en évidence les oscillations des schémas classiques. Dans l’ensemble des calculs qui suivent,
nous ajoutons autant de points que nécessaire sur chaque arête de la frontière pour que l’hypothèse
2.2.1 soit vérifiée.
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h 1
4

1
8

1
16

1
32

1
64

1
128

Nma 64 256 1024 4096 16384 65536
Erreur L2 9.0× 10−2 2.8× 10−2 8.9× 10−3 4.4× 10−3 1.77 × 10−3 8.12 × 10−4

Ordre 1.66 1.68 1.0 1.32 1.12

Table 2.1 – Erreur L2 par rapport à une solution analytique pour la méthode DFPMD et ordre en
fonction du pas de discrétisation, tenseur isotrope, maillage de triangles allongés.

2.4.1 Solution analytique avec des triangles allongés

On s’intéresse au test numérique décrit dans [27]. Le domaine de calcul Ω =]0, 1[×]0, 0.3[ est maillé
en rectangles découpés en 4 triangles. Ce cas est isotrope. Les conditions aux limites de Dirichlet sont
u = 0 sur ∂Ω. Nous cherchons à approcher la solution analytique uan(x, y) = sin(πx)sin((π/0.3)y) et
f = −div∇uan. Nous vérifions dans le tableau 2.1 la convergence de la méthode DFPMD qui est ici
numériquement d’ordre 1.

2.4.2 Triangles allongés et f discontinue

Nous considérons le cas où f = 1 sur ]0, 0.5[×]0, 0.075[ et f = 0 sinon. Les autres données ne sont
pas changées.
Nous représentons sur les figures 2.2 et 2.3 les calculs obtenus avec les éléments finis mixtes hybrides
(EFMH) [40, P6] et avec l’algorithme VFMPFA [1, 2]. D’autre part, avec le schéma DFPMD (figure
2.4), nous vérifions que toutes les valeurs obtenues sont positives.

SCAL
>−1.94E−04
< 2.83E−03
−1.71E−04
−2.89E−05
 1.13E−04
 2.55E−04
 3.97E−04
 5.39E−04
 6.81E−04
 8.22E−04
 9.64E−04
 1.11E−03
 1.25E−03
 1.39E−03
 1.53E−03
 1.67E−03
 1.82E−03
 1.96E−03
 2.10E−03
 2.24E−03
 2.38E−03
 2.53E−03
 2.67E−03
 2.81E−03

SCAL
> 0.00E+00
< 1.00E+00
 7.81E−03
 5.47E−02
 0.10
 0.15
 0.20
 0.24
 0.29
 0.34
 0.38
 0.43
 0.48
 0.52
 0.57
 0.62
 0.66
 0.71
 0.76
 0.80
 0.85
 0.90
 0.95
 0.99

Figure 2.2 – EFMH (solution et lieu des valeurs négatives) 64 mailles, valeur minimum
−1.94 × 10−4, 12 % d’oscillations, f discontinue, tenseur isotrope, maillage de triangles allongés.
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SCAL
>−3.96E−03
< 8.44E−02
−3.27E−03
 8.72E−04
 5.02E−03
 9.16E−03
 1.33E−02
 1.74E−02
 2.16E−02
 2.57E−02
 2.99E−02
 3.40E−02
 3.82E−02
 4.23E−02
 4.64E−02
 5.06E−02
 5.47E−02
 5.89E−02
 6.30E−02
 6.72E−02
 7.13E−02
 7.55E−02
 7.96E−02
 8.37E−02

SCAL
> 0.00E+00
< 1.00E+00

  0.0
 5.00E−02
 0.10
 0.15
 0.20
 0.25
 0.30
 0.35
 0.40
 0.45
 0.50
 0.55
 0.60
 0.65
 0.70
 0.75
 0.80
 0.85
 0.90
 0.95
  1.0

Figure 2.3 – VFMPFA (solution et lieu des valeurs négatives) 64 mailles, valeur minimum
−3.96 × 10−2, 17 % d’oscillations, f discontinue, tenseur isotrope, maillage de triangles allongés.

SCAL
> 4.41E−07
< 3.12E−03
 2.48E−05
 1.71E−04
 3.18E−04
 4.64E−04
 6.10E−04
 7.57E−04
 9.03E−04
 1.05E−03
 1.20E−03
 1.34E−03
 1.49E−03
 1.63E−03
 1.78E−03
 1.93E−03
 2.07E−03
 2.22E−03
 2.37E−03
 2.51E−03
 2.66E−03
 2.81E−03
 2.95E−03
 3.10E−03

Figure 2.4 – DFPMD (solution numérique) 64 mailles, 0 % d’oscillations, f discontinue, tenseur
isotrope, maillage de triangles allongés.

2.4.3 Solution analytique avec un tenseur très anisotrope

Nous reprenons ensuite un exemple inspiré par le test 9 et le test 5 dans [60]. Le domaine de calcul
est défini par Ω =]0, 1[×]0, 1[ qui est maillé à l’aide de carrés. On considère la solution analytique

uan(x, y) = sin(πx)sin(πy). Le tenseur de diffusion s’écrit : D = Rθ

(

1 0
0 10−3

)

Rθ
−1 où Rθ est la

rotation d’angle
3π

8
. Le second membre satisfait f = −divD∇uan. D’autre part, les conditions aux

limites étant du type Dirichlet, nous imposons u = 0 sur ∂Ω. Les résultats obtenus dans le tableau 2.2
montrent que la méthode est ici numériquement d’ordre 2.
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h 1
4

1
8

1
16

1
32

1
64

Nma 16 64 256 1024 4096
Erreur L2 5.2× 10−1 4.7× 10−1 2.6× 10−1 7.1× 10−2 2.5 × 10−2

Ordre 0.14 0.85 1.87 1.51

h 1
128

1
256

1
512

Nma 16384 65536 262144
Erreur L2 7.7× 10−3 2.1× 10−3 5.6× 10−4

Ordre 1.68 1.85 1.92

Table 2.2 – Erreur L2 par rapport à une solution analytique en fonction du pas en espace, méthode
DFPMD, tenseur très anisotrope, maillage régulier.

2.4.4 Tenseur très anisotrope et f discontinue

Nous considérons le même domaine de calcul, f = 1 sur le carré ]0.25, 0.75[×]0.25, 0.75[ et f = 0
ailleurs. Les conditions aux limites et le tenseur de diffusion ne sont pas modifiés. Nous présentons
sur les figures 2.5 et 2.6 les solutions numériques et le lieu des valeurs négatives avec les éléments
finis mixtes hybrides (EFMH) [40, P6] et avec l’algorithme VFSYM (chapitre 1). D’autre part, avec le
schéma DFPMD (figure 2.7), nous vérifions que toutes les valeurs obtenues sont positives. Soulignons
également que dans les zones où les schémas linéaires n’oscillent pas, les trois méthodes donnent des
résultats similaires. Le schéma DFPMD semble donc encore consistant même si f est discontinue.

Schéma EFMH VFSYM DFPMD
Val négatives (16 mailles) 62 37 0

Val négatives (16384 mailles) 19 7 0

Table 2.3 – Pourcentage de valeurs négatives, f discontinue, tenseur très anisotrope, maillage régulier.

SCAL
>−7.63E−03
< 1.13E−01
−6.68E−03
−1.01E−03
 4.67E−03
 1.03E−02
 1.60E−02
 2.17E−02
 2.74E−02
 3.30E−02
 3.87E−02
 4.44E−02
 5.01E−02
 5.57E−02
 6.14E−02
 6.71E−02
 7.28E−02
 7.84E−02
 8.41E−02
 8.98E−02
 9.54E−02
 0.10
 0.11
 0.11

Figure 2.5 – EFMH (solution numérique et lieu des valeurs négatives) 16384 mailles, valeur minimum
−7.6 × 10−3, 19 % d’oscillations, f discontinue, tenseur très anisotrope, maillage régulier.
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SCAL
>−3.08E−05
< 1.10E−01
 8.27E−04
 5.98E−03
 1.11E−02
 1.63E−02
 2.14E−02
 2.66E−02
 3.17E−02
 3.69E−02
 4.20E−02
 4.72E−02
 5.23E−02
 5.75E−02
 6.26E−02
 6.78E−02
 7.29E−02
 7.81E−02
 8.32E−02
 8.84E−02
 9.35E−02
 9.87E−02
 0.10
 0.11

SCAL
> 0.00E+00
< 1.00E+00
 7.81E−03
 5.47E−02
 0.10
 0.15
 0.20
 0.24
 0.29
 0.34
 0.38
 0.43
 0.48
 0.52
 0.57
 0.62
 0.66
 0.71
 0.76
 0.80
 0.85
 0.90
 0.95
 0.99

Figure 2.6 – VFSYM (solution numérique et lieu des valeurs négatives) 16384 mailles, valeur minimum
−3.0 × 10−5, 7 % d’oscillations, f discontinue, tenseur très anisotrope, maillage régulier.

SCAL
> 0.00E+00
< 1.10E−01
 8.60E−04
 6.02E−03
 1.12E−02
 1.63E−02
 2.15E−02
 2.66E−02
 3.18E−02
 3.70E−02
 4.21E−02
 4.73E−02
 5.24E−02
 5.76E−02
 6.27E−02
 6.79E−02
 7.31E−02
 7.82E−02
 8.34E−02
 8.85E−02
 9.37E−02
 9.89E−02
 0.10
 0.11

Figure 2.7 – DFPMD (solution numérique) 16384 mailles, 0 % d’oscillations, f discontinue, tenseur
très anisotrope, maillage régulier.
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Chapitre 3

Schéma centré sur des mailles de forme
presque générale pour des opérateurs de
diffusion

Après le développement de la méthode VFSYM, nous avons cherché à construire un schéma centré
sur les mailles pour des cellules de forme générale avec un stencil le plus petit possible. Les techniques
employées pour le schéma VFSYM n’étant pas généralisables aux maillages non conformes, nous nous
sommes tournés vers les méthodes centrées de type schéma "gradient" (voir [54]).
Ce chapitre présente le résumé d’une publication dans International Journal On Finite Volumes [P20]
avec T.H. Ong qui a effectué sa thèse de Novembre 2009 à Novembre 2012 au CEA à Saclay et à
Paris-Est que j’ai co-encadré avec Jérôme Droniou puis avec Robert Eymard.
Nous considérons le problème elliptique du chapitre 2 dans un domaine polygonal Ω de RN avec un
tenseur D(x), Lipschitz continu par morceaux pour x ∈ Ω tel que ses valeurs propres appartiennent à
[λ, λ](0 < λ ≤ λ), f ∈ L2(Ω) et u∂ définie sur ∂Ω. Nous le réécrivons comme suit :







~q = −D(x)∇u dans Ω ,
div~q = f dans Ω ,
u = u∂ sur ∂Ω.

(3.1)

3.1 Présentation du schéma

Nous prenons les notations de l’annexe A pour le maillage primal M. Nous construisons ensuite
un autre maillage (dual) M∗ dont les sommets sont les barycentres des cellules de M, qui sont reliés
de part et d’autre de chaque face de M (Figure 3.1). On note No∗ l’ensemble des nœuds de M∗.

Hypothèse 3.1.1 Nous supposons par la suite que le maillage M∗ existe et par conséquent :
Ω =

⋃

K∗∈M∗

K∗, K∗ étant une maille de M∗.

Remarque 3.1.2 Cette hypothèse est la même que celle introduite dans les premières publications des
méthodes dites DDFV [47, 61, 62] (Volumes finis en dualité discrète). Ce type de méthode a été par la
suite étendue à des mailles de forme encore plus générale [63].

Nous définissons également un troisième maillage M∗∗ qui est constitué de triangles qui divisent chaque
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maille de M∗ (Figure 3.1). Les nœuds de M∗∗ sont notés No∗∗. Nous cherchons uK,K∈No∗∗ . Par la suite,

x
x

xx

x

x
x

x

x

x
x

x

K

K
KK

K

K

K

K K

K

K

1
2

45

6

7 9

1

2

3 4

*

*

* *

     

3K
x

K8

Figure 3.1 – Maillage primal M (ligne continue), maillage dual M∗ (ligne pointillée en noir), troisième
maillage M∗∗ (ligne pointillée en rouge).

nous utiliserons les fonctions de bases des éléments finis P1, nommées P (v)(x) sur le maillage M∗∗ qui
sont continues sur Ω. Nous définissons également un gradient discret ∇

D
v à partir de vK,K∈No∗∗ et de

D. Les valeurs de uK,K∈No∗∗ sont déduites de la formulation variationnelle :
∫

Ω

(

D(x)∇
D
u(x)

)

.∇
D
v(x) dx =

∫

Ω

f(x)P (v)(x)dx pour tout v ∈ No∗∗. (3.2)

Le schéma est dénommé FECC (pour Finite Element Cell Centered scheme).

3.1.1 Cas isotrope homogène

La méthode coïncide avec les éléments finis P1 sur les triangles du maillage M∗∗.

3.1.2 Cas anisotrope hétérogène

Pour simplifier la présentation, nous supposons que chaque nœud xK∗ du maillage est à l’intérieur
des mailles duales associées. Chaque maille duale est alors divisée en triangles ayant xK∗ comme
sommets communs (figure 3.2). Nous supposons aussi que D est discontinu sur le triangle (xK , xL, xK∗)
mais continu sur (xK , xσ, xK∗) et (xL, xσ , xK∗).

Considérons TK,L,K∗, TK,L,L∗, TL,K,K∗ les triangles (xK , xσ, xK∗), (xK , xσ, xL∗), (xL, xσ, xK∗) et les
vecteurs ~nK,L,K∗, ~nK∗, ~nL,K,K∗, ~nσ,K∗, ~nσ,L∗ , ~nTK

et ~nTL
orthonormaux aux arêtes [xK∗xL], [xK , xL],

[xK∗ , xK ], [xK∗ , xσ], [xL∗ , xσ], [xK , xσ ] et [xσ , xL] (figure 3.3). Les gradients sur TK,L,K∗ et sur TL,K,K∗

sont calculés à l’aide d’une formule de Green. Nous obtenons :

2|TK,L,K∗|∇TK,L,K∗u = −(uK∗ − uσ)|xKxσ|~nTK
− (uK − uσ)|xK∗xσ|~nσ,K∗ (3.3)

2|TL,K,K∗|∇TL,K,K∗u = −(uK∗ − uσ)|xσxL|~nTL
+ (uL − uσ)|xK∗xσ|~nσ,K∗. (3.4)

Hypothèse 3.1.3 Nous supposons que pour chaque maille telle que D est discontinu, alors

l’expression Det = −
|xK∗xσ|~nσ,K∗DK |xK∗xK |~nL,K,K∗

|TK,L,K∗|
+
|xK∗xσ|~nσ,K∗DL|xK∗xL|~nK,L,K∗

|TL,K,K∗|
est différente
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xK∗

xK xLxσ

xL∗

~nσ,K∗

~nσ,L∗

Figure 3.2 – Prise en compte d’un tenseur D discontinu.

xK∗

xL

xK

~nK,L,K∗

~nK∗

~nL,K,K∗

xσ

~nσ,K∗

~nTK ~nTL

Figure 3.3 – Exemple d’un triangle où le tenseur D est discontinu.

de zéro.
Par continuité des flux sur l’interface [xK∗ , xσ], nous obtenons :

uσ = βKuK + βLuL + βK∗uK∗ (3.5)

où βK =
|xK∗xσ|~nσ,K∗DK |xK∗xσ|~nσ,K∗

Det|TK,L,K∗|
, βL =

|xK∗xσ|~nσ,K∗DL|xK∗xσ|~nσ,K∗

Det|TL,K,K∗|
et

βK∗ = 1− βK − βL. Nous déduisons ∇
D
u avec les équations (3.3) et (3.4), ce qui définit le schéma à

l’aide de la formulation variationnelle (3.2).
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Variante du schéma précédent

La seule différence consiste à introduire le point xσ défini dans [3] lorsqu’il existe. La valeur de uσ
ne dépend plus que de uK et uL. Nous écrivons :

uσ = βKuK + βLuL avec βK + βL = 1. (3.6)

3.2 Une variante en modifiant le second membre

Le schéma consiste à modifier la formulation variationnelle en cherchant U = (uK,K∈No∗∗) vérifiant :
∫

Ω

(

D(x)∇
D
u(x)

)

.∇
D
v(x) dx =

∫

Ω

f(x)PV F (v)(x)dx pour tout v ∈ No∗∗, (3.7)

où






















∫

Ω

f(x)PV F (v)(x)dx =

∫

K

f(x)dx pour x ∈ K,K ∈ M et v ∈ No∗,

∫

Ω

f(x)PV F (v)(x)dx = 0 pour v ∈ No∗∗ et v 6∈ No∗.

(3.8)

3.3 Propriétés

Nous nous intéressons au vecteur U = (uK,K∈No∗). Dans [P20], on montre les propriétés suivantes :

Proposition 3.3.1 Avec l’hypothèse 3.1.1 (et l’hypothèse 3.1.3 si D est discontinu), le vecteur U
vérifie une égalité du type AU = B où A est une matrice symétrique définie positive creuse de dimension
égale au nombre de mailles. Le schéma est donc centré sur les cellules.
Nous montrons que l’on peut éliminer localement tous les degrés de liberté qui sont strictement à
l’intérieur de chaque maille duale. La matrice obtenue a alors les mêmes propriétés que la matrice
initiale issue de la formulation variationnelle (3.2).

Proposition 3.3.2 Avec l’hypothèse 3.1.1 (et l’hypothèse 3.1.3 si D est discontinu), pour des maillages
de quadrilatères, le stencil du schéma est au plus égal à 9.
Le stencil obtenu dépend directement du maillage en triangle de chaque maille duale.

Hypothèse 3.3.3 Nous supposons que chaque nœud xK∗ du maillage est à l’intérieur de la maille
duale associée K∗.

Dans le cas où D est discontinu sur [xK∗, xσ ], nous considérons les fonctions affines par morceaux

associées à D vérifiant :
DK∇TK,L,K∗u.~nσ,K∗ = DL∇TL,K,K∗u.~nσ,K∗ .

Proposition 3.3.4 Avec les hypothèses 3.1.3, et 3.3.3, le schéma est exact pour les fonctions affines
par morceaux associées à D.

Hypothèse 3.3.5 Soit θ un réel strictement positif. Nous supposons que

Det ≥ θ(
|xK∗xσ|~nσ,K∗DK |xK∗xσ|~nσ,K∗

|TK,L,K∗|
+
|xK∗xσ|~nσ,K∗DL|xK∗xσ|~nσ,K∗

|TL,K,K∗|
) lorsqu’on raffine le maillage.
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Proposition 3.3.6 Avec les hypothèses 3.3.3 et 3.3.5, si la régularité du maillage (voir annexe A) est
bornée lorsqu’on le raffine, le schéma est convergent.
Voici quelques éléments de la preuve. Nous montrons tout d’abord que le schéma est coercif en utilisant
la formulation variationnelle de la méthode. Pour la consistance, nous réécrivons le schéma sous forme
de volumes finis. Nous montrons alors que les flux sont consistants dans les zones où D est continu.
Dans les zones où D est discontinu, les flux ne sont pas consistants, mais cela n’empêche pas la con-
vergence car le nombre de mailles impactées sur le nombre total de cellules du domaine étudié est en
O(hM). Nous avons repris le même argument que celui décrit dans [P16] et [29].

A l’occasion de la rédaction de ce document, nous proposons d’établir la propriété suivante (avec

D = Id pour simplifier la présentation) :

Proposition 3.3.7 Avec l’hypothèse 3.3.3 et uσ vérifiant (3.6), la formulation variationnelle (3.7) est
équivalente au schéma volumes finis suivant :






























∑

L∈N(K)

FK,L(u) = |K|fK

FK,L(u) + FL,K(u) = 0, ∀L ∈ N(K), L 6∈ Eext

FK,L(u) = FK,σ(u) = −

∫

σ

∇u.~nK,σdσ + |σ|O(hM), si u est C2(Ω) et L ∈ N(K) (voir annexe A),

σ étant l’interface entre la maille Ket la maille L.
(3.9)

Preuve
Le raisonnement est proche de celui donné dans [3] et [6]. Pour chaque maille K, on écrit la formulation
variationnelle (3.7) avec vK = 1 sur la maille K et 0 ailleurs. On en déduit toutes les valeurs aux nœuds
du maillage. On obtient :

uK∗ =
∑

L∈VM(K∗)

αL,K∗uL avec
∑

L∈VM(K∗)

αL,K∗ = 1.

En posant :


















































∀L ∈ N(K),

F 1
K,L(u) =

|xK∗xσ|~nσ,K∗

TK,L,K∗
{

(uK∗ − uK)

2
|xKxK∗|~nL,K,K∗ + (

1

2
(uK∗ + uσ)− uK)|xK∗xσ|~nσ,K∗ +

1

2
(uσ − uK)|xKxσ|~nTK

}

+
|xL∗xσ|~nσ,L∗

TK,L,L∗
{

(uL∗ − uK)

2
|xKxL∗ |~nL,K,L∗ + (

1

2
(uL∗ + uσ)− uK)|xL∗xσ|~nσ,L∗ −

1

2
(uσ − uK)|xKxσ|~nTK

},

(3.10)

RK,K∗(u) =
1

2
(αK,K∗ − 1)(∇TK,L(K),K∗u.|xKxK∗ |~nL(K),K,K∗ +∇TK,M(K),K∗u.|xKxK∗|~nM(K),K,K∗)

+
1

2
αK,K∗

∑

N∈VM(K∗), N 6=K

(∇TN,L(N),K∗u.|xNxK∗|~nL(N),N,K∗ +∇TN,M(N),K∗u.|xNxK∗|~nM(N),N,K∗),

(3.11)
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(M(K) et L(K) étant les 2 mailles voisines de la maille K ayant le nœud K∗ en commun) et

RK,σ(u) =
1

2
(βK−1)((∇TK,L,K∗u−∇TK,L,L∗u).|xKxσ|~nTK

)+βK
1

2
((∇TL,K,K∗u−∇TL,K,L∗u).|xσxL|~nTL

)

(K et L étant les 2 mailles de part et d’autre de l’interface σ), nous écrivons :

−
∑

L∈N(K)

F 1
K,L(u) +

∑

K∗∈V N(K)

RK,K∗(u) +
∑

σ∈EK

RK,σ(u) = |K|fK .

On vérifie immédiatement que RK,K∗(u) = 0 et RK,σ(u) = 0 si u est affine.

Comme
∑

L∈VM(K∗)

αL,K∗ = 1 et βK + βL = 1 (voir (3.6)), nous déduisons
∑

L∈VM(K∗)

RL,K∗(u) = 0

et RK,σ(u) +RL,σ(u) = 0.
Nous cherchons alors les inconnues RK∗,K,M(K)(u) et RK∗,K,L(K)(u) pour toutes les mailles autour du
nœud K∗ vérifiant :







RK∗,K,M(K)(u) +RK∗,K,L(K)(u) = RK,K∗(u)

RK∗,L,M(L)(u) +RK∗,K,L(K)(u) = 0

RK∗,M,L(M)(u) +RK∗,K,M(K)(u) = 0

(3.12)

Il s’agit donc d’un système à 2Card(VM(K∗)) inconnues avec 2Card(VM(K∗)) équations.

Comme
∑

L∈VM(K∗)

RL,K∗(u) = 0, ce système possède une infinité de solutions. En fixant une des

inconnues à zéro, on déduit alors les autres de proche en proche. Nous remarquons que F 1
K,L(u) approche

exactement
∫

σ
∇u.~nK,σ,K∗dσ pour les fonctions affines. Nous posons donc :

FK,L(u) = −F 1
K,L(u) +RK,σ(u) +

∑

K∗∈V N(K)

RK∗,K,L(u) = −F 1
K,L(u) +RK,L(u)

avec RK,L(u) = RK,σ(u) +
∑

K∗∈V N(K)

RK∗,K,L(u) qui vérifie RK,L(u) = 0 si u est affine,

RK,L(u) +RL,K(u) = 0 d’après (3.12) et RK,σ(u) +RL,σ(u) = 0.
D’autre part, nous avons également l’égalité : F 1

K,L(u) +F 1
L,K(u) = 0 d’après la définition de xσ et uσ

dans [3], ce qui permet de conclure. �

Remarque 3.3.8 Les termes RK,L(u) rendent la méthode coercive. Dans le cas où l’hypothèse 3.3.3
est vérifiée, ils stabilisent les méthodes volumes finis qui calculent les flux avec la formule (3.10). Cela
concerne par exemple certains schémas VF développés dans [16, 36, 37, 50].

3.4 Résultats numériques

Nous reprenons les notations de l’annexe B.
Test 1 : anisotropie faible

Nous choisissons Ω =]0, 1[×]0, 1[. Le tenseur D vérifie : D(x, y) =

(

1.5 0.5
0.5 1.5

)

.

Nous cherchons à comparer la solution numérique (formulation variationnelle (3.2)) avec la solution
analytique décrite dans [60] qui s’écrit :











uana(x, y) = sin((1− x)(1− y)) + (1− x)3(1− y)2,

f(x, y) = −∇.(D∇uana),
u(x, y) = uana(x, y) sur ∂Ω.
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Nous considérons les maillages de triangles réguliers et les maillage de carrés non conformes (Figure
3.4) décrits dans [60]. Nous vérifions dans les tableaux 3.1 et 3.2 la convergence de la méthode qui est ici
d’ordre 2. Nous montrons également la très bonne précision de la méthode (Figure 3.5) en comparant
au schéma VFMPFA [1]. L’algorithme semble être 3 à 4 fois plus précis que les méthodes décrites dans
[9, 10, 11, 32, 53, 64, 79, 81] (Figure 3.6) grâce à l’intégration particulière du second membre. En effet,
la formulation choisie revient à utiliser un maillage deux fois plus fin que les autres méthodes avec le
même nombre d’inconnues. En revanche, nous signalons que la précision de la variante en volumes finis
(formulation variationnelle (3.7)) est proche des schémas classiques de la littérature pour ce test.

Figure 3.4 – Maillage de triangles réguliers et de carrés non conformes raffinés localement.

h 1
4

1
8

1
16

1
32

1
64

Erreur L2 (sol) 2.25 × 10−3 6.03× 10−4 1.55 × 10−4 3.92 × 10−5 9.84 × 10−6

Ordre 1.90 1.96 1.98 1.99
Erreur L2 (grad) 1.56 × 10−3 9.52× 10−4 5.44 × 10−4 2.93 × 10−4 1.53 × 10−4

Ordre 0.72 0.81 0.89 0.94

Table 3.1 – Calcul de l’erreur de la solution numérique (et du gradient) par rapport à la solution
analytique pour le test 1 avec un maillage de triangles réguliers.

h 1
4

1
8

1
16

1
32

1
64

Erreur L2 (sol) 5.41 × 10−3 1.29× 10−3 3.07 × 10−4 7.44 × 10−5 1.83 × 10−5

Ordre 2.06 2.07 2.04 2.02
Erreur L2 (grad) 2.43 × 10−2 1.35× 10−2 7.12 × 10−3 3.65 × 10−3 1.84 × 10−3

Ordre 0.85 0.93 0.96 0.98

Table 3.2 – Calcul de l’erreur de la solution numérique (et du gradient) par rapport à la solution
analytique pour le test 1 avec un maillage de carrés non conformes raffinés localement.
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Figure 3.5 – Calcul de l’erreur de la solution numérique par rapport à la solution analytique. A
gauche : schéma VFMPFA [1]. A droite : schéma FECC.

 1e−05

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 56  224  896  3584  14336

Schéma FECC
FVHYB

MFV
SUSHI

FVSYM
MFD−BLS

DDFV−HER
CMPFA

Nombre d’inconnues

Figure 3.6 – Calcul de l’erreur relative de la solution numérique par rapport à la solution analytique
en norme L2 pour les schémas décrits dans [9, 10, 11, 32, 53, 64, 79, 81] avec des maillages de carrés
non conformes raffinés localement pour le test 1.

Test 2 : Anisotropie forte et D discontinu

Nous cherchons à approcher la solution analytique suivante :















uana(x, y) = cos(πx) sin(πy) si x ≤ 0.5,
uana(x, y) = 10−6 cos(πx) sin(πy) si x > 0.5,

f(x, y) = −∇.(D∇uana).
u(x, y) = uana(x, y) sur ∂Ω.
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Le tenseur D s’écrit :

D(x, y) =

(

1 0
0 1

)

si x ≤ 0.5, D(x, y) =

(

106 0
0 0.01

)

si x > 0.5.

Avec la formulation (3.2), nous représentons tout d’abord les résultats numériques (tableau 3.3) avec uσ
vérifiant l’égalité (3.5). Nous notons le bon comportement de la méthode (avec D discontinu) qui reste
d’ordre 2 grâce à la proposition 3.3.4. Nous testons également uσ vérifiant (3.6) (tableau 3.4). Nous
observons que la précision est légèrement supérieure. Dans ce cas, les points xσ sont bien à l’intérieur
de chaque arête σ.

h 1
4

1
8

1
16

1
32

1
64

Erreur L2 (sol) 5.45 × 10−3 1.37× 10−3 3.43 × 10−4 8.58 × 10−5 2.14 × 10−5

Ordre 1.99 2.00 1.99 1.99
Erreur L2 (grad) 8.14 × 10−3 6.62× 10−3 3.74 × 10−3 1.97 × 10−3 1.01 × 10−3

Ordre 0.30 0.82 0.92 0.96

Table 3.3 – Calcul de l’erreur de la solution numérique (et du gradient) par rapport à la solution
analytique pour le test 2 avec un maillage de triangles réguliers pour uσ vérifiant l’égalité (3.5).

h 1
4

1
8

1
16

1
32

1
64

Erreur L2 (sol) 5.03 × 10−3 1.29 × 10−3 3.32 × 10−4 8.44 × 10−5 2.13 × 10−5

Ordre 1.95 1.96 1.97 1.99

Table 3.4 – Calcul de l’erreur de la solution numérique par rapport à la solution analytique pour le
test 2 avec un maillage de triangles réguliers pour uσ vérifiant l’égalité (3.6).

3.5 Conclusion

Nous avons donc montré l’efficacité de la méthode proposée qui peut être très précise en erreur L2

sur la solution par rapport à de nombreuses schémas de la littérature. En revanche, sa construction
dépend de l’existence des deux hypothèses 3.3.3 et 3.3.5. D’un point de vue pratique, elles ne sont pas
très restrictives, puisque nous avons testé des maillages non conformes et des tenseurs très anisotropes.
Notons que pour des triangles, il devrait être possible de les supprimer en adaptant le lieu des degrés
de liberté.
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Chapitre 4

Schémas non linéaires volumes finis
monotones ou positifs pour des opérateurs
de diffusion fortement anisotropes

Après le développement du schéma VFSYM dans le chapitre 1, nous avons mis en évidence sur des
calculs de sûreté que des oscillations pouvaient apparaître dans les zones où les tenseurs de dispersions
sont très anisotropes ou dans les zones où les mailles sont très déformées. Ceci correspond au com-
portement habituel de l’ensemble des schémas linéaires classiques de la littérature (voir par exemple
[60]). Nous avons donc cherché à supprimer ces oscillations, car il peut être crucial de préserver les
bornes physiques pour des modèles de transport-chimie ou des modèles diphasiques en milieu poreux.
En 2005, date du début de ce travail, une seule publication a été proposée à notre connaissance. Il s’agit
du travail décrit dans [27] où est développée une correction non linéaire des éléments finis standard
P1. Les résultats numériques montrent que la technique fonctionne mais on note une dégradation de
l’ordre initial des éléments finis P1 pour la norme L2(Ω).
Nous avons donc proposé des méthodes dans un contexte volumes finis. Voici la synthèse des publica-
tions [P10, P11, P14, P16] et [P17].

4.1 Formulation volumes finis

Nous reprenons le problème elliptique (3.1) du chapitre précédent et les notations sur le maillage
de l’annexe A. Nous cherchons les inconnues (uK)K∈M et les flux FK,a(u) qui approchent |a|~q · ~nK,a

sous la forme :
FK,a(u) =

∑

L∈M

νK,L,a(u)(uK − uL), (4.1)

ou bien
FK,a(u) = µK,L,a(u)uK − µL,K,a(u)uL (4.2)

avec νK,L,a(u) ≥ 0 pour tout L qui n’est pas un voisin de K, νK,L,a(u) > 0, µK,L,a(u) ≥ 0 et
µL,K,a(u) ≥ 0 lorsque L et K sont voisins. La formulation (4.2) correspond donc à un flux à deux
points.
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c

Xb

XT (b)
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Figure 4.1 – Exemple de points M1,a et M2,a dans le cas homogène.

4.1.1 Cas isotrope homogène

Pour chaque arête b de Eext (en notant T (b) le volume de contrôle tel que b ∈ ET (b)), la demi-droite
d’origine XT (b) dans la direction ~nT (b),b intersecte ∂Ω au point noté Xb (voir Figure 4.1).
Nous supposons que pour chaque arête de Eint, il existe deux points M1,a et M2,a dans l’enveloppe
convexe des points appartenant à P et des points (Xb)b∈Eext tels que :

• M2,a appartient à la demi-droite d’origine XT1(a) et de direction ~nT1(a),a,
• M1,a appartient à la demi-droite d’origine XT2(a) de direction ~nT2(a),a.

Nous décrivons en 3 parties la construction du schéma :

Partie 1 (interpolation de la solution pour les points Mi,a)

Nous écrivons : Mi,a = αi,aXTi(a) +
∑Ji,a

j=1 λi,a(j)Xi,a(j) (avec αi,a > 0, λi,a(j) ≥ 0,

αi,a +
∑Ji,a

j=1 λi,a(j) = 1, et Xi,a(j) = XK (K ∈ M) ou Xi,a(j) = Xb (b ∈ Eext)).
On définit alors :

uMi,a
= αi,auTi(a) +

Ji,a
∑

j=1

λi,a(j)uXi,a(j). (4.3)

Partie 2 (construction des flux |a|~q · ~nK,a)
Soit K ∈ M et a ∈ EK une arête frontière. Nous approchons les flux avec l’approximation :

FK,a(u) = |a|
uK − ua

d(XK ,Xa)
. (4.4)
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Pour les arêtes intérieures, on les calcule à l’aide des expressions suivantes :

F1,a(u) = |a|
uT1(a) − uM2,a

d(XT1(a),M2,a)
ou F2,a(u) = |a|

uT2(a) − uM1,a

d(XT2(a),M1,a)
,

qui deviennent avec (4.3) :

F1,a(u) = |a|
α2,a(uT1(a) − uT2(a)) +

∑J2,a
j=1 λ2,a(j)(uT1(a) − uX2,a(j))

d(XT1(a),M2,a)
(4.5)

et

F2,a(u) = |a|
α1,a(uT2(a) − uT1(a)) +

∑J1,a
j=1 λ1,a(j)(uT2(a) − uX1,a(j))

d(XT2(a),M1,a)
. (4.6)

Le flux calculé est une combinaison du type :

FK,a(u) = γ1,a(u)ǫ1,KF1,a(u) + γ2,a(u)ǫ2,KF2,a(u) (4.7)

(avec ǫi,K = +1 si K = Ti(a) et ǫi,K = −1 sinon) telle que les formules (4.1) ou (4.2) soient vérifiées.

Avec 0 < β1,a ≤
2α1,a

d(XT2(a),M1,a)
et 0 < β2,a ≤

2α2,a

d(XT1(a),M2,a)
, nous posons :

G1,a(u) = −|a|β2,a(uK − uT2(a)) + F1,a(u) et G2,a(u) = |a|β1,a(uK − uT2(a)) + F2,a(u).

Pour obtenir une solution du type (4.1), γ1,a(u) et γ2,a(u) vérifient :

γ1,a(u) =
|G2,a(u)|

|G1,a(u)|+ |G2,a(u)|
et γ2,a(u) =

|G1,a(u)|

|G1,a(u)|+ |G2,a(u)|

si ( |G1,a(u)|+ |G2,a(u)| 6= 0) et γ1,a(u) = γ2,a(u) =
1

2
sinon.

En ce qui concerne les solutions du type (4.2), nous posons :

u2,a =

J2,a
∑

j=1

λ2,a(j)uX2,a(j)

et

u1,a =

J1,a
∑

j=1

λ1,a(j)uX1,a(j)

et nous choisissons γ1,a(u) = 1 et γ2,a(u) = 0 (resp. γ1,a(u) = 0 et γ2,a(u) = 1) si u2,a = 0 (resp.

u1,a = 0) et si (
|u1,a|

d(XT2(a),M1,a)
|+

|u2,a|

d(XT1(a),M2,a)
) 6= 0,

γ1,a(u) =

u1,a
d(XT2(a),M1,a)

|u1,a|

d(XT2(a),M1,a)
+

|u2,a|

d(XT1(a),M2,a)
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et

γ2,a(u) =

u2,a
d(XT1(a),M2,a)

|u1,a|

d(XT2(a),M1,a)
+

|u2,a|

d(XT1(a),M2,a)

.

Partie 3 (construction du schéma) : le schéma est obtenu en intégrant la seconde équation du sys-
tème (3.1). Nous cherchons u = (uK)K∈M vérifiant :

∀K ∈ M :
∑

a∈EK

FK,a(u) = |K|fK . (4.8)

4.1.2 Cas anisotrope hétérogène
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XT2(a)
XT1(a),a

XT2(a),a

M2,a

M1,a

T1(a)

T2(a)

a

T (b)

b
Xb

XT (b)

Ωc

Figure 4.2 – Exemple de points M1,a et M2,a dans le cas anisotrope hétérogène.

Pour chaque arête b de Eext (en notant T (b) le volume de contrôle tel que b ∈ ET (b)), la demi-droite

d’origine XT (b) dans la direction DT (b)~nT (b),b intersecte ∂Ω au point noté Xb (voir Figure 4.2).
Nous supposons (voir Figure 4.2) que pour chaque arête de Eint, il existe deux points M1,a et M2,a

dans l’enveloppe convexe des points appartenant à P et des points (Xb)b∈Eext tels que :

• M2,a appartient à la demi-droite d’origine XT1(a),a et de direction DT2(a)~nT1(a),a,

• M1,a appartient à la demi-droite d’origine XT2(a),a de de direction DT1(a)~nT2(a),a.
Nous décrivons à nouveau en 3 parties la construction du schéma :
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Partie 1 (interpolation de la solution pour les points Mi,a) : nous utilisons ici la même méthode
que dans le cas homogène.

Remarque 4.1.1 si le tenseur D est continu par morceaux, on choisit les points XTi(a) dans des zones

où D est continu pour ne pas dégrader la précision de la méthode.

Partie 2 (calcul des flux)
Pour les arêtes extérieures, nous utilisons l’approximation suivante :

FK,a(u) = |a|
∣

∣

∣
DK~na

∣

∣

∣

uK − ua
d(Xa,XK)

. (4.9)

Pour les arêtes intérieures, on approche le flux à l’aide des expressions suivantes :

F 1
1,a(u) =

∣

∣

∣
DT1(a)~na

∣

∣

∣

uT1(a) − uT1(a),a

d(XT1(a),XT1(a),a)
, F 2

1,a(u) =
∣

∣

∣
DT2(a)~na

∣

∣

∣

uT1(a),a − uM2,a

d(XT1(a),a,M2,a)
,

F 1
2,a(u) =

∣

∣

∣
DT2(a)~na

∣

∣

∣

uT2(a) − uT2(a),a

d(XT2(a),XT2(a),a)
, F 2

2,a(u) =
∣

∣

∣
DT1(a)~na

∣

∣

∣

uT2(a),a − uM1,a

d(XT2(a),a,M1,a)
.

(4.10)

En imposant la continuité des flux, c’est-à-dire F 1
1,a(u) = F 2

1,a(u) et F 1
2,a(u) = F 2

2,a(u), nous déduisons
uT1(a),a et uT2(a),a. Nous aboutissons à des formulations du type :

F1,a(u) = |a|
α2,a(uT1(a) − uT2(a)) +

∑J2,a
j=1 λ2,a(j)(uT1(a) − uX2,a(j))

δ2,a
,

F2,a(u) = |a|
α1,a(uT2(a) − uT1(a)) +

∑J1,a
j=1 λ1,a(j)(uT2(a) − uX1,a(j))

δ1,a
,

(4.11)

avec

δ1,a =
d(XT2(a),a,M1,a)
∣

∣

∣
DT1(a)~na

∣

∣

∣

+
d(XT2(a),XT2(a),a)

∣

∣

∣
DT2(a)~na

∣

∣

∣

,

δ2,a =
d(XT1(a),a,M2,a)
∣

∣

∣DT2(a)~na

∣

∣

∣

+
d(XT1(a),XT1(a),a)

∣

∣

∣DT1(a)~na

∣

∣

∣

.

(4.12)

Nous choisissons alors les mêmes combinaisons que dans le cas homogène :

FK,a(u) = γ1,a(u)ǫ1,KF1,a(u) + γ2,a(u)ǫ2,KF2,a(u). (4.13)

Partie 3 (définition du schéma) :
Nous cherchons à nouveau u = (uK)K∈M vérifiant :

∀K ∈ M :
∑

a∈EK

FK,a(u) = |K|fK . (4.14)
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4.2 Propriétés du schéma

Nous notons VFPMD (Volumes Finis respectant le Principe du Maximum Discret) (resp. VFMON
(Volumes Finis MONotones)) le schéma décrit dans les parties 3 des paragraphes précédents pour la
formulation (4.1) (resp. (4.2)). Nous donnons tout d’abord la définition d’un schéma satisfaisant le
principe du maximum local (PML).

Définition 4.2.1 (structure PML) Soit un maillage admissible défini dans [P16] de Ω. Un schéma
avec les inconnues u = (uK)K∈M sera dit PML s’il s’écrit sous la forme :

∀K ∈ M :
∑

L∈M

τK,L(u)(uK − uL) +
∑

a∈Eext

τK,a(u)(uK − ua) = |K|fK , (4.15)

pour des fonctions τK,L : RCard(M) 7→ R
+ (pour (K,L) ∈ M2) et τK,a : R

Card(M) 7→ R
+ (pour K ∈ M

et a ∈ Eext) satisfaisant, pour tout v ∈ R
Card(M),

∀(K,L) ∈ M2 such that EK ∩ EL 6= ∅ : τK,L(v) > 0 ,
∀K ∈ M , ∀a ∈ AK ∩ Aext : τK,a(v) > 0.

(4.16)

Dans (4.15), ua est la valeur de u∂ sur a que nous supposons comprise entre les valeurs minimum et
maximum de u∂ .

Dans [P16], nous montrons la propriété suivante :

Proposition 4.2.2 Avec les flux de la forme (4.1), le schéma (4.14) (ou (4.8)) a la structure PML.

Nous considérons à nouveau le problème parabolique (1.1) défini sur ]0,∞[×Ω avec u0 = 0 sur {0}×Ω
et u = u∂ = 0 sur ]0,∞[×∂Ω. Avec un schéma explicite et un pas de temps ∆t, nous écrivons :

∀n ≥ 0 , ∀K ∈ M : |K|un+1
K +∆t

∑

a∈EK

FK,a(u
n) = |K|unK ,

∀K ∈ M : u0K =
1

|K|

∫

K

u0.
(4.17)

Proposition 4.2.3 Dans [P10], nous montrons qu’avec les flux décrits dans (4.2) et un pas de temps
suffisamment petit (qui ne s’effondre pas), la solution de (4.17) reste positive.

Hypothèse 4.2.4 (coercivité) : nous supposons qu’il existe ζ > 0 tel que

∀v = (vK)K∈M :
∑

a∈Eint

min
[

ǫ1,KF1,a(v)(vK − vL); ǫ2,KF2,a(v)(vK − vL)
]

+
∑

a∈Eext

FK,a(v)vK ≥ ζ





∑

a∈Eint

coefa(vK − vL)
2 +

∑

a∈Eext

coefav
2
K



 .

(4.18)

où coefa sont des coefficients strictement positifs (en dimension N ,
coefa

hM
N−2

ne tend pas vers zéro

lorsque hM → 0).
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Proposition 4.2.5 Dans [P16], avec les flux décrits dans (4.1), avec l’hypothèse 4.2.4 et
∀a ∈ Eint, β1,a = β2,a, nous montrons l’existence d’au moins une solution aux équations (4.8) et (4.14).

Proposition 4.2.6 Dans [P16], avec les flux décrits dans (4.1), nous montrons également qu’avec
l’hypothèse 4.2.4 et ∀a ∈ Eint, β1,a = β2,a, le schéma numérique converge vers la solution de (3.1),
lorsque hM → 0.

Remarque 4.2.7 Pour la formulation (4.2), le calcul du flux n’est pas toujours continu en u. Cela
ne pose pas de problème pour des équations paraboliques discrétisées en explicite. En revanche, pour
des équations elliptiques, il n’est pas clair qu’il existe une solution. Nous n’avons pas rencontré ce
problème dans nos applications numériques. Notons cependant qu’une variante continue a été proposée
récemment dans [20]. Un autre choix serait d’étudier l’expression suivante :

γ1,a(u) =

uT2(a) + uM1,a

d(XT2(a),M1,a)

|uT2(a)|+ |uM1,a |

d(XT2(a),M1,a)
+

|uT1(a)|+ |uM2,a |

d(XT1(a),M2,a)

et

γ2,a(u) =

uT1(a) + uM2,a

d(XT1(a),M2,a)

|uT2(a)|+ |uM1,a |

d(XT2(a),M1,a)
+

|uT1(a)|+ |uM2,a |

d(XT1(a),M2,a)

si
|uT2(a)|+ |uM1,a |

d(XT2(a),M1,a)
+

|uT1(a)|+ |uM2,a |

d(XT1(a),M2,a)
6= 0 et γ1,a(u) = γ2,a(u) = 1

2 sinon. On montre que les flux

obtenus deviennent continus en u et qu’ils sont de la forme (4.2).

4.3 Résultats numériques

Nous prenons les notations de l’annexe B.

4.3.1 Méthode VFMON

Solution analytique

Nous cherchons à retrouver numériquement la solution analytique du problème suivant :
{

−div(D∇u) = f sur Ω =]0, 0.5[×]0, 0.5[
u = sin(πx)sin(πy) pour (x, y) ∈ ∂Ω

avec D(x , y) =

(

y21 + αx21 −(1− α)x1y1
−(1− α)x1y1 x21 + αy21

)

(4.19)
et

{

f = sin(πx)sin(πy)((1 + α)π2(x21 + y21)) + cos(πx)sin(πy)((1 − 3α)πx1)
+sin(πx)cos(πy)((1 − 3α)πy1) + cos(πx)cos(πy)(2π2(1− α)x1y1)

(4.20)

où x1 = x+10−3 et y1 = y+10−3. Le paramètre α est égal à 10−3 ce qui donne un rapport d’anisotropie
égal à 103. La solution analytique de ce problème s’écrit : u = sin(πx)sin(πy). Pour traiter la non
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linéarité, nous effectuons quelques itérations d’un algorithme de point fixe pour se rapprocher de
la solution, puis nous accélérons la convergence à l’aide d’un algorithme de Newton. Les résultats
présentés dans le tableau 4.1 pour des maillages de triangles non structurés montrent que la méthode
est proche de l’ordre 2. La convergence est atteinte en une dizaine d’itérations pour le maillage le
plus fin constitué d’environ 38000 triangles. Comme f est positif, le schéma respecte le principe du
maximum si la solution calculée est positive. Nous vérifions que cette propriété est bien satisfaite.

h 1
8

1
16

1
32

1
64

1
128

1
256

Erreur L2 4.2× 10−2 1.0 × 10−2 2.7 × 10−3 7.2 × 10−4 1.6× 10−4 4.0× 10−5

Table 4.1 – Schéma VFMON : erreur L2 par rapport à la solution analytique en fonction du pas en
espace pour les équations (4.19) et (4.20)

Tenseur très anisotrope et f discontinue

Nous considérons le même domaine de calcul avec f = 1 sur le carré ]0.125, 0.375[×]0.125, 0.375[,
f = 0 ailleurs et u = 0 sur frontière de Ω. Les autres données du problème ne sont pas changées. Nous
reprenons le maillage le plus fin et présentons dans le tableau 4.2 les calculs obtenus avec les éléments
finis mixtes hybrides (EFMH) [24, P6, 40], avec les volumes finis VFSYM décrits dans le chapitre 1 et
avec les éléments finis de type Galerkin standard (EFG) [P6, 34, 59]. Avec le schéma VFMON, nous
vérifions que toutes les valeurs calculées sont positives.

Schéma EFMH VFSYM EFG VFMON
Val. négatives 17 7 12 0

Table 4.2 – Pourcentage des concentrations négatives pour le maillage fin avec l’équation (4.19) et f
discontinue.

4.3.2 Méthode VFPMD

Solution analytique

Nous considérons à nouveau la solution analytique du paragraphe 4.3.1. Il est clair dans le tableau
4.3 que la schéma est bien d’ordre 2. D’autre part, nous vérifions que toutes les oscillations ont disparu.

h 1
8

1
16

1
32

1
64

1
128

1
256

L2 error 4.6 × 10−2 1.4 × 10−2 4.14 × 10−3 1.13 × 10−3 4× 10−4 1× 10−4

Table 4.3 – Schéma VFPMD : erreur L2 par rapport à la solution analytique en fonction du pas en
espace pour les équations (4.19) et (4.20).
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Tenseur très anisotrope et f discontinue

Nous reprenons le problème du paragraphe 4.3.1. Nous représentons sur les figures 4.3 à 4.5 les
solutions et le lieu des valeurs négatives calculées avec les mêmes discrétisations que le paragraphe
4.3.1. Sur la figure 4.6, pour le schéma VFMON, on observe que les oscillations sont de l’ordre de la
précision machine.

SCAL
>−3.10E−02
< 2.70E−01
−2.86E−02
−1.45E−02
−3.82E−04
 1.37E−02
 2.79E−02
 4.20E−02
 5.61E−02
 7.03E−02
 8.44E−02
 9.85E−02
 0.11
 0.13
 0.14
 0.16
 0.17
 0.18
 0.20
 0.21
 0.23
 0.24
 0.25
 0.27

SCAL
> 0.00E+00
< 1.00E+00
 7.81E−03
 5.47E−02
 0.10
 0.15
 0.20
 0.24
 0.29
 0.34
 0.38
 0.43
 0.48
 0.52
 0.57
 0.62
 0.66
 0.71
 0.76
 0.80
 0.85
 0.90
 0.95
 0.99

Figure 4.3 – Schéma EFMH (solution numérique et lieu des valeurs négatives) pour l’équation (4.19)
et f discontinue : 38000 mailles, 17 % d’oscillations (valeur minimum : −3.10× 10−2).

SCAL
>−1.49E−03
< 2.52E−01
 4.91E−04
 1.24E−02
 2.43E−02
 3.62E−02
 4.81E−02
 6.00E−02
 7.19E−02
 8.38E−02
 9.56E−02
 0.11
 0.12
 0.13
 0.14
 0.16
 0.17
 0.18
 0.19
 0.20
 0.21
 0.23
 0.24
 0.25

SCAL
> 0.00E+00
< 1.00E+00
 7.81E−03
 5.47E−02
 0.10
 0.15
 0.20
 0.24
 0.29
 0.34
 0.38
 0.43
 0.48
 0.52
 0.57
 0.62
 0.66
 0.71
 0.76
 0.80
 0.85
 0.90
 0.95
 0.99

Figure 4.4 – Schéma VFSYM (solution numérique et lieu des valeurs négatives) pour l’équation (4.19)
et f discontinue : 38000 mailles, 7 % d’oscillations (valeur minimum : −1.49 × 10−3).

VAL − ISO
>−9.44E−04
< 2.52E−01
 1.03E−03
 1.29E−02
 2.47E−02
 3.66E−02
 4.85E−02
 6.03E−02
 7.22E−02
 8.40E−02
 9.59E−02
  .11
  .12
  .13
  .14
  .16
  .17
  .18
  .19
  .20
  .21
  .23
  .24
  .25

VAL − ISO
> 0.00E+00
< 1.00E+00
 7.81E−03
 5.47E−02
  .10
  .15
  .20
  .24
  .29
  .34
  .38
  .43
  .48
  .52
  .57
  .62
  .66
  .71
  .76
  .80
  .85
  .90
  .95
  .99

Figure 4.5 – Schéma EF (solution numérique et lieu des valeurs négatives) pour l’équation (4.19) et
f discontinue : 38000 mailles, 12 % d’oscillations (valeur minimum : −9.44 × 10−4).
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SCAL
>−1.50E−14
< 2.55E−01
 1.99E−03
 1.40E−02
 2.59E−02
 3.79E−02
 4.99E−02
 6.18E−02
 7.38E−02
 8.58E−02
 9.77E−02
 0.11
 0.12
 0.13
 0.15
 0.16
 0.17
 0.18
 0.19
 0.21
 0.22
 0.23
 0.24
 0.25

SCAL
> 0.00E+00
< 1.00E+00
 7.81E−03
 5.47E−02
 0.10
 0.15
 0.20
 0.24
 0.29
 0.34
 0.38
 0.43
 0.48
 0.52
 0.57
 0.62
 0.66
 0.71
 0.76
 0.80
 0.85
 0.90
 0.95
 0.99

Figure 4.6 – Schéma VFPMD (solution numérique et lieu des valeurs négatives) pour l’équation (4.19)
et f discontinue : 38000 mailles, 1 % d’oscillations (valeur minimum : −1.50 × 10−14).

Solution stationnaire (non analytique)

Afin de vérifier le principe du maximum, nous considérons le problème suivant :
{

div(D∇u) = 0 in Ω =]0, 1[×]0, 1[ ,
u = x on ∂Ω

(4.21)

avec

D(x, y) =

(

1 0
0 1

)

si x ≤ 0.5 , D(x, y) =

(

100 0
0 0.01

)

si x > 0.5. (4.22)

Nous montrons la solution numérique sur la figure 4.7. Elle est bien comprise entre 0 et 1. La convergence
de l’algorithme du point fixe est obtenue en quelques dizaines d’itérations. Nous montrons également les
résultats obtenus (Figure 4.8 et tableau 4.4) sur le même problème (4.21) avec le schéma VFSYM décrit
dans le chapitre 1. Nous présentons les pourcentages de valeurs supérieures à 1 et les valeurs maxima des
solutions approchées. Nous présentons également la solution numérique pour γ1,a(u) = γ2,a(u) =

1
2 sur

chaque face qui donne un schéma linéaire (Table 4.5 et Figure 4.9). Il est donc intéressant d’observer que
les 2 schémas linéaires aboutissent à des oscillations sur tous les maillages qui sont fortes et nombreuses
excepté pour le maillage le plus fin.

h 1
4

1
8

1
16

1
32

1
64

oscillations 32% 19% 10% 4% 1.0%
umax 1.09 1.09 1.07 1.06 1.03

Table 4.4 – Schéma VFSYM pour le problème (4.21) : pourcentage d’oscillations et valeurs maxima
des solutions approchées.
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SCAL
> 3.45E−02
< 9.99E−01

  0.0
 5.00E−02
 0.10
 0.15
 0.20
 0.25
 0.30
 0.35
 0.40
 0.45
 0.50
 0.55
 0.60
 0.65
 0.70
 0.75
 0.80
 0.85
 0.90
 0.95
  1.00
  1.05
  1.10
  1.15

Figure 4.7 – solution numérique avec le schéma VFPMD, maillage composé de 224 triangles (valeur
maximum 0.99, valeur minimum 0.03) pour le problème (4.21).

SCAL
> 3.00E−02
< 1.09E+00

  0.0
 5.00E−02
 0.10
 0.15
 0.20
 0.25
 0.30
 0.35
 0.40
 0.45
 0.50
 0.55
 0.60
 0.65
 0.70
 0.75
 0.80
 0.85
 0.90
 0.95
  1.00
  1.05
  1.10
  1.15

Figure 4.8 – Solution numérique et oscillations (en rouge) pour le schéma VFSYM pour le problème
(4.21), maillage composé de 224 triangles (valeur maximum 1.09, valeur minimum 0.03).

h 1
4

1
8

1
16

1
32

1
64

oscillations 35% 21% 11% 5% 0.8%
umax 1.11 1.13 1.13 1.09 1.03

Table 4.5 – Schéma linéaire (γ1,a(u) = γ2,a(u) =
1
2) pour le problème (4.21) : pourcentage d’oscillations

et valeurs maxima des solutions approchées.

Le cas test COUPLEX 1 de l’ANDRA

Nous considérons ici le schéma non linéaire VFPMD pour le cas test COUPLEX 1 de l’ANDRA
[21]. Comme dans le premier chapitre, paragraphe 1.2.5, nous étudions en dimension 2 le transport
d’Iode 129 qui s’échappe d’un site de stockage. La concentration C vérifie l’équation de convection-
diffusion (1.15). La vitesse de Darcy satisfait l’équation (1.14). Tous les coefficients sont donnés dans
[21]. Le rapport d’anisotropie est majoré par 50. Le maillage de Ω est constitué de 3600 triangles.
La vitesse de Darcy est calculée en discrétisant l’équation de l’écoulement à l’aide de volumes finis
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SCAL
> 3.52E−02
< 1.13E+00

  0.0
 5.00E−02
 0.10
 0.15
 0.20
 0.25
 0.30
 0.35
 0.40
 0.45
 0.50
 0.55
 0.60
 0.65
 0.70
 0.75
 0.80
 0.85
 0.90
 0.95
  1.00
  1.05
  1.10
  1.15

Figure 4.9 – Solution numérique et oscillations (en rouge) pour le schéma linéaire
(γ1,a(u) = γ2,a(u) =

1
2 ) pour le problème (4.21), maillage composé de 224 triangles (valeur maximum

1.13, valeur minimum 0.0352).

VFPMFA décrits dans [1, 2]. Nous considérons ensuite deux discrétisations pour l’équation (1.15).
Elles utilisent toutes les deux un schéma implicite en temps et un schéma décentré pour approcher le
terme de convection. Pour le terme de diffusion-dispersion, la première s’appuie sur les approximations
multi points (VFMPFA) [1, 2] et la seconde utilise le schéma non linéaire VFPMD. Dans les deux cas,
nous utilisons des pas de temps de 200 ans de 1000 à 2000 ans, de 500 ans de 2000 à 10110 ans, de
1250 ans de 10110 ans à 50110 ans, de 5000 ans de 50110 ans à 2× 105 ans et de 10000 ans de 2× 105

ans à 106 ans (ce qui fait 165 pas de temps). Les concentrations obtenues avec les deux méthodes
sont représentées sur les figures 4.10 à 4.13. Il est clair que le schéma VFPMD supprime toutes les
oscillations présentes avec la méthode VFMPFA. Soulignons que dans les zones où le schéma VFMPFA
n’oscille pas, les résultats obtenus sont très proches. On peut également noter que le coût calcul du
schéma VFPMD est assez faible : pour chaque pas de temps, nous effectuons au plus 4 itérations de
l’algorithme du point fixe. Nous montrons donc un bon comportement de la méthode non linéaire
VFPMD sur un cas réaliste.

−1.00E−12

 1.00E−12

 1.00E−11

 1.00E−10

 1.00E−09

 1.00E−08

 1.00E−07

 1.00E−06

 1.00E−05

 1.00E−04

 1.00E−03

−1.00E−12

 1.00E−12

 1.00E−11

 1.00E−10

 1.00E−09

 1.00E−08

 1.00E−07

 1.00E−06

 1.00E−05

 1.00E−04

 1.00E−03

Figure 4.10 – Isovaleurs de la concentration d’iode à 10110 ans ; à gauche : schéma VFMPFA (valeur
maximum 1.14 × 10−4, valeur minimum −3.86 × 10−6), à droite : schéma VFPMD (valeur maximum
1.08 × 10−4, valeur minimum −5.67× 10−16).
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−1.00E−12

 1.00E−12

 1.00E−11

 1.00E−10

 1.00E−09

 1.00E−08

 1.00E−07

 1.00E−06

 1.00E−05

 1.00E−04

 1.00E−03

−1.00E−12

 1.00E−12

 1.00E−11

 1.00E−10

 1.00E−09

 1.00E−08

 1.00E−07

 1.00E−06

 1.00E−05

 1.00E−04

 1.00E−03

Figure 4.11 – Isovaleurs de la concentration d’iode à 50110 ans ; à gauche : schéma VFMPFA (valeur
maximum 1.69 × 10−4, valeur minimum −4.37 × 10−6), à droite : schéma VFPMD (valeur maximum
1.62 × 10−4, valeur minimum −3.65× 10−16).

−1.00E−12

 1.00E−12

 1.00E−11

 1.00E−10

 1.00E−09

 1.00E−08

 1.00E−07

 1.00E−06

 1.00E−05

 1.00E−04

 1.00E−03

−1.00E−12

 1.00E−12

 1.00E−11

 1.00E−10

 1.00E−09

 1.00E−08

 1.00E−07

 1.00E−06

 1.00E−05

 1.00E−04

 1.00E−03

Figure 4.12 – Isovaleurs de la concentration d’iode à 200000 ans ; à gauche : schéma VFMPFA (valeur
maximum 1.03 × 10−4, valeur minimum −2.23 × 10−6), à droite : schéma VFPMD (valeur maximum
1.12 × 10−4, valeur minimum −2.06× 10−17).

4.4 Conclusion

Les deux types de méthodes ont donc montré leur efficacité. Le choix de l’une ou de l’autre dépendra
du contexte applicatif. Si on ne recherche que la positivité des solutions, on utilisera la formulation
(4.2). Si le principe du maximum s’écrit sous la forme de deux inégalités (par exemple 0 ≤ u ≤ 1), on
emploiera l’expression (4.1).
Notons également que la démarche a été généralisée en dimension 3 dans [66] pour la formulation (4.2).
D’autre part, dans un contexte de programmation sur machine parallèle, l’expression (4.2) pourra être
très intéressante car on calcule alors des flux diffusifs à deux points.
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−1.00E−12

 1.00E−12

 1.00E−11

 1.00E−10

 1.00E−09

 1.00E−08

 1.00E−07

 1.00E−06

 1.00E−05

 1.00E−04

 1.00E−03
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 1.00E−04

 1.00E−03

Figure 4.13 – Isovaleurs de la concentration d’iode à 1000000 ans ; à gauche : schéma VFMPFA (valeur
maximum 3.81 × 10−5, valeur minimum −1.86 × 10−7), à droite : schéma VFPMD (valeur maximum
4.23 × 10−5, valeur minimum 1.50× 10−29).
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Chapitre 5

Correction non linéaire et principe du
maximum pour la discrétisation
d’opérateurs de diffusion avec des schémas
volumes finis

Il est bien connu que les schémas linéaires classiques approchant des termes de diffusion sont
susceptibles d’osciller pour des mailles très déformées ou des tenseurs très anisotropes(voir par exemple
[60]). Nous nous sommes donc demandés s’il ne serait pas possible de les corriger, l’un des intérêts étant
de bénéficier de leurs plateformes informatiques de développement. Nous effectuons ici la synthèse des
travaux [P15, P19, P21, P22, 74] et [P23]. Signalons que la correction non linéaire appliquée aux
schémas hybrides [P19] a été publiée dans le cadre du travail post doctoral d’Amadou Mahamane au
CEA en 2012.
Nous considérons le problème elliptique (3.1) du chapitre 3 avec u∂ = 0.

5.1 Schéma centré sur les mailles

Nous proposons ici une correction non linéaire qui donne des solutions non oscillantes pour des
schémas volumes finis centrés sur les cellules. Elle s’applique par exemple aux méthodes développées
dans [1, 3, 4, 5, 7, 36, 37, 51, 78, 18, P9]. Nous reprenons les notations sur le maillage de l’annexe A.
Soit un schéma convergent localement conservatif centré sur les mailles déduit du calcul du flux FK,σ

qui vérifie :














∀K ∈ M,
∑

σ∈EK

FK,σ = |K|fK

∀σ ∈ Eint, FK,σ + FL,σ = 0
∀σ ∈ Eext, uσ = 0

(5.1)

Pour des fonctions u dans C2(Ω) et D régulier, nous supposons que le flux numérique s’écrit :

FK,σ

|σ|
= −

∫

σ
D∇u.~nK,σdσ

|σ|
+ O(hM). D’autre part, le schéma satisfait l’hypothèse de coercivité suiv-

ante :
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∑

K ∈M

∑

σ∈EK

FK,σuK ≥
∑

σ∈Eint

µσ(uL −uK)2 +
∑

σ∈Eext

µσ(uK)2 où les µσ sont des réels strictement positifs

(en dimension N ,
µσ

hM
N−2

ne tend pas vers zéro lorsque hM → 0).

Nous écrivons :
DivK(u) = −

∑

σ∈EK

FK,σ =
∑

J∈V (K)

αJ,K(uJ − uK)

αJ,K étant des réels dépendant de discrétisation choisie. Nous supposons aussi que le stencil V (K) est
symétrique (J ∈ V (K) ⇐⇒ K ∈ V (J)). De plus, le nombre d’éléments des V (K)K∈M est borné
indépendamment du maillage.
Soit ν et η des paramètres positifs ou nuls. Nous proposons de modifier le schéma (5.1) de la manière
suivante :















∀K ∈ M, −DivK(u) +
∑

J∈V (K)

βK,J(u)(uK − uJ) = |K|fK

∀σ ∈ Eint, FK,σ + FL,σ = 0
σ ∈ Eext, uσ = 0

(5.2)

où βK,J(u) vérifie :

βK,J(u) = νβ1
K,J(u) + ηmin

(

|K|+ |J |,
|K|

∑

Y ∈V (K)

|uY − uK |
+

|J |
∑

Y ∈V (J)

|uY − uJ |

)

(5.3)

(avec la convention |J | = 0 si J ∈ Eext) où β1
K,J(u) est une fonction positive telle que

∑

J∈V (K)

β1
K,J(u)(uK−

uJ) est continue en u.

5.1.1 Propriétés de l’algorithme

J

I

K

L

σ

Figure 5.1 – Chemins IJ et KL intersectant l’arête σ, I ∈ V (J), K ∈ V (L).

Pour des mailles I et J telles que I ∈ V (J) (ou J ∈ V (I)), nous notons EI,J , l’ensemble des faces
intersectées par un chemin polygonal IJ qui ne passe pas par les points du maillage. Pour σ ∈ E , nous
notons ch(σ), l’ensemble des chemins polygonaux qui intersectent σ (Figure 5.1). Pour σ ∈ E , nous
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définissons un flux modifié comme suit :

F ′
K,σ = FK,σ +

∑

IJ∈ch(σ), I≤J

sign(~nK,σ,IJ)νβ
1
I,J(u)

+
∑

IJ∈ch(σ), I≤J

sign(~nK,σ,IJ)ηmin

(

|I|+ |J |,
|I|

∑

Y ∈V (I)

|uY − uI |
+

|J |
∑

Y ∈V (J)

|uY − uJ |

)

(uI − uJ) (5.4)

où sign(~nK,σ,IJ) = 1 si ~nK,σ est dans le même sens que le chemin IJ et sign(~nK,σ,IJ) = −1 sinon.
Dans [P15] et [P21], nous montrons les propriétés suivantes :

Proposition 5.1.1 Le schéma modifié est équivalent à résoudre le système d’équations suivant :















∀K ∈ M,
∑

σ∈EK

F ′
K,σ = |K|fK

∀σ ∈ Eint, F ′
K,σ + F ′

L,σ = 0

∀σ ∈ Eext, uσ = 0

(5.5)

Proposition 5.1.2 Avec des maillages admissibles définis dans [P21], il existe au moins une solution
au système (5.2).

Proposition 5.1.3 Pour D régulier, avec des fonctions u dans C2(Ω), le flux
F ′
K,σ

|σ|
est consistant.

Proposition 5.1.4 Le schéma modifié est coercif.

Soit (γK,J(u))K ∈M,J∈V (K) ≥ 0 tel que
∑

J∈V (K)

γK,J(u)|uK − uJ | = 1, pour
∑

J∈V (K)

|uK − uJ | 6= 0.

Proposition 5.1.5 Avec ν ≥ 1, η > 0 et ∀K ∈ M, β1
K,J(u) ≥ γK,J(u)|DivK(u)|, le schéma modifié

est PML (voir (4.15)).

Hypothèse 5.1.6 : Nous supposons que sup
J∈V (K)

|β1
K,J(u)|

hK
|K|

tend vers zéro lorsque hM → 0.

Proposition 5.1.7 Avec l’hypothèse 5.1.6 et des maillages M admissibles définis dans [P21] tels que
regM soit bornée, les solutions du système (5.2) convergent vers la solution de (3.1) lorsque hM → 0.

5.1.2 Résultats numériques

Nous reprenons les notations de l’annexe B. Nous choisissons ν = 1 et η = 0 car cela s’avère
suffisant pour supprimer toutes les oscillations dans nos applications numériques.
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Solution analytique sur un maillage de carrés

Nous considérons à nouveau le problème (1.5) avec Ω =]0, 0.5[×]0, 0.5[. Le paramètre α est égal à
10−6 ce qui donne un rapport d’anisotropie égal à 106. Nous vérifions que f ≥ 0. D’autre part, nous
utilisons des maillages de carrés de surface h2, h variant de 1

4 à 1
64 . Nous choisissons :

∀K ∈ M, ∀J ∈ V (K), β1
K,J(u) =

|DivK(u)|
∑

Y ∈V (K)

|uY − uK |
+

|DivJ(u)|
∑

Y ∈V (J)

|uY − uJ |
(5.6)

avec la convention DivJ(u) = 0 si J ∈ Eext et
|DivK(u)|

∑

Y ∈V (K)

|uY − uK |
= 0 si

∑

Y ∈V (K)

|uY − uK | = 0. La

solution du problème est calculée à l’aide d’un algorithme de point fixe. Notons ui, la valeur de la
solution à l’itéré i et A(ui) la matrice discrétisant l’opérateur de diffusion. Le schéma itératif s’écrit
−A(ui)ui+1 = f .
Nous montrons dans le tableau 5.1 les résultats calculés avec le schéma développé dans le
chapitre 1 (VFSYM), avec la méthode du paragraphe 5.1 et l’égalité (5.6) (VFSYMcor1) et une autre
correction non linéaire (VFSYMcor1,p) où le terme β1

K,J(u) satisfait l’égalité suivante :

∀K ∈ M, ∀J ∈ V (K), β1
K,J(u) = max

{

|DivK(u)|
∑

L∈V (K)
1
2(|uL|+ |uJ |)

,
|DivJ(u)|

∑

L∈V (J)
1
2 (|uL|+ |uJ |)

}

(5.7)

On montre en effet que pour le problème (1.1) et la discrétisation (4.17), pour un pas de temps
suffisamment petit, la solution reste alors positive. Il nous est donc apparu intéressant de tester cette
variante sur un problème stationnaire.
Nous observons que le schéma VFSYMcor1 n’oscille plus et qu’il est d’ordre 1. Quant à la méthode
VFSYMcor1,p, elle tend vers l’ordre 2, reste positive et améliore de manière significative la précision du
schéma initial. Pour les deux approches, le nombre d’itérations nit reste inférieur à 15.

h 1
4

1
8

1
16

1
32

1
64

Erreur L2 (VFSYM) 5.21 × 10−1 1.96 × 10−1 7.14 × 10−2 1.65× 10−2 2.14 × 10−3

Ordre (VFSYM) 1.41 1.46 2.11 2.95
Val négatives (VFSYM) 12.5 9.38 5.46 2.14 0.53

umin (VFSYM) −2.9× 10−1 −2.4× 10−1 −1.4× 10−1 −5.26 × 10−2 −1.33× 10−2

Erreur L2 (VFSYMcor1) 1.52 × 10−1 8.51 × 10−2 4.46 × 10−2 2.33× 10−2 1.21 × 10−2

Ordre (VFSYMcor1) 0.84 0.93 0.94 0.94
nit 3 11 8 12 15

Erreur L2 (VFSYMcor1,p) 9.06 × 10−2 2.46 × 10−2 6.18 × 10−3 1.57× 10−3 4.04 × 10−4

Ordre (VFSYMcor1,p) 1.88 1.99 1.98 1.96
nit 7 8 10 10 11

Table 5.1 – Résultats calculés avec les schémas VFSYM, VFSYMcor1 et VFSYMcor1,p en fonction du
pas en espace pour le problème (1.5).
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Solution analytique sur des maillages de triangles

Ce cas test nous a paru particulièrement intéressant car les schémas linéaires sont fortement os-
cillants. Nous proposons ici un nouveau choix pour β1

K,J(u). Pour ǫ donné strictement positif, nous
posons :

CardǫV (K) =
∑

J∈V (K)

|uK − uJ |

|uK − uJ |+ ǫ
.

et

∀K ∈ M, ∀J ∈ V (K), β1
K,J(u) =

max
( |DivK(u)|

CardǫV (K)
,
|DivJ(u)|

CardǫV (J)

)

|uK − uJ |+ ǫ
(5.8)

Nous reprenons la même solution analytique que dans le paragraphe précédent avec α = 10−4. Nous
utilisons les maillages de triangles du test 1 dans le benchmark [60]. Les résultats obtenus dans les
figures 5.2 et 5.3 ainsi que dans le tableau 5.2 montrent que le schéma VFSYM est d’ordre 2 avec de
très fortes oscillations. Soulignons qu’elles sont également très importantes avec les méthodes DDFV
[33, 13, 23, 38, 39, 47, 61, 62, 63, 75] et SUSHI [53, 74]. Pour chaque maillage, nous prenons ǫ =
50 min

K ∈M
|K|. Pour le maillage grossier, on observe que la correction non linéaire VFSYMcor1,b donne

des calculs 130 fois plus précis que le schéma linéaire. D’autre part, nous vérifions que la méthode
VFSYMcor1,b est bien positive. Elle converge en quelques dizaines d’itérations.

h 1
4

1
8

1
16

1
32

1
64

Erreur L2 (VFSYM) 8.13 × 100 1.31 × 100 2.07× 10−1 3.51 × 10−2 7.09 × 10−3

Ordre (VFSYM) 2.64 2.66 2.56 2.30
Val négatives (VFSYM) 37.5 % 23 % 8 % 2 % 0.5 %

umin (VFSYM) −6.93 × 100 −1.71× 100 −4.26 × 10−1 −1.07 × 10−1 −2.68× 10−2

Erreur L2 (VFSYMcor1,b) 6.05 × 10−2 3.22 × 10−2 1.65× 10−2 8.57 × 10−3 4.39 × 10−3

Ordre (VFSYMcor1,b) 0.91 0.96 0.95 0.96
nit 13 17 20 22 22

Table 5.2 – Résultats numériques pour le problème (1.5) avec le schéma VFSYM et le schéma
VFSYMcor1,b en fonction du pas en espace.
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Figure 5.2 – Solution numérique avec le schéma VFSYM pour des maillages composés de 56 et 224
triangles (h = 1

4 et h = 1
8) pour le problème (1.5).
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Figure 5.3 – Solution numérique avec le schéma VFSYMcor1,b pour des maillages composés de 56 et
224 triangles (h = 1

4 et h = 1
8 ) pour le problème (1.5).

5.2 Schémas hybrides

Les notations sont les mêmes que dans le paragraphe 5.1. Soit un schéma hybride convergent décrit
par exemple dans [24, 25, 31, 48, 49], localement conservatif déduit du calcul des flux FK,σ qui s’écrit :















∀K ∈ M,
∑

σ∈EK

FK,σ = |K|fK

∀σ ∈ Eint, FK,σ + FL,σ = 0
∀σ ∈ Eext, uσ = 0

(5.9)

Notons V (K,σ) et ασ,J,J∈V (K,σ) le stencil et les coefficients relatifs au calcul de FK,σ tels que

FK,σ = −
∑

J∈V (K,σ)

ασ,J (uσ − uJ). Nous supposons que le schéma (5.9) satisfait les hypothèses de
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consistance suivante :

∀ u ∈ C2(Ω), ∀ D régulier,
∑

J∈V (K,σ)

ασ,J (u(xσ)− u(xJ)) =

∫

σ

D∇u.~nK,σdσ +O(|σ|hM) (5.10)

D’autre part, le schéma vérifie l’hypothèse de coercivité suivante :
∑

K∈M

∑

σ∈EK

−FK,σ(uσ − uK) ≥
∑

K∈M

∑

σ∈EK

µσ(uσ − uK)2 +
∑

σ∈Eext

µσu
2
K

où les µσ,σ∈E sont des réels strictement positifs (en dimension N ,
µσ

hM
N−2

ne tend pas vers zéro lorsque

hM → 0).
Notons V (σ) = V (K,σ)∪V (L, σ) le stencil du schéma pour la face σ ∈ Eint. Nous écrivons l’équation
de continuité du flux sur σ sous la forme :

−Divσ(u) = −FK,σ − FL,σ =
∑

J∈V (σ)

ασ,J (uσ − uJ) = 0.

L’équation de conservation devient :

−DivK(u) =
∑

σ∈EK

FK,σ =
∑

σ∈V (K)

ασ,K(uK − uσ) = |K|fK .

Notons que les stencils V (K) et V (σ) seront considérés symétriques. D’autre part, le nombre d’éléments
des V (K)K∈M et V (σ)σ ∈ Eint

est supposé borné, indépendamment du maillage. Pour J indice de maille
ou de face, nous posons :

∆J =























|DivJ(u)|
∑

L∈V (J)

|uL − uJ |
si

∑

L∈V (J)

|uL − uJ | 6= 0,

0 sinon.

Pour ν ≥ 0, le schéma initial est modifié de la manière suivante :


































∀σ ∈ Eint, −Divσ(u) + ν
∑

J∈V (σ)

{∆σ +∆J} (uσ − uJ) = 0

∀K ∈ M, −DivK(u) + ν
∑

σ∈V (K)

{∆K +∆σ} (uK − uσ)= |K|fK

∀σ ∈ Eext, uσ = 0

(5.11)

5.2.1 Propriétés du schéma modifié

Pour σ ∈ Eint et K ∈ M, nous définissons le flux modifié F ′
K,σ :

F ′
K,σ = FK,σ − ν

∑

J∈V (K,σ)

{∆σ +∆J}(uσ − uJ) (5.12)
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Dans [P19], nous montrons que les propositions 5.1.1, 5.1.3 et 5.1.4 sont encore vérifiées. D’autre part,
dans [P19], nous prouvons la propriété suivante :

Proposition 5.2.1 Si ν ≥ 1, le schéma s’écrit sous la forme :

∀σ ∈ Eint,
∑

J∈V (σ)

τ1σ,J(u)(uσ − uJ) = 0.

∀K ∈ M,
∑

σ∈V (K)

τ2σ,K(u)(uK − uσ) = |K|fK
(5.13)

avec τ1σ,J(u) ≥ 0 et τ2σ,K(u) ≥ 0.

Remarque 5.2.2 : Si les coefficients τ1σ,J et τ2σ,K sont strictement positifs, on montre alors que la
solution vérifie le principe du maximum.

5.3 Correction non linéaire d’ordre 2

Nous proposons ici une autre correction non linéaire qui donne des solutions non oscillantes pour
des schémas volumes finis centrés sur les mailles. Elle se généralise aux méthodes hybrides [53] ou
aux schémas DDFV [33, 13, 23, 38, 39, 47, 61, 62, 63] en suivant la méthode décrite dans [P19]. En
pratique, elle est d’ordre 2 et s’avère donc très précise comparée à celle développée dans [P15] et dans
le paragraphe 5.1.

Nous reprenons les notations de l’annexe A. Soit un schéma linéaire vérifiant les mêmes hypothèses
que celles du paragraphe 5.1.
Pour chaque maille K et pour chaque maille ou face Z (Z ∈ V (K)), nous supposons qu’il existe deux
ensembles constitués de mailles ou de faces notées V ′(K,Z) et (V ′(Z,K) si Z ∈ V (K) ∩ M) et des
réels positifs notés (CK,L, L ∈ V ′(K,Z)) et (CL,Z , L ∈ V ′(Z,K) si Z ∈ V (K) ∩M) tels que, si u est
affine et uK = u(xK) (pour toute maille K) et uσ = u(xσ) (pour tout σ ∈ Eext)

(uK − uZ) = −
∑

L∈V ′(K,Z)

CK,L(uK − uL)

et si Z ∈ V (K) ∩M :
(uZ − uK) = −

∑

L∈V ′(Z,K)

CL,Z(uZ − uL).

Nous notons γKZ =
∑

L∈V ′(K,Z)

CK,L. En suivant les notations de [70], nous définissons le gradient de la

fonction u sur chaque maille K ∈ M, ce qui donne :

gK =
1

|mK |

∑

L∈V (K)

bLK(uK − uL),

mK et bLK étant un volume et des vecteurs tels que gK soit exact lorsque u est affine et uK = u(xK).
Pour Z ∈ V (K) ∩M, nous notons :

vK,Z =
gK .(xK − xZ)|gZ .(xK − xZ)|+ |gK .(xK − xZ)|gZ .(xK − xZ)

|gK .(xK − xZ)|+ |gZ .(xK − xZ)|
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si |gK .(xK − xZ)| + |gZ .(xK − xZ)| 6= 0 et vK,Z = 0 sinon. Pour Z ∈ V (K) ∩ Eext, vK,Z satisfait :
vK,Z = gK .(xK − xZ). D’autre part, nous notons :

tK,Z(u) =
vK,Z|uK − uZ |+ |vK,Z |(uK − uZ)

|uK − uZ |+ |vK,Z |

si |uK − uZ |+ |vK,Z | 6= 0 et tK,Z = 0 sinon. De plus, nous définissons :
u{KZ}max = uK + (maxL∈V ′(K,Z)(uL − uK), 0) et u{KZ}min = uK + (minL∈V ′(K,Z)(uL − uK), 0).
Dans l’esprit de la formule (59) dans [70], nous définissons ∀K ∈ M et ∀Z ∈ V (K) ∩ M, ΘK,Z(u)
satisfaisant :

ΘK,Z(u) =



























































(uK − uZ)−min
{

γKZ(u{KZ}max − uK), tK,Z(u), uK − uZ , γZK(uZ − u{ZK}min)
}

(uK − uZ)
si uK > uZ

(uK − uZ)−max
{

γKZ(u{KZ}min − uK), tK,Z(u), uK − uZ , γZK(uZ − u{ZK}max)
}

(uK − uZ)
si uK < uZ

0 si uK = uZ
(5.14)

Si Z ∈ V (K) ∩ Eext, ΘK,Z(u) devient :

ΘK,Z(u) =



























































(uK − uZ)−min
{

γKZ(u{KZ}max − uK), tK,Z(u), uK − uZ)
}

(uK − uZ)
si uK > uZ

(uK − uZ)−max
{

γKZ(u{KZ}min − uK), tK,Z(u), uK − uZ)
}

(uK − uZ)
si uK < uZ

0 si uK = uZ

(5.15)

La formule (59) de [70] a été modifiée avec l’introduction des termes tK,Z(u) qui permettent en pratique
d’accélérer les algorithmes de point fixe dans les applications numériques.
Soit µ ≥ 0 et ν ≥ 0. Nous notons : ∀K ∈ M, ∀Z ∈ V (K), Θ̃K,Z(u) = µ(|K| + |Z|) + ΘK,Z(u), avec
la convention |Z| = 0 si Z ∈ Eext.
Nous proposons de modifier la méthode initiale de la manière suivante :







∀K ∈ M, −DivK(u) +
∑

Z∈V (K)

βK,Z(u)Θ̃K,Z(u)(uK − uZ) = |K|fK

σ ∈ Eext, uσ = 0

(5.16)

où βK,Z(u) vérifie l’égalité (5.3).

5.3.1 Propriétés de l’algorithme

Dans [P23], nous montrons que la propriété 5.1.2 est encore vraie pour le système (5.16) et que les
propriétés 5.1.4 , 5.1.5 et 5.1.7 sont également vérifiées.
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Considérons maintenant la discrétisation classique centrée du laplacien en dimension 1, avec une taille

de maille constante ∆x. Nous obtenons Divj(u) =
(uj+1 − 2uj + uj−1)

∆x
. Nous supprimons tous les

termes tK,Z(u) dans la définition de Θ̃K,Z(u) qui ont été ajoutés pour améliorer les temps de calcul
dans les applications numériques.

Proposition 5.3.1 Dans [P23], nous établissons qu’en dimension 1, pour un maillage à pas constant,
avec la discrétisation centrée du laplacien, la correction non linéaire appliquée à des fonctions régulières
à dérivées non nulles est d’ordre 2.

Remarque 5.3.2 : Cette proposition reste vraie si on prend en compte les tK,Z(u).

5.3.2 Résultats numériques

Nous considérons à nouveau le problème (1.5) avec Ω =]0, 0.5[×]0, 0.5[ et avec le même maillage.
Nous choisissons à nouveau β1

K,J vérifiant (5.6) avec ν = 1, µ = 0 et η = 0 car cela s’avère suffisant
pour supprimer toutes les oscillations. Pour chaque maille K du domaine, l’ensemble V ′(K,Z) et les
coefficients CK,L, L ∈ V ′(K,Z) sont déduits de l’égalité

∑

L∈V (K)

dK,L(uK − uL) = 0 pour des fonctions

linéaires, avec dK,L = 1 si L est une maille intérieure et dK,L = 2 si L ∈ ∂Ω. Nous calculons à nouveau
la solution du problème à l’aide d’un algorithme de point fixe (voir paragraphe 5.1.2 pour la définition
de ui et A(ui)). La méthode itérative s’écrit −B(ui)(ui+1−ui) = A(ui)ui−f . Nous choisissons pour B
la matrice du schéma non linéaire développé dans [P21] et dans le paragraphe 5.1 car nous constatons
que cela accélère les calculs.
Nous montrons les résultats obtenus dans le tableau 5.3 avec la méthode linéaire présentée dans [78]
et dans le chapitre 1 (VFSYM), avec la technique non linéaire du paragraphe 5.3 (VFSYMcor2)
(µ = 0, η = 0), (VFSYMcor2,b) (µ = 0, η = 0 où les τK,Z(u) sont supprimés dans (5.14) et (5.15)) et la
méthode non linéaire développée dans [P15] et le paragraphe 5.1 (VFSYMcor1).
Nous observons que les algorithmes VFSYMcor2, VFSYMcor2,b et VFSYMcor1 n’oscillent plus. Les
schémas VFSYMcor2 et VFSYMcor2,b semblent tendre vers l’ordre 2 alors que la méthode VFSYMcor1

reste d’ordre 1 comme déjà montré dans [P15]. Pour les méthodes VFSYMcor2 et VFSYMcor1, le nombre
d’itérations nit reste inférieur à 50 alors que les temps de calcul sont plus importants pour le schéma
VFSYMcor2,b.
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h 1
8

1
16

1
32

1
64

1
128

Erreur L2 (VFSYM) 5.21 × 10−1 1.96 × 10−1 7.14 × 10−2 1.65 × 10−2 2.14× 10−3

Ordre (VFSYM) 1.41 1.46 2.11 2.95
Val négatives (VFSYM) 12.5 % 9.38 % 5.46 % 2.14 % 0.53 %

umin (VFSYM) −2.9× 10−1 −2.4× 10−1 −1.4× 10−1 −5.26× 10−2 −1.33 × 10−2

Erreur L2 (VFSYMcor2) 6.54 × 10−2 1.05 × 10−2 3.27 × 10−3 1.06 × 10−3 3.06× 10−4

Ordre (VFSYMcor2) 2.63 1.68 1.62 1.80
nit 48 19 20 27 44

Erreur L2 (VFSYMcor2,b) 2.02 × 10−1 3.76 × 10−2 7.14 × 10−3 1.60 × 10−3 3.65× 10−4

Ordre (VFSYMcor2,b) 2.42 2.40 2.16 2.14
nit 25 80 21 35 76

Erreur L2 (VFSYMcor1) 1.52 × 10−1 8.51 × 10−2 4.46 × 10−2 2.33 × 10−2 1.21× 10−2

Ordre (VFSYMcor1) 0.84 0.93 0.94 0.94
nit 3 11 8 12 15

Table 5.3 – Résultats obtenus avec les schémas VFSYM, VFSYMcor2, VFSYMcor2,b et VFSYMcor1

en fonction du pas en espace pour le problème (1.5).

5.4 Convergence théorique

Nous notons HM l’ensemble des fonctions constantes sur chaque maille de M.

5.4.1 Une correction dépendant d’un paramètre ǫ (VFSYMcor1,ǫ)

Nous proposons ici une variante de la technique non linéaire du paragraphe 5.1 afin d’établir un nou-
veau résultat de convergence de la méthode. Les hypothèses dépendent encore de la solution numérique
calculée, mais elles sont bien plus faciles à vérifier et moins restrictives que celles données dans [P21].
Soit ǫ > 0 et ν ≥ 0. Nous supposons que pour tout K ∈ M, fK ≥ 0. Il est alors possible de changer
légèrement les valeurs de fK telles que pour tout K ∈ M, fK > 0 et telles que le schéma reste
consistant. Nous définissons l’expression :

ρK,J(u) =
1

2
min

(

|K| fK
Card V (K)

,
|J | fJ

Card V (J)

)

avec la convention ρK,J(u) = ρK,K(u) si J = σ ∈ Eext. Posons :

sgnǫ(uK − uJ) =
(uK − uJ)

|uK − uJ |+ ǫ
,

|K|f2
K = |K|fK −

∑

J∈V (K)

ρK,Jsgnǫ(uK − uJ),

θK(u) =
∑

J∈V (K)

sgnǫ(uK − uJ)

CardǫV (K)
,

(Voir paragraphe 5.1.2 pour la définition de CardǫV (K))

−Div+K(u) =
−DivK(u) + |DivK(u)|

2
,
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ExpK(u) = max

(

2−
2|K|f2

K

max(|DivK(u)| , |K|f2
K)

, 1

)

−Div+K(u)

CardǫV (K)

et

βε
K,J(u) = νmax (ExpK(u), ExpJ (u))

1

|uK − uZ |+ ǫ
+

ρK,J(u)

|uK − uZ |+ ǫ
(5.17)

avec la convention ExpJ = 0 si J = σ ∈ Eext et −Div+K(u) = 0 si CardǫV (K) = 0. La correction non
linéaire s’écrit :















∀K ∈ M, −DivK(u) +
∑

J∈V (K)

βε
K,J(u)(uK − uJ) = |K|fK

∀σ ∈ Eint, FK,σ + FL,σ = 0
∀σ ∈ Eext, uσ = 0

(5.18)

La proposition 5.1.2 est encore vraie par continuité du terme RK(u) =
∑

J∈V (K)

βε
K,J(u)(uK − uJ) de

HM dans HM et par coercivité de la méthode (voir proposition 6 dans [P21]).

Proposition 5.4.1 Pour ν = 1, toutes les oscillations sont supprimées.

Preuve Pour ν = 1, si −DivK ≥ 0, le schéma s’écrit sous la forme (4.15) (voir proposition 3 dans
[P21]) car βε

K,J(u) > 0 et car

∑

J∈V (K)

max

(

2−
2|K|f2

K

max(|DivK(u)|, |K|f2
K)

, 1

)

|sgnǫ(uK − uJ)|

CardǫV (K)
≥ 1.

D’autre part, si −DivK(u) < 0, nous obtenons :
∑

J∈V (K)

βε
K,J(u)(uK − uJ) = fK +DivK . (5.19)

Cette formulation, comme décrit dans [P16], est suffisante pour supprimer toutes les oscillations car le
second membre de (5.19) est positif et car βε

K,J(u) > 0. �

Proposition 5.4.2 Nous choisissons ν = 1. Soit ǫ vérifiant :

ǫ =
1

6
min
K∈M

|K|fK
∑

Z∈V (K)

|αK,Z|

et K0 ∈ M tel que :

max

(

2−
2|K0|f

2
K0

max(|DivK0(u)| , |K0|f2
K0

)
, 1

)

−Div+K0
(u)

CardǫV (K0)
=

max
K∈M

max

(

2−
2|K|f2

K

max(|DivK(u)| , |K|f2
K)

, 1

)

−Div+K(u)

CardǫV (K)
. (5.20)

Si θK0(u) 6= −
1

2
, alors il existe une constante C1 telle que pour tout K ∈ M :

|DivK(u)|

CardǫV (K)
≤ C1K0fK0 . (5.21)
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Preuve
En K0, l’équation (5.18) devient :

−DivK0(u)+

∑

J∈V (K0)

max

(

2−
2|K0|f

2
K0

max(|DivK0(u)|, |K0|f2
K0

)
, 1

)

(−Div+K0
)(u)

CardǫV (K0)
sgnǫ(uK0 − uJ) = |K0|f

2
K0

(5.22)

Soulignons que −DivK0(u) ≥ 0. En effet, dans le cas contraire, la correction s’annule et nous obtenons :
−DivK0(u) = |K0|f

2
K0

, ce qui est contradictoire avec −DivK0(u) < 0.

• Cas a) : 2−
2|K0|f

2
K0

max(|DivK0(u)| , |K0|f2
K0

)
≤ 1

Cela signifie que |DivK0(u)| ≤ 2|K0|f
2
K0

. D’autre part, on peut déduire de (5.22) que :

3|DivK0(u)| ≥
1

2
|K0| fK0 car

∑

J∈V (K0)

max

(

2−
2|K0|f

2
K0

max(|DivK0(u)|, |K0|f2
K0

)
, 1

)

sgnǫ(uK0 − uJ)

CardǫV (K0)
≤ 2

et car |K0|f
2
K0

≥
1

2
|K0| fK0 . Comme −DivK0(u) ≤

∑

J∈V (K0)

|αK0,J ||uK0 − uJ |, nous déduisons qu’il

existe J ∈ V (K0) tel que |uK0 − uJ | ≥

1

6
|K0| fK0

∑

J∈V (K0)

|αK0,J |
.

Avec l’hypothèse sur ǫ, nous obtenons, CardǫV (K0) ≥
1

2
. Nous déduisons finalement :

|DivK0(u)|

CardǫV (K0)
≤ 4|K0| f

2
K0

. (5.23)

• Cas b) : 2−
2|K0|f

2
K0

max(|DivK0(u)| , |K0|f2
K0

)
> 1

Si |DivK0(u)| ≤ |K0|f
2
K0

, le cas b) ne peut être satisfait. Avec |DivK0(u)| > |K0|f
2
K0

, l’équation (5.22)
devient :

−DivK0(u)(1 + 2θK0(u)) = |K0|f
2
K0

(1 + 2θK0(u)) (5.24)

Si θK0(u) 6= −
1

2
, on déduit que −DivK0(u) = |K0|f

2
K0

ce qui en contradiction avec le cas b). �

La majoration obtenue (5.23) est du même type que celle calculée dans la proposition 3 de [P22]. Tous
les termes de la correction non linéaire sont donc contrôlés. La proposition 4 de [P22] nous permet de

déduire la convergence du schéma avec des maillages admissibles satisfaisant θK0(u) 6= −
1

2
.

Remarque 5.4.3 C’est bien sûr la condition θK0(u) 6= −
1

2
qui sera facile à vérifier a posteriori dans

un calcul numérique.
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5.4.2 Une autre correction sans ajout de paramètres (VFSYM+
cor1,ν)

Nous proposons de montrer un autre résultat de convergence non publié sur un schéma proche de
celui défini avec les égalités (5.3) et (5.6). Il ne dépend plus de la solution numérique et du signe de fK ,
mais de la valeur de ν que l’on choisira proche de 1. La preuve n’est donc pas complète mais le résultat
nous a paru intéressant dans le cadre d’un développement logiciel pour la recherche d’éventuelles
erreurs informatiques. Par exemple, si la technique ne converge pas numériquement pour ν < 1 (avec
ν indépendant de hM), cela viendra sûrement d’une erreur de programmation.
La méthode vérifie à nouveau le système (5.2) avec βK,J(u) qui s’écrit ici (pour ν ≥ 0) :

βK,J(u) = ν











(−Div+K(u))
∑

Y ∈V (K)

|uY − uK |
+

(−Div+J (u))
∑

Y ∈V (J)

|uY − uJ |











+min

(

|K|+ |J |,min(
|K|

∑

Y ∈V (K)

|uY − uK |
,

|J |
∑

Y ∈V (J)

|uY − uJ |
)

)

(5.25)

avec la convention Div+J (u) = 0 et |J | = 0 si J ∈ Eext et
−Div+K(u)
∑

Y ∈V (K)

|uY − uK |
= 0 si

∑

Y ∈V (K)

|uY − uK | = 0.

Nous posons :

β2
K,J(u) = min

(

|K|+ |J |,min(
|K|

∑

Y ∈V (K)

|uY − uK |
,

|J |
∑

Y ∈V (J)

|uY − uJ |
)

)

et ΞK =
∑

Y ∈V (K)

|uY − uK |. (5.26)

La proposition 5.1.2 est encore vraie par continuité du terme RK(u) =
∑

J∈V (K)

βK,J(uK − uJ) de HM

dans HM et par coercivité de la méthode (voir proposition 6 dans [P21]).

Proposition 5.4.4 Prenons ν = 1. Si, ∀K ∈ M, fK ≥ 0, alors toutes les oscillations sont supprimées.

Preuve Comme dans le paragraphe 5.4.1, si −DivK ≥ 0, le schéma s’écrit sous la forme (4.15) (voir
proposition 3 dans [P21]) car ∀K ∈ M et J ∈ V (K) βK,J > 0 et car

∑

J∈V (K)

βK,J(u)|uK − uJ | ≥ |DivK |.

D’autre part, si −DivK(u) < 0, nous obtenons :
∑

J∈V (K)

βK,J(u)(uK − uJ) = fK +DivK . (5.27)

Cette formulation, comme décrit dans [P16], est suffisante pour supprimer toutes les oscillations car le
second membre de (5.27) est positif et car βK,J(u) > 0. �
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Proposition 5.4.5 Soit ν < 1. Il existe une constante C3 telle que le schéma vérifie :

∑

K ∈M

|DivK | ≤
C3

1− ν

∑

K ∈M

|K|(fK + 1).

Preuve
Notons P, l’ensemble des mailles telles que −DivK ≥ 0 et N , l’ensemble des mailles telles que
−DivK < 0. Nous écrivons :

∑

K ∈P

−DivK +
∑

K ∈P, J∈V (K)

βK,J(u)(uK − uJ) =
∑

K ∈P

|K|fK .

Nous déduisons :

∑

K ∈P

−DivK + ν
∑

K ∈P, J∈V (K), −DivJ<0

−
DivK
ΞK

(uK − uJ) + ν
∑

K ∈P, J∈V (K), J∈Eext

(−
DivK
ΞK

)uK =

∑

K ∈P

|K|fK −
∑

K ∈P, J∈V (K)

β2
K,J(u)(uK − uJ). (5.28)

En sommant sur l’ensemble des cellules les équations du système (5.2), nous obtenons :

∑

K ∈P

(−DivK) +
∑

K ∈N

(−DivK) + ν
∑

K ∈P, J∈V (K), J∈Eext

(−
Div+K
ΞK

)uK =
∑

K ∈M

|K|fK

−
∑

K ∈M, J∈V (K), J∈Eext

β2
K,J(u)uK . (5.29)

• Cas a) :
∑

K ∈P

−DivK = 0.

Avec l’équation (5.29), nous écrivons :

∑

K∈N

|DivK | ≤
∑

K ∈M

|K| ≤
∑

K ∈M

|K|(fK + 1).

C’est-à-dire :
∑

K∈M

|DivK | ≤
∑

K ∈M

|K|(fK + 1).

• Cas b) :
∑

K ∈P

−DivK > 0.

En reprenant l’équation (5.28), nous obtenons finalement :

∑

K ∈P

−DivK(1 + νζ) =
∑

K ∈P

|K|fK −
∑

K ∈P, J∈V (K)

β2
K,J(u)(uK − uJ),
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avec ζ =

∑

K ∈P, J∈V (K), −DivJ<0

−
DivK
ΞK

(uK − uJ) +
∑

K ∈P, J∈V (K), J∈Eext

(−
DivK
ΞK

)uK

∑

K ∈P

−DivK
.

Comme ζ ≤ 1, nous déduisons :
∑

K ∈P

|DivK | ≤
∑

K ∈P

|K|(fK + 1)
1

1− ν
≤
∑

K ∈M

|K|(fK + 1)
1

1 − ν
. (5.30)

Or, d’après (5.29)

∑

K ∈N

|DivK | ≤ 2
∑

K ∈P

|DivK |+
∑

K ∈M

|K| ≤ 2
∑

K ∈P

|DivK |+
1

1− ν

∑

K ∈M

|K|(fK + 1).

Nous déduisons d’après (5.30) :

∑

K ∈N

|DivK | ≤ 3
∑

K ∈M

|K|(fK + 1)
1

1 − ν

et donc :
∑

K ∈M

|DivK | ≤ 4
∑

K ∈M

|K|(fK + 1)
1

1− ν
.

Nous choisissons C3 = 4. �

Proposition 5.4.6 Si ν ≤ ξ < 1, (avec
hM
1− ξ

→ 0 lorsque hM → 0), avec des maillages M admissi-

bles définis dans [P21] tels que regM soit bornée, les solutions des équations (5.2) et (5.25) convergent
vers la solution de 3.1 lorsque hM → 0.
Preuve
D’après la proposition 5.4.5, comme le nombre d’éléments des V (K)K∈M est borné, il existe une
constante C4 indépendante de hM telle que :

hM
∑

K∈M

∑

J∈V (K)

βK,J(u) |uK − uJ | ≤
C4

1− ν
hM

∑

K∈M

|K|(fK + 1). (5.31)

Comme f ∈ L2(Ω) et
hM
1− ν

→ 0, nous déduisons que :

∑

K∈M

hM
∑

J∈V (K)

βK,J(u) |uK − uJ | → 0 lorsque hM → 0.

Ce qui donne :
∑

K∈M

hK
∑

J∈V (K)

βK,J(u) |uK − uJ | → 0 lorsque hM → 0.

Nous concluons en utilisant la proposition 7 décrite dans [P21]. �

Remarque 5.4.7 On peut choisir par exemple ν = 0.9 ou si c’est nécessaire ν ≤ |1−hM
τ | avec τ < 1.

Dans ce dernier cas, la proposition précédente reste vraie car il existe C5 telle que :
∑

K∈M

hM
∑

J∈V (K)

βK,J(u) |uK − uJ | ≤ C5h
1−τ
M .
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Remarque 5.4.8 Pour ν = 1, s’il existe une constante C6 indépendante de hM telle que

∑

K ∈M

|DivK | ≤
C6

hτM

∑

K ∈M

|K|(fK + 1) avec τ < 1,

alors les solutions des équations (5.2) et (5.25) (ou (5.3) et (5.6)) convergent vers la solution de (3.1)
lorsque hM → 0. La preuve est la même que celle donnée dans la proposition 5.4.6.

Remarque 5.4.9 La proposition 5.4.6 se généralise au schéma d’ordre 2 défini par les équations (5.16)
et (5.25). En effet, la proposition 5.4.5 reste vraie car ΘK,Z(u) défini dans (5.14) et (5.15) est inférieur
à 1.

Remarque 5.4.10 Nous imposons une condition sur ν pour obtenir un résultat théorique de conver-
gence. En pratique, dans nos tests numériques, nous obtenons toujours une solution convergente pour
ν = 1.
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Perspectives

Nous avons donc construit des schémas linéaires et non linéaires pour des problèmes elliptiques ou
paraboliques.
Voici un certain nombre de pistes qui pourraient être explorées dans le futur :

• Application sur les équations de Maxwell de nos méthodes linéaires en dimension 2. Il existe en
effet un lien direct entre les schémas discrétisant les opérateurs de diffusion et ceux approchant
les opérateurs de rotation [P1, 14, 65]. Par exemple, il sera intéressant de stabiliser les méthodes
développées dans [P1] sur des maillages de triangles allongés.

• Pour un maillage de triangles : développement d’une variante de la discrétisation du chapitre 3 en
adaptant le lieu des degrés de liberté en fonction du tenseur de diffusion ou de la déformation de
la maille. Cette approche devrait permettre de supprimer les hypothèses d’existence de maillage
dual et les hypothèses 3.3.3 et 3.3.5. Soulignons que cette variante pourra également être appliquée
sur le travail proposé dans [3] de manière à toujours définir le point à moyenne harmonique sur
des triangles déformés ou des tenseurs très anisotropes.

• Développement de schémas linéaires qui vérifient le principe du maximum sur certains maillages
déformés. On pense ici à des variantes des éléments finis et des techniques VFMPFA (Multi Point
Flux Approximations). Bien sûr, cela ne concerne que des maillages de forme particulière.

• Application de nos techniques linéaires sur les codes développés dans le service STMF du CEA
[17, 35, 55, 86], approchant le modèle de Navier-Stokes pour des maillages non conformes.

• Construction d’un schéma linéaire de type volumes finis approchant des opérateurs de diffusion
sur des maillages généraux qui aboutit à une méthode de type VF5 pour des rectangles, à un
stencil à 9 points pour des maillages de quadrangles déformés raisonnablement et à un stencil de
25 points pour les quadrilatères très déformés.

• Il est envisagé dans la feuille de route du département DM2S [45] de monter en ordre les méthodes
de type Galerkin discontinu [12, 46]. L’idée serait d’appliquer sur ces schémas les corrections non
linéaires présentées dans le chapitre 5. En effet, il est bien connu que la montée en ordre d’un
schéma peut être à l’origine d’oscillations comme cela est montré dans [41].

• Application de la correction du paragraphe 5.3 au schéma d’ordre 4 proposé dans [41]. On espère
que la méthode restera d’ordre 4 et qu’il sera possible de le prouver théoriquement en utilisant
les mêmes techniques que dans [41].

• Applications des corrections non linéaires présentées dans le chapitre 5 sur des équations con-
vectives ou des systèmes d’équations hyperboliques [22, 43, 76]. Il sera intéressant de les étudier
d’un point de vue théorique et applicatif et de les comparer aux méthodes existantes dans la
littérature [42, 44, 58].
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Annexe A

Notations sur le maillage

On considère un maillage de Ω (ouvert de RN ) admissible au sens défini dans [P16] caractérisé par
l’ensemble de ses mailles M, de ses faces E (arêtes en 2 dimensions) et de ses points P, notés (xK)K∈M

et (xσ)σ∈E . Nous définissons :
• Eint l’ensemble des faces intérieures,
• Eext l’ensemble des faces appartenant à ∂Ω,
• |K|, le volume de la maille K ∈ M,
• |σ|, la surface d’une face σ ∈ E ,
• EK , l’ensemble des faces de K,
• ~nK,σ, les normales orientées vers l’extérieur de K pour σ ∈ EK ,
• hK , le diamètre de chaque maille K,
• hM = max

K ∈M
hK ,

• N(K), l’ensemble des mailles voisines de la maille K et des faces σ de K appartenant à Eext,
• ∀σ ∈ Eint, K et L sont les mailles de part et d’autre de cette face σ,
• ∀K ∈ M, uK la valeur de u dans la maille K,
• V (K), le stencil du schéma pour le calcul de uK ,
• VM(K∗), l’ensemble des mailles autour du nœud K∗,
• V N(K), l’ensemble des nœuds de la maille K,
• ∀ σ ∈ E , uσ la valeur de u sur la face σ,

• fK =

∫

K
fdx

|K|
, la valeur moyenne de f sur la maille K,

• DK =

∫

K
Ddx

|K|
, la valeur moyenne du tenseur D sur la maille K,

• regM, la régularité du maillage M définie dans [P21].
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Annexe B

Notations pour les résultats numériques

Nous notons :
• h : la longueur de l’arête la plus grande sur la frontière du domaine étudié,
• Erreur L2 : erreur L2 de u par rapport à la solution analytique,
• Erreur L2 (grad) : erreur L2 du gradient de u par rapport au gradient de la solution analytique,
• Val négatives : pourcentage de valeurs négatives,
• umin = min

K ∈M
uK ,

• umax = max
K ∈M

uK ,

• Ordre : ordre de convergence de la méthode pour la norme L2,
• nit : le nombre d’itérations effectuées dans l’algorithme du point fixe pour atteindre la conver-

gence.
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Annexe C

Tableau des méthodes proposées

Voici un tableau qui résume les méthodes présentées dans ce document.

co cs cci ou stab PML ≥ 0 O TH type de mailles références
VFSYM oui oui oui non non 2 oui t et p [P8, P9]
VFSYM2 oui oui oui non non 2 non1 q g [P12]
VFSYM3 oui oui oui non non 2 oui té et pa [73]
DFPMD non o s c oui oui oui 11 oui m f g [P13]
FECC oui oui o s c 2 non non 2 oui m f p g [P20]

VFPMD oui oui o s c 3 oui oui 2 oui m f g [P14, P16, P17]
VFMON oui oui o s c 3 non oui 2 non2 m f g [P10]

VFSYMcor1 oui o s c 4 oui oui oui 1 oui t et p [P15, P21]
VFSYMcor1,b oui o s c 4 oui oui oui 1 oui t et p [P21, P22]
VFSYMcor1,p oui o s c 4 oui non oui1 2 oui t et p [P15]
VFSYMcor2 oui o s c 4 oui oui oui 2 oui t et p [P23]
VFSYMcor1,ǫ oui o s c 5 oui oui oui 1 oui t et p ce document
VFSYM+

cor1,ν oui o s c 6 oui oui oui 1 oui t et p ce document

• co : conservatif.
• cs : consistant.
• cci ou stb : coercif ou stable.
• PML : voir (4.15).
• ≥ 0 : positivité.
• O : Ordre sur les tests numériques.
• TH : existence d’une preuve théorique de convergence.
• t et p : triangles et parallélogrammes. Convergence sur des quadrangles avec une hypothèse sur

la manière de raffiner.
• non1 : la preuve n’existe pas mais sera très proche de celle écrite pour VFSYM [4, 8, 78].
• q g : quadrangles généraux.
• té et pa : tétraèdres et parallélépipèdes. Convergence sur des hexaèdres avec une hypothèse sur

la manière de raffiner.
• o s c : oui sous condition (second membre et tenseur régulier).
• 11 : 1 en général, et 2 dans certains tests numériques.
• m f g : maillage de forme générale.
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• o s c 2 : oui sous condition (dans le cas de tenseurs discontinus).
• m f p g : maillage de forme presque générale.
• o s c 3 : oui sous condition comme pour la plupart des schémas "diamant".
• non2 : la preuve décrite dans [P16] devrait s’appliquer sur les variantes continues de VFMON.
• oui1 : oui pour les équations paraboliques.
• o s c 4 : oui sous condition. Hypothèse de consistance sur la correction non linéaire.
• o s c 5 : oui sous condition. Hypothèse de consistance sur la correction non linéaire peu contraig-

nante et facile à vérifier.
• o s c 6 : oui sous condition. Hypothèse de consistance sur la correction non linéaire si ν = 1.

Consistant si ν < 1 et ν indépendant de hM.
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