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Chapitre 1

Introduction

Les travaux présentés dans ce document s’inscrivent dans le cadre de la modélisation physique
et numérique ainsi que du développement de logiciels de simulation d’écoulements complexes
compressibles et couplés ou non avec des effets de champ magnétique. Les difficultés rencontrées
proviennent d’une part de la prise en compte de phénoménes physiques de plus en plus complexes
nécessitant des modéles numériques nouveaux et d’autre part du contexte d’utilisation industriel
de plus en plus exigeant en terme de précision et robustesse. Pour ces raisons il est devenu
nécessaire que les outils de simulation soient fondés le plus possible sur des techniques numériques
s’appuyant sur une approche rigoureuse garantissant leur robustesse et leur fiabilité.

De facon générale, la simulation d’écoulements magnétisés ou non passe avant tout par la
résolution numeérique de systémes hyperboliques non-linéaires représentés essentiellement ici par
les systémes de la Dynamique des gaz et de la Magnétohydrodynamique (MHD). Les travaux
présentés ici sont donc le résultat de plusieurs années d’étude concernant les systémes hyperboliques
non-linéaires et leur résolution numeérique. Initialement, les premiers travaux de ’auteur dans
ce domaine portérent sur la formulation du probléme aux limites pour de tels systémes. Dans
[D-G1, D-G2|, des résultats d’existence dans un cadre général et d’unicité pour la Dynamique
des gaz isentropique sont obtenus. Ces travaux sont prolongés dans [GALO| pour un probléme de
physique des plasmas constitué par le systéme d’Euler-Poisson. Plus tard, dans le but de simuler
Pécoulement d'un plasma au sein d’un commutateur a ouverture (POS), Pauteur s’est intéressé a
la résolution numérique des équations de la MHD, modéle complexe régissant I’écoulement d’un
fluide ionisé soumis & I'action d’un champ magnétique. Le schéma de Roe ayant connu un succés
grandissant au cours des années 80 et au-dela, 'extension de celui-ci pour le systéme de la MHD
a éte réalisée en une dimension d’espace [CG], et dans [B-G|, le cas d’un modéle bi-température
& plusieurs espéces a été traité.

FEn réalité, les travaux présentés dans ce document sont dus en grande partie aux premiéres
expériences numeériques réalisées avec le schéma de Roe pour la MHD, qui dans certains cas
s’avérérent délicates, ce schéma n’étant pas toujours trés robuste. Cependant, bien qu’au départ
motivés par la seule simulation numérique de phénomeénes MHD, ils offrent aujourd’hui un
éventail plus large d’applications et plus précisément s’appliquent & une palette plus grande
de systémes hyperboliques. Les travaux abordés dans ce document se déclinent en effet en trois
parties selon le type de systéme traité. La premiére partie concerne la résolution numérique de
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systémes hyperboliques homogénes. Une classe de solveurs de Riemann est caractérisée dans
ce cadre-1a et des solveurs entropiques et positifs sont développés pour les cas particuliers de
la Dynamique des gaz et de la MHD. La deuxiéme partie concerne les systémes hyperboliques
non-linéaires avec terme source. On caractérise pour ceux-ci la classe des solveurs simples. Le
probléme crucial des solutions numériques d’équilibre est abordé aussi. Des solveurs équilibre
entropiques sont développés pour la Dynamique des gaz avec gravité ainsi que pour le systéme
de Saint Venant [GAL10]. Enfin, dans la derniére partie on aborde la résolution numérique des
systémes non-conservatifs. On définit pour ceux-ci la classe des solveurs simples et on fournit
plusieurs solveurs entropiques pour ’exemple du systéme de Powell pour la MHD. Dans chacune
des trois parties, un premier fil conducteur est suivi, & savoir construire de la facon la plus
simple possible un solveur de Riemann. Cette idée donne lieu & la notion de solveur simple.
D’autre part, les applications visées sont toutes des applications physiques, au sens ol les
systémes hyperboliques associés dérivent tous de la mécanique des fluides et possédent donc des
propriétés structurelles remarquables. En particulier, ces systémes possédent & la fois une version
dans un systéme de coordonnées eulériennes et une version dans un systéme de coordonnées
lagrangiennes. Le deuxiéme fil conducteur est alors la transposition du cadre continu au cadre
discret de la dualité entre formulation lagrangienne et formulation eulérienne. En pratique, une
correspondance biunivoque entre les solveurs pour la forme eulérienne et les solveurs pour la
forme lagrangienne est établie. Celle-ci est réalisée dans tous les cas moyennant essentiellement
la satisfaction d’une propriété appelée (H1) dans la suite ce document.

Comme cela a été précisé plus haut, la premiére partie traite de la résolution numérique
des systémes hyperboliques non-linéaires homogénes. L’ingrédient essentiel pour construire un
schéma numérique pour ce type de systemes est la notion de solveur de Riemann. Historiquement,
le premier schéma numérique reposant sur la notion de probléme de Riemann est le schéma de
Godounov [GODUJ. Ce schéma étant complexe & mettre en oeuvre, on lui a donc cherché tres
tot des alternatives. Il en existe deux principales: les schémas flux vector splitting (FVS) et
les schémas flux difference splitting (FDS). Les schémas FVS comme ceux de Steger-Warming
[S-W], Van Leer [VLEER2| ou Liou [LIOU2| (schéma AUSM et AUSM+) sont en général plus
dissipatifs que les schémas FDS. La plupart des schémas FDS reposent sur la notion de solveur de
Riemann approché qui est étudiée en détail dans Godlewski-Raviart [RAV]. Dans cette famille de
schéma on peut citer les travaux de Roe [ROE] sur le schéma de Roe, Harten [HY, YEE1, HLL]
sur le schéma HLLE et sur le passage a 'ordre 2, Toro [TORO] sur le schéma HLLC. On citera
aussi les travaux de Despres [B-D] qui a développé des schémas entropiques pour la classe des
systémes & flux d’entropie nul, les travaux de Bouchut [BOUCHUT| sur une famille de schémas
cinétiques et [CGP| pour les schémas de relaxation. Enfin, les schémas polynomiaux de [DRPV]
fournissent un bon exemple de schémas robustes et faciles & implémenter.

De par sa simplicité de mise en oeuvre et sa faible dissipation numeérique, ainsi que par
I'immense succés qu’il a connu dans les années 80-90, le schéma de Roe a été pour nous un bon
candidat dans le cadre d’applications MHD [CG, GALS]|. Toutefois, la simulation de machines
a plasma (POS, Z-Pynch), nécessitait de prendre en compte des zones de trés faible densité
baignées dans un champ magnétique intense, conduisant ainsi a une disproportion énorme entre
I’énergie interne du fluide et la somme des énergies cinétique et magnétique. Cette disproportion
a bien souvent pour conséquence que les densités ou énergies internes calculées avec la plupart
des schémas, y compris celui de Roe, peuvent alors devenir négatives. On dit alors que le schéma



n’est pas positivement conservatif, ou plus simplement positif. En pratique, ce phénoméne est
beaucoup plus crucial pour la MHD que pour la Dynamique des gaz, pour lequel il était déja bien
connu. Dans ce cadre-1a, I'adjonction au schéma d’une correction d’entropie [HAR| permet de
surmonter le probléme. Une approche plus rigoureuse est aussi fournie dans [DUB| ot un schéma
de Roe positif est construit. Un autre inconvénient bien connu du schéma de Roe est son caractére
non-entropique, ce qui signifie qu’en pratique il peut conduire & des solutions numériques non
physiques. Ce sont ces deux défauts majeurs qui ont motivé la premiére partie de ce document. En
effet, on ¢’y attache a construire des solveurs de Riemann positifs et entropiques. Evidemment,
I’idée est de réaliser ce cahier des charges de la fagon la plus simple possible. Les candidats les plus
naturels étant ceux dont les états intermédiaires sont constants, ceci nous a conduit & considérer
la famille de solveurs simples entropiques dont la caractérisation est immédiate [GAL2, GAL4|.
Apres cette premiére étape, rappelant que les systémes qui nous intéressent en pratique dans les
applications se présentent indifféremment sous une forme eulérienne ou lagrangienne, nous avons
généralisé 'idée déja présente dans [GALS| d’établir une construction systématique de solveurs
de Riemann de 'une des deux formes & l'aide des solveurs de 'autre forme. Cette construction
a été réalisée de deux facons différentes: la premiére établit une correspondance entre les sauts
des états intermédiaires de chacune des deux formes et généralise celle établie dans [GALS| pour
les schémas de Roe; la deuxiéme réalise une correspondance entre les états intermédiaires eux-
mémes moyennant la propriété (H1). Ce point résolu, on s’est alors attaché a développer une
famille de schémas positifs et entropiques pour la Dynamique des gaz lagrangiennes. Cette famille
a pour cas particulier le schéma de Roe développé par [MUNZ], et aussi le schéma entropique de
[DES1]. Elle a en outre la propriété de préserver les discontinuités de contact (DDC) et vérifie la
propriété (H1). De méme, pour la MHD lagrangienne, une famille de solveurs a deux paramétres
¥ et C a été développée. Elle a aussi comme cas particulier le schéma de Roe de [CGR] et
préserve les DDC. Ces solveurs sont entropiques pour des valeurs du paramétre C' suffisamment
grandes, et possédent la propriété remarquable d’avoir un flux numérique égal au flux continu
évalué en un état moyen. Cependant, ces solveurs, qui ont la méme complexité que le schéma de
Roe, restent couteux puisqu’ils nécessitent de connaitre six états intermédiaires. Nous avons donc
cherché a construire un solveur plus simple ayant les mémes propriétés: positivité, décroissance
de Uentropie, préservation des DDC et propriété (H1). Ce cahier des charges a finalement été
rempli et donne lieu & un solveur & deux états intermédiaires, efficace et robuste, induisant un
solveur eulérien possédant les mémes propriétés.

L’objet de la deuxiéme partie est ’étude numérique des systémes hyperboliques avec second
membre. Fn effet, la résolution numérique des systémes hyperboliques non-linéaires ne concerne
pas les seuls systémes homogeénes, et en pratique, il existe de nombreuses applications mettant
en jeu au second membre du systéme considéré des termes source non nuls. Les équations d’Euler
multi-espéces avec production chimique en fournissent un exemple. De méme, les équations de
Saint Venant modélisant les écoulements en eaux peu profondes en sont un autre exemple bien
connu, et enfin on citera les équations de la Dynamique des gaz avec gravité ainsi que certains
modéles d’interaction laser-matiére. D’une fagon générale, tout modéle physique régissant un
écoulement de fluide compressible soumis & un champ de force extérieur constitue un systéme
hyperbolique avec terme source. Dans de nombreuses situations, il n’est pas nécessaire de préter
une attention particuliére au traitement numérique de ce terme source, si ce n’est éventuellement
utiliser un traitement implicite si ce dernier est raide. C’est le cas pour la Dynamique des gaz
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hors-équilibre chimique. Cependant, il existe d’autres situations ou ce traitement est plus délicat.
C’est le cas du systéme de Saint Venant qui suscite de nombreux travaux depuis plusieurs
années. L’une des spécificités de ce systéme est qu’il posséde des solutions stationnaires, ou
encore d’équilibre, non triviales. De méme, si I’on considére la Dynamique des gaz avec gravité,
ces solutions d’équilibre vérifient le principe d’Archiméde 0,p = —pg, et ne sont donc pas des
solutions isobares, contrairement au cas sans gravité pour lequel les solutions stationnaires sont &
pression uniforme. Un bon schéma numérique devra donc s’attacher a préserver le mieux possible
ces solutions d’équilibre. On notera ici que la notion de préservation des DDC est remplacée par
celle de préservation des solutions d’équilibre. D’un autre coté, un tel schéma est soumis a priori
aux mémes contraintes que dans le cas homogéne, & savoir fournir des solutions entropiques
et positives lorsque la question se pose. Dans cette deuxiéme partie, on s’est donc attaché
& définir un cadre formel “propre” permettant d’appréhender tous ces points. En particulier,
aprés avoir précisé la notion de schéma de type Godunov pour les systémes non-homogénes, on
étend la classe des solveurs de Riemann simples entropiques définie dans la premiére partie au
cas des systémes avec second membre. Une caractérisation élémentaire en est donnée. D’un
autre coté, on remarque qu’en général les systémes étudiés sont des systémes physiques et
possédent une forme eulérienne et une forme lagrangienne. C’est le cas des systémes de Saint
Venant et de la Dynamique des gaz avec gravité. On a alors naturellement prolongé pour un
systéme inhomogéne quelconque, I’équivalence entre solveurs simples eulériens et solveurs simples
lagrangiens moyennant la propriété (H1) a satisfaire. Cette propriété d’équivalence a permis alors
de se concentrer sur le cas plus simple de la forme lagrangienne. On a alors pu construire a la fois
pour le systéme de Saint Venant et le systéme de la Dynamique des gaz avec gravité, une famille
de solveurs simples lagrangiens possédant les propriétés de positivité, de décroissance d’entropie
ainsi que de préservation des solutions d’équilibre. Ces solveurs vérifiant en outre la propriété
(H1), induisent des solveurs de Riemann eulériens ayant les mémes propriétés.

En dernier lieu, la troisiéme partie aborde le probléme de la simulation numérique des
systémes hyperboliques non-conservatifs. Cette étude a été guidée par la nécessité de simuler des
phénoménes MHD en plusieurs dimensions d’espace & 1’aide du systéme de Powell. Historiquement,
mis en évidence pour la premiére fois par Godunov [GODU2| en tant que forme symétrisable du
systéme de la MHD, ce systéme a été & nouveau proposé par Powell [POWELL]| afin de remédier
a certains défauts inhérents au systéme de la MHD standard. Parmi ceux-ci, on notera d’une
part la non-invariance galiléenne de ce systéme et d’autre part la présence d’une valeur propre
nulle induisant un mauvais comportement numérique. Le systéme de Powell a été algébriquement
concgu pour vérifier 'invariance galiléenne, et la vitesse nulle a été remplacée par la vitesse du
fluide. En outre, ce systéme posséde une entropie, qui est I’entropie habituelle de la Dynamique
des gaz. L’utilisation du systéme de Powell n’est pas la seule approche possible pour simuler la
MHD en plusieurs dimensions d’espace et de nombreuses méthodes alternatives sont possibles
[BA-SP2, TOTHI1, MUNZ2, CKC|. Mais, de notre point de vue, c’est celle qui réalise le meilleur
compromis efficacité-complexité. En contrepartie, il présente l'inconvénient, qui n’est pas des
moindres, de posséder des termes non-conservatifs. Cependant, sur le plan théorique, on a pu
montrer [GALT7| que les produits non-conservatifs présents dans le systéme de Powell ne posent
pas réellement de probléme d’interprétation et ne sont en réalité que des produits de termes
jamais discontinus simultanément.

L’idée de cette partie est non pas de s’intéresser au seul systéme de Powell, mais de le considérer



comme cas particulier de la classe des systémes hyperboliques non-conservatifs. Plus précisément,
en suivant les mémes fils conducteurs que dans les parties précédentes, on propose un cadre
“propre” pour la résolution de tels systémes, et on introduit la classe des solveurs simples pour
les systémes non-conservatifs que l'on caractérise aisément dans le cas entropique. Plusieurs
exemples de schémas développés auparavant pour des applications particuliéeres [COR1, ABI,
AB-SA, FMO] s’interprétent dans le cadre de cette approche. D’autre part, considérant & nouveau
les systémes physiques possédant une forme lagrangienne et eulérienne, comme dans les parties
précédentes on établit pour ce type de systémes une équivalence entre solveurs simples eulériens
et lagrangiens.

Revenant alors & I’étude du systéme de Powell, on a développé pour sa version lagrangienne, deux
types de solveurs entropiques préservant les discontinuités de contact. Le premier est 'extension
naturelle du solveur de Roe développé pour la MHD lagrangienne & 7 équations [CGR]. Le
deuxiéme est un solveur & deux états élaboré dans un souci de simplicité. Ces deux solveurs
satisfont la propriété (H1), ce qui a permis le développement du logiciel de simulation GHOST
pour la MHD multidimensionnelle.
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Chapitre 2

Positive and Entropy Stable
Godunov-type Schemes for Gas
Dynamics and MHD Equations in
Lagrangian or Eulerian Coordinates

2.1 Introduction

The aim of this work is to derive positively conservative [HLLE] and entropic numerical
schemes preserving contact discontinuities for gas dynamics and MHD equations for any convex
equation of state. Here, by contact discontinuities, we only mean material contact discontinuities,
and thus Alfven discontinuities are excluded for MHD equations. A lot of conservative schemes
have been developed to solve these systems. For the gas dynamics system one can see for example
[ROE], [CO-LI], [LIOU|, [GRE|, [MEHL]|, [OSHER], [PER|, [S-W]|, [TORO|, [VLEER|, [VIL],
|[RAV| and references therein. For the MHD system, we refer to [ASLAN], |B-W]|, [BEZ|, |CKC],
[CG], [CGR], [LINDE]|, [PRLGZ], [XU], [ZA-CO| and references therein. Unfortunately, many of
them may fail in predicting non-physical states with negative density or negative internal energy.
This point has recently motivated some studies (|[BA-SP], [JAN]). For instance, the original
Roe scheme [ROE]| has this property. Although it has been recently shown that positive Roe
schemes exist [DUB|, by construction Roe’s scheme has the drawback to preserve unphysical
stationary discontinuities (non-entropic shocks). So, we only consider entropic schemes. The
Godunov scheme is the prototype of entropic schemes, but it requires the resolution of the exact
Riemann problem. Conversely, the HLL scheme is easier to implement and entropy preserving,
but it cannot preserve contact discontinuities. In [PER| and [KH-PE] kinetic schemes are given.
They are positive and entropy preserving, but as the HLL scheme, they do not preserve contact
discontinuities ( see [RAV| for a review on kinetic schemes). In |[KH-PE]|, Khobalatte and Perthame
develop second order kinetic schemes having properties of positivity and entropy stability. In fact,
these two properties of entropy stability and positivity are related in a simple way for an ideal
gas, and if the specific volume is positive, the latter follows from the former. Indeed, it is shown
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in [TADMOR] that the global entropy decay for the eulerian gas dynamics equations implies
the specific entropy pd7 is non-decreasing, and if the specific volume 9 is positive, the positivity
of the pressure p follows. This was used in [KH-PE| and [DESI1|. More recently, new schemes
with nice properties have been derived. Firstly, in [B-D], a positive and entropic scheme has been
developed for a general class of Lagrangian systems including gas dynamics and MHD. It is based
on a flux decomposition induced by the canonical algebraic structure of the flux. Moreover, in
[B-DJ, it is found that for gas dynamics and a well-suited choice of the numerical sound speed,
the flux corresponds to the Roe flux of [MUNZ]. Otherwise, in [BOUCHUT], a general framework
for kinetic BGK models is introduced. It also leads to the construction of kinetic positive and
entropic schemes. In [CGP] Coquel and al. present a relaxed scheme. Finally, let us mention the
study in [GRE] which shows positivity property of some FVS schemes, and proves that positive
FVS schemes cannot preserve contact discontinuities.

In this paper, we only consider Godunov-type schemes. The main idea of this study is based
on the following general observation: the more dissipative a scheme is, the more robust it is. This
leads to the following question:

Can we construct Roe’s matrices or more generally dissipation matrices having eigenvalues given
a priori?
The idea is that the greater the eigenvalues, the greater the dissipation.

This paper will provide the answer to that question in a way. This will lead us to define a class
of Riemann’s solvers, called simple Riemann solvers, some of them having interesting properties
of positivity and entropy stability.

The plan of this paper is as follows. In the second section, some recalls on Godunov-type

schemes are given, and the definition of a simple Riemann solver is done. These solvers are
termed as simple because they are the simplest form of a Riemann solver.
In a third section, Lagrangian coordinates are considered and Godunov-type schemes for gas
dynamics or MHD equations are developed. These schemes are a natural extension of Roe’s
schemes but they are not exactly Roe’s schemes. This enables us to prove that these schemes
are positive and entropy stable for sufficiently large slopes of the associated Riemann solvers.
Moreover, these schemes are exact at contact discontinuities and their numerical flux are exactly
equal to the continuous flux evaluated at an average state.

In a fourth section, Eulerian coordinates are investigated. Once again, Godunov-type schemes
for gas dynamics and MHD are built. They derive from the Lagrangian ones by two ways. The first
one establishes a relation between the jumps of Lagrangian intermediate states and the jumps of
the Eulerian intermediate states. The second one associates at each Lagrangian intermediate state
V the Eulerian intermediate state U(V') by the canonical transformation. Both methods lead to
positive and entropy stable Godunov-type schemes in Eulerian coordinates. This approach is
very natural. Indeed, for example let us consider the Godunov solver for Lagrangian coordinates.
The Riemann solver obtained by the correspondence V- — U(V) gives the Godunov solver in
Eulerian coordinates. The same is true if we consider the shock solver of [COL-GLAZ| which
leads to the Mehlman solver [MEHL| in Eulerian coordinates. Otherwise, this transformation is
already used in [DUB] where an Eulerian positively conservative Roe solver is obtained from a
Lagrangian one.

Finally, in the last section, we develop a two state Riemann solver for Lagrangian MHD.
This solver has the properties required by the second transformation and, moreover, it preserves
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contact discontinuities.

Numerical tests made by the author show that all schemes given in this paper behave
well. Of course, the construction developed herein is available for all systems derived from
gas dynamics or MHD. In particular, it is well-suited for multi-species gas dynamics and bi-
temperature MHD models. Finally, extension to Powell [POWELL| and Janhunen [JAN] systems
for multidimensionnal MHD is performed in [GAL9].

2.2 Godunov-type schemes and Simple Riemann solvers

Let us consider an hyperbolic system of the following form
U 4+ 0,F(U) =0. (2.1)

We suppose that (2.1) has an entropy-flux pair (o, q). So, 0(U) is a convex function, VoVF = Vg,
and we are looking for entropic solutions satisfying [HLL]

0o + 0,q(U) <0. (2.2)

In order to define conservative numerical schemes for (2.1), it is usual to consider the following
Riemann problem

Ul Zf xSO,

U. if z=>0. (2:3)

OU + 8, F(U) =0, U@ﬁ%:{

Let W (x/t; U, U,) be an approximation of the solution of the Riemann problem (2.3), and (U*); »,
be a numerical approximation of (2.1) which is constant in each cell z;_j/; < < 7,415 of a

mesh (2;41/2)i. If At is the time step, we define the following scheme [HLL|

1 Az /2 0
mﬂ_(/ 1wymwg¢mm+/ W(a/ALUR UL Yde).  (2.4)
‘ Az Jo —Ax)2
Let us denote by AX the difference X; — X, for any quantity X.
Definition 1. . [HLL] W (x/t;U;,U,) is consistent with the integral form of the conservation
law (2.1) if and only if, for T small enough

Ax/2
/ W(z/m; U, Uy)dx = Azx/2(U; + Uy) — TAF. (2.5)
—Az/2

In this case, (2.4) is conservative and is called a Godunouv-type scheme.
Otherwise, W (x/t; Uy, U,) is consistent with the integral form of the entropy inequality (2.2) if
and only if, for T sufficiently small

Ax/2
/—A P oc(W(x/T;Up,Up))dx < Ax/2(0(U) + o(U,)) — TAg. (2.6)

In this case, (2.4) is called an entropic Godunov-type scheme.
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Now, let us recall the following classical notion of entropic schemes.
Definition 2. .The scheme is entropic (in a classical sense) for the entropy-flux pair (o,q)
if there exists a numerical entropy flux Q consistent with the continuous flux, i.e. satisfying
QU,U) = q(U), such that the following inequality is true for At small enough
At

P <ol = QUL UL = QUL UY)). 2.7)

Then, we have the well-known result [HLL].
Proposition 1. . An entropic Godunov-type scheme is entropic in a classical sense.

g

Now, we introduce the notion of simple Riemann solvers.
Definition 3. . A Riemann solver W is simple if and only if it consists of (m+1) constant states
(Uk)?:ll, separated by discontinuities of speed (Ag)j-,, i-e.,

Ui =U,; for x/t <Ay,
W(x/t) =1 U for Ap1<z/t<Ap , k=2m,
Unt1=U, for A, <z/t.

The solver is denoted (Ug)k, (Ak)k)-
Remark 1. . This notion is not new since Roe [ROE|, HLL [HLL] and Toro [TORO] solvers
are simple Riemann solvers. Conversely, the Godunov [GODU] and Osher [OSHER] solvers are
not simple Riemann solvers. In fact, simple Riemann solvers are the simplest forms of Riemann
solvers.

In the following, we denote § X} = Xy 1 — Xk, for any sequence (X )g.

Simple Riemann solvers are characterized below.
Proposition 2. .A simple Riemann solver induces a Godunov-type scheme if and only if

AF = ApdUy. (2.8)
k=1
In this case, the numerical flux is
1 m
H(U, Up) = 5 (F+ Fr — ; |AR|0U). (2.9)

It induces an entropic Godunov-type scheme if and only if

Ag< ) Apdoy. (2.10)
k=1,m

Proof: For any function f, one can easily check that
Az/2 m
/A ) FOV (@/7;0,,Un))dx = Ax/2(fi + fr) =7 Med fi,
—Az/2 1

where f;, = f(Ui,) and f = f(Ux). Inserting this equality in (2.5), (2.6), we obtain (2.8),
(2.10). The proof of (2.9) is the same as for a Roe scheme.o
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2.3 Lagrangian Coordinates

2.3.1 Lagrangian gas dynamics

The Roe matrix

We first introduce a notation. Given two conjugate real numbers o and 8 (o + 8 = 1), we
set for all pair (z;,x,), To = ax; + B,
The arithmetic average corresponds to & = 1/2 and is denoted by z,.

Now, let us consider the following Lagrangian system of gas dynamics

0,V + 0G(V) =0, (2.11)

where 'V = (9, ug, e), 'G = (—ug,p,pus), ¥ is the specific volume, u, the fluid velocity, p the
pressure, ¢ the specific internal energy, e = ¢ + 1/2u?2 the specific total energy. For an ideal gas,
the internal energy is given by € = pd/(y — 1) where 7 is the specific heats ratio.
The system (2.11) is hyperbolic with —C, 0, 4C as eigenvalues, where C' is the Lagrangian sound
speed. For an ideal gas, C is given by C? = vp/9.

For this system, Munz [MUNZ] has given a Roe matrix which takes the following form for
an ideal gas

0 -1 0
ZMunz = _pa/ﬁa _(7 - 1)(u:v)a/79a (’Y - 1)/1911
—Ppa(Uz)a/Va Pa— (v — 1)(“1)3/19(1 (v = D(uz)a/Va

Its eigenvalues are —Clype, 0, +Cqpe, with Cove’ = YPa/ V-

Construction of a Godunov-type scheme

The Munz matrix is very simple and the corresponding Roe method very easy to implement.
But unfortunately, the use of this matrix for numerically solving (2.11) can produce unphysical
solutions. Generally, in order to handle this problem, it is usual to consider the HLL scheme
[HLL] which is more dissipative and thus leads to positive and entropic solutions for sufficiently
large slopes of the relevant Riemann solver. Here, we want to control exactly the dissipation.
More precisely, we want to design a Riemann solver whose slopes are given a priori. Moreover,
the Riemann solver is expected to preserve contact discontinuities. To this goal, we will use the
Roe construction, but only keep the essential of this contruction. Indeed, let us recall that the
Roe flux has the expression

1 m
H(V,V;) = §(G1+GT—Z\Ak|¢kRk), (2.12)
k=1

where the Ry are the right eigenvectors and the ¢ are the characteristic variables, ¢ = L - AV
with Ly the left eigenvectors.
From (2.12) it is clear that in order to define the flux, we only need to know the products
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¢ Ry, associated to the nonzero eigenvalues. Notice that the knowledge of the Roe matrix is not
necessary.

We now begin our construction. The first step is to look for Roe’s matrices whose eigenvalues
are given a priori. This is a formal step which will allow us to built the products ¢ Ry. In this
way, let us choose a general decomposition of the pressure jump

Ap = xA9 4+ EAu, + kKAe,

where the coefficients x, &, k have to be determined. If @ and 3 are two conjugate real numbers,
this leads for A(pu,) to the relation

A(pug) = (ug)aX AU + ((uz)al + Pg) Atz + (uz)akle.
Thus, one obtains the matrix

0 ~1 0
A= X ¢ K (2.13)
(UOC)aX (uac>a§ + pg (Uz)a"i

Now, by studying its characteristic polynomial Det(A — \Id), the matrix A has given eigenvalues
—C_,0,C if and only if the coefficients x, &, k satisfy the following linear system depending on
the parameter «

XAY 4+ EAu, + kAe = Ap,
€+ k(ug)a = 6i—76,, (2.14)
X — kD3 = —C_C4,

whose determinant is — [(a — 1/2)(ApAY + (Aug)?) + poAY + Ac]. The system (2.14) is singular
for any « if and only if ApAY + (Aug)? = p,A¥ + Ae = 0, relations satisfied at a shock. Thus,
we have shown the result.

Proposition 3. . Let us suppose that the states Vi, V,. are not separated by a shock. Then, one
can find o so that A is a Roe matriz with 0,+=C+ as eigenvalues. Its right eigenvectors and
characteristic variables are

‘Ro = (,0,—x), 'Ry = (=1,£C4,pp £ (uz)aCx),
bo = PeAY — (ug)aAug + Ae _ Ap£CxAu, (2.15)
0 c.C, ’ OO (@Y

This result provides an answer to the question of the introduction. Obviously, it is not always
positive. Indeed, it is well-known that if the states are separated by a shock, the Roe matrix has
an eigenvalue equal to the slope of this shock.

The second step consists in deriving a simple Riemann solver with expected properties. Firstly,
let us note that the quantities ¢+, Ry given by (2.15) do not depend on the coefficients x, &, k
and are always defined. This leads to define the following Riemann solver

Vi ifm/T < —-C_,
V= Vi+¢_R_ if —C_<m/T <0,
Vi= Vi—¢iRy if0O<m/T <Cy,

V. if Cy <m/T.

W(m/T) = (2.16)
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This solver has exactly the same structure as that of the Roe solver and satisfies the following
result.

Proposition 4. . The solver (2.16) defines a Godunov-type scheme for the system of gas dynamics
(2.11). Moreover, it preserves contact discontinuities.

Proof: In order to show that the solver (2.16) gives a Godunov-type scheme, one has to verify
the property (2.8). From (2.15), (2.16) we have

—C-(VF=W)+Cy(V;, =V})=-C_¢_-R_+Ci 6+ Ry

-1 -1
T pg — (Uz)aC- T pg + (Uz)aCy
—Aug
= Ap = AF,
A(pug)

which is exactly (2.8).
Moreover, contact discontinuities are characterized by Au, = Ap = 0, which implies ¢4 = 0,
and thus V}*T =Vi,.0

Thus we have constructed a family of Godunov-type schemes depending on a parameter a.
Now, the question is to optimally choose this free parameter o. The simplest way to do this is
given by the result below.
Proposition 5. . Let us choose a = C_/(C_ + C4).Then, the numerical fluz associated to the
Riemann solver (2.16) is given by

H(V,, V) = (—y, P, Usp) (2.17)
with

= (C—(ug)1 + Cy (uz)r — Ap)/(C— + C),

Ua =1 — (2.18)
p=(Copi+ Copr — C_CpAug) /(C- + C4). '

Proof: Let be 'H(V;, V,.) = (hq, ha, h3). From (2.9), it is easy to show that h; = —((ug)q +X),
ho =po +Y, and hz = (pug)a + pgX + (uz)aY, with

1 S -1 S S _
ZT*A *AI,YZT*A — AI d — - 7It ]
7 C+( p+ 5 Au ) 0. ( 5 p+C_CiAug)and S =CL—C remains
only to check hg = —hiho. One has
h3 + hihy = (pux)a +pﬁX + (Ux)aY - pa(um)a - (Uz)aY - an - XY

= gpux)a _pa(ux)a + (pﬁ _1pa)X + ((u:c)a - (ux)a)y - XY
= ZAuzAp - XY + (o — 5)(ApX — Au,Y).

On the other hand, it can be seen that

8
2(C- +C4)?

1 — _
p C_+C+( p— CAug)(Ap )

iAumAp—XY =— (Ap — C+Auy)(Ap + C_Auy),
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and thus hg + h1ho =

S a—1/2 — _
- (2(07 i C+) + C_+ C )(Ap — C1Aug ) (Ap + C-Auy)
= —(a(C_+C4)—-C_ )(Ap CiAu)(Ap+ C_Au,)/(C- + C1)%

If a =C_/(C_+ C,), we obtain h3 + hihg = 0, which gives the proof.c

Remark 2. If the slopes C_, Cy are equal, the scheme obtained is exactly the one studied in
[DES1], but is derived in a very different way. Hence, this proves thal the scheme of [DES1]
is a Godunov-type scheme. Moreover, as it is noted in [B-D], the Munz scheme is recovered if

C— = C+ = Cave

Positivity and Entropy stability

In the following paragraph, we study the properties of the simple Riemann solver (2.16)
when « is chosen as in the previous proposition. Especially, it is now clear that we can construct
schemes whose dissipation can be exactly tuned, and we show below that this tuning can be made
in such a way that the scheme is positive and that the solver is an entropic Godunov-type solver.
Similar properties of positivity and stability were derived for the second order kinetic schemes
constructed by Khobalatte and Perthame in [KH-PE|. In fact, the two properties of entropy
stability and positivity are simply related for an ideal gas, and if the specific volume is positive,
the latter follows form the former. Indeed, it is shown in [TADMOR)] that the global entropy
decay for the eulerian gas dynamics equations implies the specific entropy pd”? is non-decreasing,
and if the specific volume ¢ is positive, the positivity of the pressure p follows. This was used
in [KH-PE| and [DES1]|. Here, this property can be used, but for gas dynamics, we are able to
give exactly the positivity conditions which are obtained by the resolution of two 2nd degree
algebraic equations.

Proposition 6. . For C_, C large enough, the intermediate states of (2.16) are positive (i.e.
U7, > 0and e, >0).
Moreover, if C_ = Cy = C, we have the following exact positivity conditions :
—Aug + /01,
49, ’

2paAug + /Ay,

(Aug)? +8ey,
where op =1, 0, = —1, m, = 4pg — 01, Ap, 61r = (Aug)? +80y,9,,Ap and A, = 4pzr(Au$)2 —
8011 €1, Ap.

Proof: By using the relation: V;* = V; 4+ ¢_R_, we obtain

00,204 o, <0, orif o >0 and C >

— e, 20 if Ay, <0, orif Ay >0 et C >

C 29 =T 29, + (rC_Auy — Ap) /(1 + 1),

_ . 1 _ _ (2.19)
_Ter=C_ P _Au, — _Au, — A
C_ ey =C_"¢g+ SRESE (rC_Auy —m)(rC_Auy, D),
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with r = Cy/C_ and m = 2(rp; + p,) — Ap. From this, we deduce that

A 2
_lim Y] =9y, liminf & =¢ + (Auy) liminf (
Cy—+oo Cy—+oo Ci—foo L+T

)2, (2.20)

which shows the positivity for C_, C'y large enough.
When C_ = Cy = C, equations (2.19) are two second order algebraic equations leading to the
above conditions. ¢

If we note that the entropy-flux for system (2.11) is equal to zero, we have the following result
for entropy stability.
Proposition 7. . Let o be an entropy of the system. Let us assume that 1im@iﬁ_~_OO r =T > 0.

Then, for §_, C large enough, the scheme is an entropic Godunov-type scheme. Moreover, if
Maz(C_,C1)AT < Am/2, the following cell-by-cell entropy inequality holds

o(V") <o (V).

Proof: In order to prove the entropy stability, it is sufficient to verify that o} < 0; and o) < o,
for C_ and C'; sufficiently large. Now, it is well-known that for an ideal gas every entropy is of
the form o = f(e97~1) with f a non-increasing function. Thus, we have only to show

* * -1
g (Y >
— (= 1. 2.21
SEE (221)

When Auw, # 0, from (2.20) it is clear that for C'y large enough, (2.21) will be true. When
Au, =0, if Ap =0, then V}* =V}, and thus, o] = ;. Then (2.21) is true. Now, if Ap # 0, one
has

gy mar Vi, Ap
&l 2(1 +7)25,C_° 0 (1 +7r)9,0_"
From this, we deduce that
2 <197)W_1 - 1+ _ mAp (1- i)v—l
er \ 2(1 + 7“)22616_2 (1 + 7“)1916_2
A _
S C) +oa/ch.

21+ T)2516_2

This ends the proof for an ideal gas. In a real gas case, the proof follows the same lines, and we
do not give it here.
Now, let us introduce the following states

42 [EAM/2 20 AT 20 L AT
£ _ W (m/AT: Vi, Vy)dm = —= =)V
\% (m/AT;V;, V,.)dm A Am VWVai

Am Jy

VT‘TZ + (1 -

Using the entropy convexity and (2.21), we obtain for C large enough

20+ AT
Am

20 L AT

O'(Vi) < U:J +(1- Vo1 < Oy
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Finally, one has

V) = 0 (G (V1 + (V) s2)
< SOV ) + oV y2) < 5 () 4+ o (V) = o (V)

which gives the result.o

2.3.2 Lagrangian MHD

The system and the Roe matrix

Let us next consider the ideal MHD system in Lagrangian coordinates (for instance, see [B-W]|
or [PRLGZ| for a review)

0V + 9,G(V) = 0,
V =49, ug, uy, uz, Byd, B9, €), (2.22)
G = t(_uxaﬁa _Bsza —B,B., _Ba:uya —Byu,, ugp — BB - U),

with g, uy, u, the components of the velocity u, p = p+ B?/2 the total pressure, & = ¢ +19B?/2
the total specific internal energy, € the total specific energy given by é = &+u2/2. For this system,
material contact discontinuities are characterized by Au, = Auy = Au, = Ap = AB, = AB, =
0, if B, # 0, and by Au, = Ap = 0, if B, = 0. One can see [KHANFIR] for a classification of
MHD discontinuities.

In order to study this system, one usely introduces the primitive variable vector ‘Q =
(9, Uy, Uy, Uz, By, Bz, p). Indeed, setting N = 99V, M = 9oG, and multiplying (2.22) by N1,
we obtain the following system

9-Q + DonQ = 0,
where D = N~!M has the following form

0 -1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 B, B. 1
0 0 0 0 -B, 0 0
D=0 o 0 0 0 -B, 0
0 B,/¥ —B./d 0 0 0 0
0 B.J9 0 —B/v 0 0 0
0 C2 0 0 0 0 0

where C' is the lagrangian sound speed.
The jacobian A = 0y G satisfies A = NDN~!. Consequently, A and D have the same eigenvalues
given by

0, CEi=+C, =xcn/0 for m=s,al,f, (2.23)

where C't ; denote the slow and fast magneto-acoustic speeds and Cy; the Alfven speed. We have
2, = VB2, c?cs = 1/2(&% £ (¢* — 4c%c%)1/?). Moreover, c is the sound speed defined by ¢ = C4,
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and ¢ is the total sound speed given by ¢ = ¢? + b%, with b = (b, by, b,) = W/2B.

- 4, _¢-c

ai = .
cg—c2 G-l
One can check that the following relations hold (see [B-W| for example)

Now, let us define the quantities aff =

Gt =740, al +af =1, ajc; +ajc; = ¢

cscy = clbyl, (cfc — A)asap = clby|. (2:24)

Let X = (X, Xy, X.) be any vector in R?. In the sequel, X | will denote the vector (X, X.)
of R2. Also, let us define

B\

S = sgn(BI)7 SS =1 ) Sf =-1 5 /8 = (ﬁwaZ) = @7 6J_ = (/627 _/By)-

Now, let us introduce the following vectors

L =1(0,0, 8., ~3,,0,0,0) , r% =" (0,0,0,0, _SB.9712, sgyﬁ—l/2,0) ,

1 1
V=5 (00,0, -6,,0,0,0) , =5 (0,0,0,0, -850, 55,9'/%,0)
0 —ﬁas,f
Cs,f Qs f 0
1 1 Oéf,sc‘ﬂs/BySSS’f 9 1 0
TS,f = 07 O[f,scf’sﬂzsss’f , Ts,f — 072 0 7
X —ayscB,07 128
0 _af,scﬁzﬁil/zssyf
0 045fo2/19
0 0
Cs,fOs, f 0
L 1| arsrsBeSSg , 1 0
tlsvf = 5 afyscf,SBZSS57f 5 tls,f — 5 O
X —ayscfy9'?Ss s
0 _O‘f,scﬂzﬁl/ZSS’f
! as, U

Then, the right and left eigenvectors of the matrix D are given by

1
7'0 = gt (1707 07 07 07 070) I’ l() = (6270707070707192) ? (225)

+ 1 2 + 1 2
Tal,f,s = ir@lafvs + Tal,fs > lal,f,s = :tlal,f,s + lal,f,s' (2'26)
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By using the relation R = Nr between the right eigenvectors of A and D, we obtain the following
right eigenvectors R;tal 5 for A

0
0
+5;
RE = 8y , (2.27)

—5B,91/2
Sﬁyﬁl/Q
6+ uy

—Da 5
ics,fas,f
£S5 rayscrsByS
1 i'Sis,flo/‘é”,scf,sﬁzS
R:f - 072 _Ss,f%af,scfﬂs ﬂy
,191/2 )
_Ss,fTO‘f,sCﬁs B
i(as’fc&fux + SSs,faf,scf,suL . ﬁ) + Ozs,fﬁ(ﬁ — BQ)—
Ssvfafﬂscﬁ1/2|BL|

(2.28)

Now, let us define the continuous characteristic variables. First, we introduce the following

quantities, in which the notation § stands for the derivative d, = —— with respect to any

parameter «, or, in the next paragraph, for the difference A,

Ag =B+ duy , By = —S91/2p+ . 6B,
As = ascsdug + apepSB-du , By = asdp — ozfm?l/Qﬁ 0B, (2.29)
A = ajepduy — ascsSB-duy , By = apddp + ascd'/?3- 6B, .

Then, noting that the left eigenvectors of A and D are linked by the identity [ = LN, the
continuous characteristic variables are

¢f =LE - dV =1E - doQ =1/2(£ A + Br) for m=s,al, f, (2.30)

and by the hyperbolicity of the system (2.22), we have the following decomposition of the flux
derivative

doG = > C¥ ¢" R, (2.31)
(vim) = (£;s,al, f)

Now, let us consider the expressions of the eigenvalues, the characteristic variables and the right
eigenvectors. We observe that they are expressed in terms of p, u, B, ¥ and C. On the contrary,
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the flux G is depending only in p, u, B, but not on 9 and C. The result below shows that this
property remains true in (2.31).

Property 1. . The following identity is true

doG = > Cr o Ry,
(vsm) = (£:5,al, f)

where ¥ and C are arbitrarly chosen in the expressions of the CY, ¢4 and R4 given by (2.23),
(2.29) and (2.30). ©

The proof is easily obtained by direct calculations from the expressions of the eigenvalues,
characteristic variables and eigenvectors in terms of p, u, B, 9, and C, and we do not develop it
here.

In the next section, we will see that the Property 1 is also true in the discrete case, thus
leading to the construction of a family of Godunov-type schemes.

Let us now recall the construction of the Roe matrix of [CGRJ|. It is based on arithmetic
averages and it is the natural extension of the Munz matrix for MHD. In order to derive it,
once again we introduce the primitive variables vector @ and we seek matrices M, N such that
AG = MAQ, AV = NAQ. Then the Roe matrlx sA=MN ' , and as in the continuous case,
we consider the matrix D =N M =N ' AN which is given by

0 -1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 (By)a (B:)a 1
0 0 0 0 -B, 0 0

D=1]0 0 0 0 0 B, 0 (2.32)
0 (By)a/Va —Bz/Ya 0 0 0 0
0 (B.)a/Ya 0 —B,/¥, 0 0 0
0 C? 0 0 0 0 0

ave

where C2,, = yP, /4, with P, = p, + %[(BQ)G — (Bg)?)] for an ideal gas (see [CGR] for the

real gas case).

We note that the matrix D has the same structure than D. Indeed, we have D = D(Cuye, Va, Ba)-
This implies that the algebra is the same as in the continuous case. In particular, the eigenvalues
of A are given by 0 and c* al.f.s C’;th f, S(Cave,ﬁa,ﬁa,Ba). Moreover, the right eigenvectors of

A are Ral,f,s = RiEl,f’S(Cm,e,19,1,pa,ua7 B,) and the discrete characteristic variables are ¢(:7|,:l,f,s =
fl’ﬁs(cavea 29aap~aa Ba, A)v Le

=3 Auy By = —S04/°3 - AB,
As = ascsAug + apepSB-Auy  Bs = asl,Ap — afcﬁcllmﬁ -AB|, (2.33)
Ap = arerAuy —asesSB-Auy By = apd,Ap + 045019}1/26 -AB| .

Construction of a Godunov-type scheme
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In this paragraph, as for gas dynamics, we want to extend the MHD Roe scheme of [CGR]
into a Godunov-type scheme.

To this goal, let us define the slopes C’fﬁ fs = C;tl fs(é, 9, Pu, Ba), the vectors Rffl fs = Rfl fs(é, 9, Pas Ua, Ba)

and the characteristic variables <Z>ijl fs = <Z>ijl s ,(C,9,Pq, Ba, A), in which C and ¥ are arbitrary.
We now construct the following simple Riemann solver

Vio = Vi if m/T < -Cy,

Vip = Vip+ ¢, R, if —Cp<m/7 < —Cy,
Vie = ViitouR, if —Cu<m/7<-Cs,
Vig = Vig+o, Ry if —Cs<m/7<0,
Viz = Vip—o¢fRE if 0<m/T <C,

Vig = Vei—o¢LRY if Cs<m/7 < Cu,
Vit = Vio— <Z>}LR}F if Cua<m/T <CYy,
V}’O = V. ’Lf Cf < m/T.

Wir(m/T) = (2.34)

If in (2.34), we choose ¥ = VY, and C = Cype, we recover the Riemann solver associated to
Roe scheme of [CGRJ. In the general case, the above result allows us to define a Godunov-type
scheme.

Proposition 8. . The following identity is true for any 9 and C,

AG = > CY " R, (2.35)
(vim) = (£s,al, f)

Clearly, this result implies that (2.34) is a Godunov-type scheme since (2.35) is exactly the
characterization given by the relation (2.8). Moreover, if the states V; and V, are separated by a
material contact discontinuity, i.e.,Au, = Auy = Au, = Ap = AB, = AB, = 0, by construction
we have qﬁj’ﬁs = 0, which leads to V;; = V; and V,.; = V,. for ¢ = 0, 3. Thus we immediately have
the following result,

Corollary 1. . Every material contact discontinuity is preserved by the simple Riemann solver
(2.34).

Here, we do not develop the proof of Proposition 8. It can be obtained by direct calculations
from the expression of the eigenvalues and eigenvectors in terms of pg, Ua, Ba, ¥, and C. But in
order to connect this property with the notion of Roe matrix, we prefer to give the proof in the
particular case where 9 is chosen equal to .

The procedure we will use follows the same lines as for gas dynamics. Indeed, we will seek Roe
matrices with eigenvalues as large as expected in order to tune the dissipation. In the previous
paragraph, we have looked for matrices M, N such that AG = MAQ, AV = NAQ, and we
have considered the matrix D = N M, the Roe matrix being given by A = NDN . Here,
we impose that the matrix D is D = D(C, 9,4, B,) where the parameter C is arbitrarly chosen,
and we only seek the matrix N. Thus, we ask the following question:

Is there a matriz N such that A= NDN " is a Roe matriz?
The interest of such a result is obvious. Indeed, the eigenvalues of A are those of D, and thus
can be chosen as large as necessary.
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Now, we will seek a matrix N satisfying AV = NAQ. It is easy to see this is equivalent to
look for a general decomposition of the total pressure jump
Ap = xAY+ KAE+ 0O - A(WB,),

where the scalar coefficients x, k and the vector © have to be determined. Indeed, this relation
leads to the decomposition of the pressure,

B,?2 B
Ap = XAV +kKAE+O-AMWB,)+ ;“Aﬁ - ;“ -A(WB))
B "B ’
= (x+ ﬁia)M Kitlg - Au + (O — 1;“) -A(WB.) + KAE,
which gives the matrix
1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
51 _ 0 0 0 1 0 0 0
—(By)a/Va O 0 0 1/9, 0 0
—(B.)a / . 0 0 0 0 1/9, 0
(By)a (B2)a

X+ == 19(1 —KlUgq —KUy, —RlUz, Oy — 193; 0, — 5 "

Finally, the following result gives the answer to the above question.

Proposition 9. . Let C be a positive real number. Let us suppose that the following linear system
is satisfied by the coefficients x, k and O,

XAD+ KA+ O -AWBL) = Ap,

B,

IQBJ_a + @ - 19(1 ’ ) (236)
—2 B

—X + K(Pa — B}) = T

then, the matrices N ' and D = D(C, ¥, B,) satisfy the relations
N'Av=AQ , N 'AG=DAQ.
This system has a unique solution if the following relation holds
(pa + (BY)a — (B> )AY + Ac £0.  (C1)
The matriz N is invertible if K #0 , which, if (C1) is true, is equivalent to
C’AV+Ap#£0.  (C2)

In this case, the matriv A = N D N s a Roe matriz. Its etgenvalues are 0 and c*t alfs =
ijs(a, Vo, Pa, Ba). Moreover, the right eigenvectors and characteristic variables are given by
the expressions, Ri[l,f,s = Rfl,f,s(é’ V4, Pas Ua, Ba) and, qbif’s = ¢$,f,s(€> Va, Pas Ba, A).
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Proof: Firstly, we have already shown that the first relation of (2.36) gives N AV = AQ.
Now, let us prove that N'AG = DAQ. One has

—Auy, —Auy
Ap Ap+ B, -AB;
_B,AB, _B,AB,
— 1 _Ba:ABz o —BxABZ
N'ac=| B, B, DAQ=| B, B,
ga Au:c - %lAuy ga Aux — %lAuy
Jo 9, v 9 Aﬁz — 3, A
(N "AG)7 C"Au,
with
———1 BLZ _
(N "AG)7 =—(x+ 3 JAUy — Kty q AP + Ky, By ABy + k.o By AB,
B a
+(© — %) (=BzAu, ) + kA(puy — By B - u)
B2 B
= —(x+ 5 — wlba — BY)Aus — Ba(© — = 4 kBL,) - Auy.

Thus, it is enough to show that

B,
Va

2
Bia _ t(Ppa — B?))Auy, — B, (0 — +KkB1,) Aug = 62Aux,

—(x + 9.

which follows from the last two relations of (2.36).
Otherwise, (C1) is obtained by considering the determinant of the system (2.36) and (C2) by
evaluating ~ from (2.36).¢

Now, we are able to give the proof of the Proposition 8.
First, let us suppose that 9 = 9J,. Then, by the Proposition 9, if (C1) and (C2) are satisfied, the
solver (2.34) is a Roe solver, and (2.8) is true. If (C1), (C2) are not fulfilled, we notice that each
member of (2.8) is continuous with respect to V;, V;., and we use a continuity argument.
If ¥ # 9,, we consider the states V! given by ‘Q(V)!) = (U, um, Bm,pm) for m = I,r. Since
J = (V) +9(V)))/2, (2.35) is true for the states V/, V;. Moreover, one has AG = G(V;) —
G(V)) = G(V;)) — G(V/). This completes the proof.c

Characterization of the flux of the Godunov-type scheme

In this paragraph, we characterize the numerical flux of the Riemann solver (2.34) in the same
way as for gas dynamics, i.e. we prove that this numerical flux is a continuous flux evaluated at
an averaged point.

Before proving this result, we state two preliminary lemmas.
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Lemma 1. . For any 9 and C, one has |D(C,9, B,)|AQ =
0 —@(OJSCSBS + OéfoBf)
0 s Ag + afcchf
Cu At || el mandp)l
“ —1/2 92 | —cd (aeBs — aserB
—B,; SV B+ 2 (ay By)B
0 E(QSCSBS + afoBf)

Lemma 2. . The following identity is true for all 0 and C':
— 1 — 1
(P — Pa)(Up — Ugq) — ZAﬁAux — B[(B— Bg) - (u—ug) — ZAB - Au] =0,

where P, U and B are given by,
1

= ~ 2 2

= a T T— o O[SCS.AS + Q. fC ./4 3
P=Da— = ( repAf)
Uy = Ugyq — 72(0556583 + OéfoBf),

210 N S (2.37)
U] =Ulg — §Bal/8 + TCQ(QSCSBf - Oéfchs)ﬁa
_ 1
B =B, + — 7 Auf" + —(apAs — asAp)B.
99"/ 292

We now characterize the flux.
Proposition 10. . The numerical flur G(V},V,) of the simple Riemann solver (2.34) is given
by
" (g, p, —ByBy, —ByB., — By, —Byu,,p Uy — B,B - 1) . (2.38)

Proof: First suppose that ¥ = 9, and that conditions (C1) and (C2) hold. In this case, the
numerical flux G is a Roe flux which is given by

1— 1— —
G = Ga — 5| AAV = G, - JNID|AQ.

We wish to show that G = G(p, %, B, ). From Lemma 1, one can easily see that

U, =—G1, p=Gy 'Bi=—(G3,Gi)/Bs, 'uL=—(Gs5 Gs)/Ba,
and it remains to show that G; = pu, — B, B - 1, which is equivalent to
7_1 - _ = J—
(N (G(p,u, B1) — Ga))7 = —1/2(|D|AQ)7. (2.39)

Using Lemma 1, we have on the one hand, —1/2(|D|AQ)7 = 62(690 —1Ugq). Noting that B, = B,

we have on the other hand,
(N (G(p,u, B1) = Ga))1 = —(K(Pa — B;) — C7)(Uz — tUzq) — KUza(p — Pa)

+rByui o (Bl — Bia) + £BeBig - (UL —uia)
+r [ﬁ Uy — (ﬁu)a - B:E(B U — (B : u)a)] (240)

72 — ~ ga— = ~ —
=C (uaﬁ - uxa) + ”[_pa(ur - Uxa) - Uxa(p - pa) +Dpug — (pu)a

+By(ug - (B — Ba) + By (U —ug) + (B-u)s — B-0))].
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1
Remarking that for any quantities «, 3, one has af — (af)s = Ba(af)a + a(8 — Ba) — ZAaAﬂ,

and using this identity in (2.40), we see that, in order to show (2.39), it is sufficient to prove the
following relation

(5~ o) iz — ta) — ;AP — B[(B ~ Ba) - (1~ u) — 7AB - du] =0,

which is true by Lemma 2. Thus, the result holds in this first case.
If (C1) and (C2) are not true, we use the same arguments as in the proof of Proposition 8.¢

Proof of Lemma 1: We have

IDIAQ = Calyrg + dgra) + Cs(@5rs + o) + Cr(opry +o5r))
= al(»AalTil + Balrgl) + (CSAST; + CfAfT]l‘) + (CSASTE + Cfo?’]%)

0
0

and also, Cyy(Agrt, + Bur?) = Cu Ay 8+
—BuSo '’
0

ﬁJ_

0
1 CXSCE.AS + OéfC?.Af
Moreover, one has CsAsrl + Cf.Afr]lc = 52 chy(arAs —asAf)B |,
0
0
—E(OzscsBs + afoBf)
0
1 0
D2 —cﬁ_l/Q(afcsBs — ascrBy) s
c

)

and finally, CgAsr? + Cforff =

[

(ascsBs + aypepBy)

which gives the result.o

Proof of Lemma 2: Let us denote ,

X1 = (E_ﬁaxﬂr - uﬂca)aXQ = B:E(B - Ba) : (ﬂ— Ua),X = X1 — Xo.

1
We have to show that X = Z(AﬁAux — B;AB - Au).
On the one hand, from ( 2.37) we have,

1
——(ascsBs + agpepBy) (asciAs + afc?cAf)

49¢c4
(agc‘ZAsBs + a?c?}Afo) + (cfApBs + ¢ AsBy).

Xq
(2.41)

—

QsQUpCsCr
49c4

T 49
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On the other hand, from ( 2.37) one has,

SB, 1
A= W[_Aallgal + glapAs — asAg)(asesBy — apepBs)]
|Bx|-AalBal
T —m
c|bz|

+—4(asafcsAst + asapcr ArBs — a?ch.AsBs — agcsAfo)

_ _M (2.42)

49
o (asarcs AsBy + asarcr AfBs — a2er A By — achA By)
(5.4 @sarcsAsBy jerAy i 1By
B |Aal8al Qs fCsCF

= - + = SASB + ABS
iz 0 (csAsBy + cpApBs)

(afcscfAsB —l—oz Cf.Afo).

_l’_

49
Then, by using (2.41), (2.42) and (2.24), we obtain,

1 S S

X = T( .A B +04fo.4fo) w(CfAfB + cs A Bf)

B | AqiBai | QOpCsCy
4191/2 494

(ozfcscfA Bs + a2cici AsBy)

(CS.ASBf + Cf.AfBS)

479 4
‘B | AaBal S Cs +afcf
S T gga ABterADy)
|B4‘Aal6al cs AsBs + CfAfo
4191/2 49¢?

Now, let us evaluate the term c, A;Bs + ¢y Ay By. Firstly, we have,

csAsBs = cs(ascsAug +aperS(6 - Au,))(asDAp — afcgl/Q(ﬁ -AB}))
= o229 Au Ap — a?ccscfScﬁln(ﬂ “Aul)(B-ABY)
— ozsafcgcﬁl/QAux(B “AB)) + asapescr SUAP(B - Auy ),

and secondly,

crArBy = cp(aperAuy — asesS(B - Auy))(apdAp + ascal/Q(ﬂ -AB)))
= afcfﬂAuxAp a?cscfchlm(ﬁ -Auy)(B-AB))
—i—asafcfcﬁ 1/2 Aug(f-AB)) — ozsafcstcSaAp(ﬁ “Auy).

Thus, we obtain,

csAsBs + ¢y ApBy = I Au, Ap — cscfchl/Q(ﬂ -Auy)(B-AB))
—l—ozsozf(cf — el V2 Ay +(B-AB))
= 20AuAp — b0 (8- Au)(B- ABL) + by [0 Aug (8- AB)) (2.43)
AI[Aug Ap — B (8- Auy ) (B ABL) + | Bl 4| Aug (8- AB,)]
= 2I[AuAp — B (B - Auy)(B- ABL)].
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Now, from (2.33) and (2.43), we have,

S

»Q\H-lk\r—wk\t—‘ ||

~Br (gt ) (8" ABL) + [ MupAp — B3~ Auy) (8- ABL)
(AumAp By Aui)(B- ABL) - Bu(B* - Auy)(3* - AB)))
( A= By((B- Aus)B+ (5 Aui)pt) - ABL )
(AugAp — ByAu- AB).

This completes the proof.¢

Positivity and entropy stability

Concerning positivity and entropy stability, the problem for MHD is more complex than
for gas dynamics. Indeed, in the general case, the two parameters ¥ and C can be arbitrarly
chosen. In this case, it is possible to show that all the intermediate states are positive for 9 small
enough and C large enough. However, for practical reasons, it is more interesting to use only one
parameter for obtaining positivity. To this goal we will keep constant the parameter 1, i.e., we
take ¥ = 19,. With this assumption, all the intermediate states are not always positive, but this
is is not a necessary condition. Indeed, noting that in each cell the solution at the next time step
is given by (2.4), it is enough to show that only the states V—, V' defined by

+1 +CrAT m +1 +Cy
VE = W(——; Vi, Vs)dm = —~ W (m; Vi, V;)d 2.44

CfAT/ (AT’ l7 'I) m Cf (m7 l) ’f’) m ( )
are positive. Now, let be 'P = (9, ug, Uy, Uz, By, By, €). Before giving the main results, we begin
with the following lemma which can be easily obtained.

Lemma 3. . Assume U = 0,. The intermediate states of the Riemann solver have finite limits
and one has

Um
Ugq
lim P(Vipa) = Ulm for m=1,r.
C—+oo B, ,
A
€m+( 18%)

This leads to the following result of positivity.
Proposition 11. . If 9 = 9, and C is large enough, the states V=, VT are positive.

1
Proof: We have V1 = C—[CsVng + (Ca — C5)Vio + (Cp — Cop) Via].
f

On the other hand, Cy; is constant with C and it is easy to see that

_lim Cp=+400 , _lim Cs = |by|/Va.
C—+00 C—+o0



2.4. EULERIAN COORDINATES CASE 31

Then, one has limg_, | VT = -1~ Consequently, from Lemma 3, V+ is a positive state for C
large enough.o

Finally, we have the following result of entropy stability.
Proposition 12. . Let o be an entropy of the system. The Godunov-type scheme derived from
(2.84), with 9 = 94, is asymptotically entropy stable in terms of Godunov-type schemes, i.e.,

Am/?
lim / Wm/m; Vi, Vi))dm < o(V}) + o(V,
Jim | oW/ Vi Vdm < 0(V) +0(17),

which s equivalent to limg_, | Z Ao > 0.
k=1,m
Proof: Let us denote W(m/7) = W(m/1;V;,V;) and 07, = 0(V},). In fact, we show a more
precise result, i.e.,

: I
limg_, | C—ﬂ_ /C o(W(m/7))dm < oy,
fT
1

Cyrr
limg_, | Cﬂ_/ o(W(m/7))dm < o,.

If 0,; denotes o(V}.;), we have for example on the right

Cyrr
/ U(W(m/T»dm =T [CSO-T‘,.?) + (Cal - CS)O-T‘,Q + (Cf - Cal)ar,l] .
0

Thus, by using the same arguments as for positivity, we see that

) 1 fT
limg_, | C'fT/o W(m/7))dm = o(V; ) <oy,

1 0
and also limg_, | C’T/ o(W(m/7))dm = o(V/T) < oy.
f —Cyr

1 Crr
Thus, limg_, | CfT/ o(W(m/7))dm = o(V,Y) +o(VT) < o1+ 0.

—Csr
This shows that the scheme is asymptotically entropy-preserving.c

Remark 3. . With similar arguments, it can be seen that the scheme is asymptotically entropic
in a classical sense, with a numerical entropy flux identically equal to zero, i.e.,

lim o(VMTY) <oV for 20pAT < Am.
C—+o0

2.4 Eulerian coordinates case

In the following section, we will develop positive and entropic Godunov-type schemes for gas
dynamics and MHD system in FKulerian coordinates. It is straightforward to apply the previous
construction to the well-known Roe solver [ROE] for Eulerian coordinates. Indeed, this procedure
leads to Godunov-type schemes which naturally extend the Roe solver of [ROE] by relaxing the
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average sound speed of the Roe matrix. Unfortunately, this construction does not lead to a
positive or entropic scheme. Consequently, we reject this way, and choose to derive Eulerian
Riemann solvers from Lagrangian Riemann solvers.

We present in the sequel two methods of construction of Godunov-type schemes. Both are
deduced from the Lagrangian schemes studied in the first section. The first method uses a
technique developed by the author [GALS| in order to construct Roe’s matrices in Lagrangian
(resp. Eulerian) coordinates from Roe’s matrices in Eulerian (resp. Lagrangian) coordinates. It
establishes a correspondence between the jump of the intermediate states for the Riemann solvers
of the two forms. The second method associates to each Lagrangian intermediate state Vi the
corresponding Eulerian intermediate state U(V}). It was already used in [DUB| for obtaining
an Fulerian positive Roe matrix from a Lagrangian positive Roe matrix for the gas dynamics
system.

2.4.1 General Systems of Conservation Laws

Here, we consider systems of conservation laws in Eulerian form,

U + 0, F(U) =0, (2.45)
where U = pn + U°, F = u,U + G° and n = (1,0, ...,0). The density p satisfies p = 9~ and
uy is the velocity in the direction z. Moreover, UY = G{ = 0, so that the first equation of such
a system (2.45) is the mass conservation law,

Op + Oz (puy) = 0.

Such systems have a Lagrangian form given by,
0-V+0,G(V)=0 T=t , m= /pdm, (2.46)

where V =9n+ V% V0 =9U°, G = —u,n + G°.
The Lagrangian form of the mass conservation law is

019 — Oy = 0.
This last equation implies that the following relation holds at a shock with slope A,

Aug + AAY = 0. (2.47)
Moreover, we suppose that (2.46) has an entropy-flux pair (o, ¢) leading to an entropy-flux pair

for (2.45) equal to (3, u,X + ¢) with ¥ = po. Let us note that ¢ = 0 for the gas dynamics and
MHD systems.
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2.4.2 Construction by transformation matrices

Godunov-type schemes

In [GALS], it is shown that if a Roe matrix is known for the Lagrangian system, Roe’s
matrices can be constructed for the Eulerian system and conversely. The method of [GALS| uses
a transformation matrix denoted Uy, where « is a parameter and satisfying AU = Uy AV. Tt is
given by

—p? 0 0 .. 0 0
—p?(WU)% pa 0 . . 0 0
—p*U), 0 pa . . 0 0

Uy =
OS5 00 po O
—p*(WU); 00 0 pa

where ¢ is the system order, 82 = pipr and («
apy ﬁpr

apr+ Bpr api + Bpr
and X° some vector with its first component equal to zero. Then, it is easily seen that the matrix

Uy is characterized by the relation

,B) satisfy a+ 3 = 1.

Let us introduce p =

and its conjugate v =1 — u = . Let r be some real

Ug(rn + X% = po(—rU, + X°). (2.48)

Finally, using the transformation matrix U%, we define an Eulerian simple Riemann solver
((Uk)k: (Ak)r) by

for k=1 m.

L (u)a + M)

Pa

Uy =Up0Vie , Mg (2.49)

We now give a result which generalizes to simple Riemann solvers those given in [GALS| for
Roe’s solvers.

Proposition 13. . Let (Vi)k, (A\k)x) be a Lagrangian simple Riemann solver. Then, the Fulerian
simple Riemann solver (Uk)k, (Ak)i) defined by (2.49) is a Godunov-type Riemann solver if and
only if (Vi)k, (Ak)k) s a Godunov-type Riemann solver.

Proof: By using (2.49) and AG = Z Ax0Vy, we have

k=1,m
Z AkdUk = UV Z pux +)\k)6Vk
k=1,m k= 1m
_ (PUs)agpe Z Vi + LT > bV
Pa k=1,m Pa k= lm
_ (pu”)aU{'jAVJr—UVAG Pa)a Ny LT A (Cupn + 60,

(0]

(67

Pa

«



34 CHAPITRE 2. POSITIVE AND ENTROPY STABLE GODUNOV-TYPE SCHEMES ...

Finally, from (2.48) and noting that (pug)a = pa(uz),, we have

1
Y AU = (ua)pAU + —((Atg) paly + pa AGP)
k=1m @

= (u2)pAU + (Aug)Uy + AGY = A(u,U) + AGY = AF,

which ends the proof.c

2.4.3 Application to Gas Dynamics and MHD

Here, we apply the above principle of construction to gas dynamics and MHD systems. In
particular, we show that the corresponding Eulerian schemes are positive and entropic.
As an example, we give below the Fulerian Riemann solver for MHD

Up = U if w/t <A7,

Uy = Uo+¢;UvR;  if A7 <z/t<Ag,
Upo = Un+e,UvR, if A, <z/t<A7,
Us = Ua+¢;UvR;  if A7 <z/t <uy,

We(z/t) = Uiz _ U:,Q—Z;FU%RS* Z? " <x//t§A;’;‘7 (2.50)

U = U —¢hUVR, if AF <a/t <A},
Ur,l = Ur,O - ¢}FU{.;R}F if A;l < .fU/t < A;'_,
Ur,O = U Zf Aj < Ilﬁ'/t,

1
where A;t,al’f = —[(pu)axCs. az)-
o p—
As in the Lagrangian case, we only keep one parameter and we take ¢ = J,. In this case, all the

intermediate states of Wg are not always positive. However, this is not necessary to ensure that
the solutions of the Godunov-type scheme are positive. Indeed, we note that the solution at the
next time step is given by (2.4), and that for MHD, we have

22
Ax
where y = ZAjEAt/Aa;, and

+Az/2
/ Wis(a/AL UL Up)de = yU* + (1 — y)Uyy,
0

11 [AF
Ut — Ai/ " W, U, U, de (2.51)
0

Here, for the sake of simplicity, we have assumed that AJZ is negative and A}“ is positive, which
is true for C large enough. Thus, assuming that the CFL condition 2\AJjE|At < Az holds, it is
enough to show that the states U* are positive, since the set of positive states is convex.

We now state the following result.

Proposition 14. . Let us consider the Eulerian Riemann solvers induced by the transformation
(2.49) and the Lagrangian Riemann solvers (2.16) with C_ = Cy and (2.84) with 9 = ¥,. Let
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us choose the parameter o such that p, = min(py, pr). Then, for the MHD system, the states
U* (2.51) are positive for C large enough, and for gas dynamics, all the intermediates states are
positive for C' large enough. Moreover, these schemes are asymptotically entropic, i.e.,

lim ZAk(SZk > AugX). (2.52)
C—»—l—ook 1

Proof: Let us define (A )" = max(0,A] ). If C is large enough, A}r is positive and by
using (2.49), one can show that
(A"

+

Aj

( )

Ut = Oy 63 R + =20 Ry + 6 Rf] + Ur.
Then, noting that the quantities ¢ R, ¢ R, have finite limits, and that limg_ (A7 )" /AT =
0, we obtain

hmé—)—‘,—ooUJr = U UV th—>+OO ¢+R+
0 0
1 1
0 0
A A
- U -T ;m 0 | =0 -pa ;m 0
0 0
0 0
(um)a (uz)a
From this, we deduce the following limits,
A
lim pt =g, lim et =gy 4 pa(—a2)2(1 - £, (2.53)
C—+o0 C—+o0 2 2pr

Thus, limg_, e is positive if « is such that 2p, > p,. In a same way, limg_, €7 is positive
if av is such that 2p; > p,. Hence, one can take « satisfying p, = min(py, pr). This ends the proof
for the positivity.

Now, we prove the entropy stability. Firstly, by using (2.49), one has

ZAchE = ) A2+—Zx\k52k_(ux) AE+—ZAk52k
Pa k=1 Pa k=1

m
Thus, it is enough to prove that limg_, | Z A0k > padvAuy

k=1
m—1
= limg_,,  (MIS1+ AndEm) > paSyAu, — limg_, (D AdTy)
k=2
1 m—1
= T+ D >0+ I+ —(peDuAuy — lim () Ad%y))
Am C—>+oo

k=2
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since for gas dynamics and MHD equations, one has —A; = A\, > 0.
Also, noting that limz_, | Ak/Am = 0 for & =2,m — 1, we see that

m—1
. 1
lim )\—(paEyAum — ; Ap03g) = 0.

C—+oo Am
Consequently, one only needs to show

lim S <Y, , lim S, <5,
C'—+o00 C'—+4o00

which comes from (2.53). The result follows.o

2.4.4 Construction by canonical transformation of intermediate states

Godunov-type schemes

Now, let us consider a general simple Riemann solver for the Lagrangian system (2.46),
defined by the slopes (A) k—1m and the intermediate states below

%1 =V, if m/T <\,
Vi if M1 <m/T <N for k=2m, (2.54)
Viner =Vo if A <m/T.

First, the intermediate states are assumed to satisfy the relations
5(ux)k + A0 = 0. (Hl)

Note that (H1) is a discrete analogue to (2.47), and that it is satisfied by the solvers designed in
the third paragraph.
Moreover, the following natural hypothesis is used.

9 >0  for k=1m. (H2)

Let us denote X, = a Xy + X4 for any (Xj),. Then, from (H1) we obtain the following
relations

(uz)ak + Mok = (Uz)k + Mk = (Ua)kr1 + MFr1,

which permit to define the slopes

AL = (ux)mk + Akﬂa,k for k=1m. (2.55)
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Using (H2), we deduce that the sequence (Ag)y is increasing. This allows us to consider the
following Eulerian simple Riemann solver

Uy = U =UW) if z/t<Ai,
Uy = U(V) if A1 <z/t <A for k=2m, (2.56)
Unsr = U, =UWV,) if Am<a/t.

We now give the first result concerning the above solver.

Proposition 15. . Assume that (H1) and (H2) are true.
Then, the Lagrangian simple Riemann solver (2.54) is a Godunov-type Riemann solver if and
only if the Eulerian simple Riemann solver (2.56) is a Godunov-type Riemann solver.

Proof: Let us suppose that (2.54) induces a Godunov-type scheme. This gives AG =}, _; ,, ApdVj.
Then, one has

AF = A(uU+ G% = A(pug)n + A(u,U%) + AGY
= A(pug)n+ Z §(u U, + AGY

k
= Alpua)n+ Y [(uz)akdUp + 0(ua)kUS k] + D A0V,
k k

and, since V9 = 9U°, we get (5Vk9 = ﬁa7k5U£ + 519kUﬂO7k.
From this, and since (H1) is true, we deduce that

AF = Alpug)n+ > [(uz)ak + MDarldUL + D [6(te)k + MdOk]US 1

k k 2.57
= Alpua)n+ Y [(tx)ak + MParl6UR = Alpug)n + Y ApdUY. (2:57)

k k
Moreover, noting that, ¥, x0pr + pg,x0Ur = 0, one obtains

A(pux) = Z 5(pux)k = Z[(ux)mk(spk + pﬁ,k(s(ux)k]
k k

= Z[(u:ﬁ)a,k(;pk - Akﬂ@kéﬂk] (258)
k

= Z[(ul‘)a,k + )‘kﬁa,k]épk = Z Ak(spk
k k

Thus, by using (2.57) and (2.58), one has

AF = Zk: Apdprn + Ek: ARUL = Zk: AUy

The proof is complete.¢
By construction, we have the following immediate result of positivity.

Corollary 2. . The Lagrangian simple Riemann solver (2.54) is positive if and only if the
Eulerian simple Riemann solver (2.56) is positive.
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Finally, we have the following result for entropy stability.

Proposition 16. . Suppose that (H1) and (H2) are true.

Then, Lagrangian simple Riemann solver (2.54) is an entropic Godunov-type Riemann solver if
and only if the Eulerian simple Riemann solver (2.56) is an entropic Godunov-type Riemann
solver.

Proof: Let us suppose that the Lagrangian scheme is entropy-preserving. Then, we have

> Midop > Ag. (2.59)
k=1,m

On the one hand, we have

AT = D> [(Ue)ak + MPakldTk

k=1m k=1m

= kgm[(ux)mézk + A (6 (V) — X x00k)] (2.60)

= Z (1) a0k + Ak (60r — L £0U)].
k=1,m

and on the other hand, by using (H1), one obtains

AwD) = Y 6u)e= > [(te)akdSk + L0 (us)i]
kS L (2.61)
= Z [(Uz)a,k05% — Ak Xg 1 00].
k=1,m

Then, (2.60), (2.61) give the identity »  ApdSp= Y Mdog + Au,D).

k=1,m k=1,m
Consequently, from (2.59) one has Z Ak0X > Aq + A(uzY).
k=1m

This ends the proof.c

Finally, we conclude with a result whose proof is similar to the previous one.
Proposition 17. . Let us assume that (Hy), (H2) are satisfied and that the Lagrangian simple
Riemann solver depends on a parameter p.
Then, the Lagrangian simple Riemann solver (2.54) is asymptotically entropic with respect to p
if and only if the Eulerian simple Riemann solver (2.56) is asymptotically entropic with respect
to p, i.e.,

lim Z Moo > Ag < lim Z ApdXg > A(ugX + q).

p—p p—p
* k=1,m ~ k=1,m

Application to Gas dynamics and MHD equations

Now, with the above construction it is possible to define Eulerian simple Riemann solvers
with nice properties for gas dynamics and MHD.
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First, let us consider the Riemann solver for gas dynamics (2.16). Looking at (2.16) and the
expressions of vectors Ry (2.15), it is easy to see that the intermediate specific volumes 9}, are

positive for C4 large enough, and to show the following identities,

()] — (ua)y = C—(0] =) =0 (ua)} — (ug)r + C1 (9} = ¥;) = 0.
Also, a short calculation gives (uz); = (uz); = Uy, with . given by (2.18).

Thus, (H1) is true. This leads to the following result.
Proposition 18. . The Lagrangian simple Riemann solver (2.16) induces an Eulerian simple
Riemann solver for gas dynamics which is positive and entropic for Cy large enough.

Now, let us consider the MHD case. The Eulerian Riemann solver induced by (2.34) takes
the form below.

Ul,O = U if :C/t < A7,

Up = UWig) if A <z/t <Ay,
Up = UWVp) if Ay<z/t <A,
Us = UV if Ay <x/t <A,

We(z/t) = Uli - Ugvli,)) é Ao < :c//t < A;E (2.62)

U7"72 = U(W-Q) Zf Aj < :E/t < A:l’
Uja = UWVe) if Al <az/t <A,
Uno = U, if A;_ < .r/t,

\

where, for this tranformation, Ag, Asi,al,f are given by (2.55).

As for the first transformation, in order to ensure that the induced Godunov-type scheme is
positive, we only have to show that the states UT defined by (2.51) are positive.

In the same way as for the first transformation, we give the above result.
Proposition 19. . For the MHD system, the states UT induced by (2.62) with 9 = ¥, are
positive for C large enough. Otherwise, the induced Godunov-type scheme is asymptotically entropic,
i.e.,

lim ZAkazk > A(uzS).

C——+oo 1
Proof: Let be (A;:al)+ = max(0, A:al). If C is large enough, A;f is positive and one has
b (ADY (Ag)*
U= [ A+ (Ur73 - UT,Q) + A+ (UT,2 - Ur,l)] + Ur,l-
! f

Once again, since U, 2, U, 3 have finite limits, and also,

A+ +
~lim A]T =400 , lim ( S’al) =0,
C—+oo C—+oo Af
we have limg_,  U" =limg_, | U1 = U3 = U(V,Y),

which is a positive state from Lemma 3.
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Finally, Propositions 12 and 17 directly imply that the scheme is asymptotically entropic.¢
Remark 4. . Both simple eulerian solvers (2.50) and (2.62) are exact at material contact
discontinuities. Indeed, for solver (2.50), if the two states are separated by a material contact
discontinuity, one has (bfl’f’s = 0, which directly leads to U; = U and U,; = U, fori=0,3. For
solver (2.62), one has Vi; =V, and V,; =V, for i = 0,3, thus U, = U(V};) = U(V}) = U; and
Ui =UWV,;) =U\V,) =U, fori=0,3.

2.5 MHD simple Riemann solvers with two intermediate states

In the fourth section, we have derived Eulerian Godunov-type schemes from the Lagrangian
Godunov-type schemes of the third section, both for gas dynamics and MHD systems. Here, we
restrict our study to the Riemann solvers built with the canonical transformation V' — U(V).
For gas dynamics, the constructed scheme is satisfactory and numerical tests give good results.
Moreover, the scheme is very easy to implement. For MHD, the scheme also provides good
results but it has the same complexity as the Roe scheme. This leads us to look for simpler
schemes. Moreover, we want these solvers to satisfy properties (H1), (H2) allowing us to derive
Eulerian schemes with the same properties. To this goal, we could think of the HLL scheme,
which is the simpler form of a Riemann solver and can be shown to be positive and entropic
for sufficiently large slopes. But unfortunately, if condition (H1) is imposed, we have too many
constraints to satisfy and the construction is not possible. Otherwise, the HLL scheme does
not preserve contact discontinuities. Consequently, in the following we will look for solvers with
two intermediate states, satisfying (H1) and preserving material contact discontinuities. Before
beginning the construction, let us note that we restrict to the most interesting case B, # 0.
Indeed, the case B; = 0 is similar to the gas dynamics one.

Now, in order to simplify, let us assume that the slopes of the solver are —C, 0, +C, and let us
denote the left and right intermediate states by V;*,V;*. Since the solver induces a Godunov-type
scheme, one has

_ _ A
—C(Vl*—VZ)%—C(Vr—VT*):AG<:>VZ*+VT*=V2+VT—7. (2.63)
Moreover, (H1) leads to the following relations
(ug)f — CY; = (ug)1 — CY ,  (ug)i+ CYE = (ug), + CVy, (2.64)
()i = (). (2.65)

The two first equations of (2.63) and (2.64) give the following linear system

Au
I+ 0 = 9 +9, + ==,
l l C ]5
(ue)] + (ua)y = (ua)i+ (ua)r — =
(ux)Z‘ - 619; = (ug); — Cvy,

(ug)f +CO5 = (ug)r + CV,.
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This system is non-singular and has the following solutions

1 =~ 1 _
U =0+ =(Au, — Ap/C) , Uy =0, + =(Au, + Ap/C),
2 20 Ap (2.66)
(ufEﬁ = (ug)y = uy = 1/2((ua)i + (ua)r — ?)

Here, we note that the relation (2.65) is true.
Now, in order to close the system, we impose some relations which are true at a material
contact discontinuity, i.e.,

(wr)f = (ur)y =ul , (BL) =(Bi); = Bl. (2.67)
By using these relations together with (2.63), we get easily

AB
w) = (ul)e+ BxTL,
2C Auy (2.68)
(0] + V) B = 0B+ 0(BL)r + B

Then, there remains the last equation of (2.63) in order to determine the intermediate internal

energies € and ;. It can be rewritten

A(pu, — By B - u)
z .

At this stage, there is an infinity of possibilities to evaluate e and ey. In the sequel, we will
perform this in two ways.

1
S e = at e — (u)? = S0 + V) (B - (2.69)

2.5.1 HLLC-type scheme

A priori, the most natural way to compute €; and €} is to impose equal intermediate pressures,
i.e. p; = p; = p*. Indeed, this relation is true at a contact discontinuity. In fact, this choice
corresponds to the HLLC scheme [TORO] applied to the Lagrangian MHD. We also refer to
[BEZ| who has used this approach, but with different expressions for ¥}, 7.

In this case, the positivity is easy to fulfill. Indeed, we have for an ideal gas,

I7 + 05 A(puy — By B - u)

T % ~ ~ * 1 * * *
ﬁp =& +é —(u)? - 5(191 +97)(B)? - C (2.70)
Passing to the limit, one obtains limg_, | ﬁzr =1U;,, and
. Yipr + Orpr v—1 2 (7 - 1)"91197“ 2
1 Y= A ——— —(AB
A P =T, Aoy Y T am g e AP

which is positive. Unfortunately, if o = p¥7 and Au = AB = 0, an easy calculation shows that

. of + o ApA’ﬁ’y_l
1 L T 1 - —19 197‘ )
Cﬂ;<m+m ) PO+ 9 (] + pedl)




42 CHAPITRE 2. POSITIVE AND ENTROPY STABLE GODUNOV-TYPE SCHEMES ...

which can be positive or negative. Thus, we have shown the result below.

Proposition 20. . The HLLC-type simple Riemann solver induced by (2.70) is positive for C
large enough, but is not asymptotically entropic. It induces an HLLC-type simple Riemann solver
for Eulerian MHD which is positive for C large enough, but not asymptotically entropic. Moreover,
both lagrangian and eulerian HLLC-type simple Riemann solvers are exact at material contact
discontinuities.

2.5.2 Entropic scheme

Here, we suggest a choice for €/ and e; which is obtained by analogy with gas dynamics.
It is obtained in such a way that it gives exactly the intermediate internal energies of the gas
dynamics case when (u] );, and B;, are identically equal to zero. In the gas dynamics case, it is
easy to see that the intermediate internal energies are given by

(um)lQ _ (u3)? 1

e )ga = &+ + —5 (Ap — CAuy) (pa — (uz)aC),

(€)g > "o 202( )(Pa — (uz)aC)

(ef)ga = &+ (ua)y — (uz) — iQ (Ap + CAug)(pa + (uz)aC).
2 2 20

Now, let us note de;,. = €7, — (7 ,.)ga-
By using (2.69), we obtain de; + de; = X, where

1 * * * *
X =3 [((w)} + (ui)f = 2(u?)?) + (9 BE + 0, Bf — (07 +07)(B*)%)]
RNl
2C 2
Now, we have to distribute the quantity X on each side. We do this in the simplest way, i.e., we
take, def = de; = —.

Thus, our choice is the following,

— BB - u).

Ug 2 U; 2 1 — —
82‘ = g+ ( 2)l - ( 2) + 262 (Ap— CAux)(pa - (um)ac)
1 1 * * *
+ ()i + (w)y = 2w1)?) + (0B + 9, By = (9] + 07)(B")?)
1 B?u,
- A — B,B - u),
: ()P () 1 - - 27
er = e+ - — —5(Ap+ CAug)(pa + (uz)aC)
2 2 20 .
+ ()i + (wi)y = 2w1)?) + 0B + 9, B = (9] + 07)(B™)?)
1 B?u,
— A( — BB - u)

2C
Now, we give the main result of this section.

Proposition 21. . The Lagrangian simple Riemann solver induced by (2.66), (2.67), (2.68),
(2.71) is positive and entropic for C large enough. It induces an Eulerian simple Riemann solver
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which is positive and entropic for C large enough. Moreover, both lagrangian and eulerian solvers

are exact at contact discontinuities.

. ) B + 9. B

Proof: Firstly, let us denote B3, = limg_,,  B* = el B el
Y+ 9,

Then, for instance, we have on the left,

(u$)l2 ((u:l:)a)2 + (ua:)aAuac

hmé—hi-oo 5? = & + 92 - 9 9
1
+ () + (u)? = 2(us);)
1 (2.72)
+

4
= €l+

(0B + 0, B} — (¥ +9:)(B%)?)
(Au)? 99, (AB)?
8 9 +9, 4 ’

which is positive for C large enough.
Concerning entropy stability, we only give the proof in the ideal gas case. With this hypothesis,
we have to show

) > ) (2.73)

On the one hand, if Au # 0 or AB # 0, it is clear from ( 2.66), (2.72) that (2.73) will be true
for C large enough.
On the other hand, if Au =0 and AB = 0, let us set,

Ul =Uly,=ug , (U:Jc)l = (U:r)r =u; , B =DB,=B.

Then, one has B* = B, u}, = uy, 9] +9; =9+ 9,,

and also, A
19? — ﬁl - T]; 5 Uy = Uy — —.
20 2C

Consequently, if 7 = 4p, — Ap. we get,
2 *\2
* uac (’be) 1 al T
= = - =4+ —A —u,C) = —Ap.
g =¢&+ 5 9 + 262 p(pa — uzC) = €1 + 862 p

This allows us to express the product g/ (79?‘)7*1, and this leads to

Ezk 192’( ’7—1 ( 7Tl Ap -1
L = 1+ —Ap)(1— —L
e U 8¢,C° 2119102
= 1+ —"Ap- LT Ap+o(1/Th)
86102 21910
A _
~ gl pj +0(1/Ch,
8810

which gives the proof.c

Remark 5. . The above results can be extended without difficulties to the case of discontinuities
of arbitrary slopes —C_,0,4+C.
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2.6 Conclusion

In this paper, we have developed entropic Godunov-type schemes both for the lagrangian and
eulerian systems of gas dynamics and MHD equations. They are based on simple Riemann solvers
for which an easy characterization is obtained and Roe solvers can be considered as particular
cases. In lagrangian coordinates, we have shown that the numerical flux of the solver (2.16) for gas
dynamics and (2.34) for MHD is equal to the continuous flux evaluated at an average point. This
is a remarkable property, and one may think that it can be extended to more general systems.
Probably, the key point is that gas dynamics and MHD equations belong to the class of systems
whose entropy flux is equal to zero in lagrangian coordinates. This point is currently under
investigation by the author [GAL9]|, and let us denote that this class of systems has already been
studied in [B-D]. Numerical tests made by the author show that all schemes given in this paper
behave well. Practically, for gas dynamics, it is enough to choose C_ = C, = C. Unfortunatly,
even in this simple case, the author has not been able to obtain analytical expressions of C in order
to have entropy stability. However, there exists some cases for which it is possible. For example,
when v = 2 and Au, = 0, we obtain the following stability condition, C > Max(C;X;, C,X,),
where X7 = ]LBPZ, X2 = Pt Spr
4p 4p,
general case, the condition must be obtained by an iterative procedure whose convergence is
generally obtained in two or three steps. For MHD equations, the solver (2.34) has exactly
the same complexity as the Roe scheme of [CGR| because it differs from it by the value of
C. The added complexity is due to the search for this value. But the entropy stability is only
asymptotic and in this case we look for C), giving the positivity of the states (2.44) by an iterative
procedure and we take C = Max(Cj, Cy, Cp). With this choice, the scheme satisfactorily works.
However, as it is explained at the end of subsection 2.3.2, it is possible to obtain entropy stability
when the specific volume 9 is also relaxed, but this would lead to a very complex procedure.
This is the reason why we have developed the simple solver of section 2.5. Once again, for the
solver defined by (2.66), (2.67), (2.68), (2.71) it is not possible to have exact entropy condition
and an iterative procedure must be used. Numerical tests indicate that the value obtained for
C is generally of the same order of Maxz(Cj, Cy, Croe) and numerical solutions do not reveal
excessive numerical dissipation. In this paper, two methods of construction of eulerian solvers
from lagrangian solvers were developed. Although the transformation of sub-section 2.4.2 is easier
to implement, and transforms a lagrangian Roe matrix into an eulerian Roe matrix [GALS|, a
parameter o must be chosen. On the other hand, it is theoretically less interesting than that of
sub-section 2.4.4 because, contrary to the latter, it does not preserve the property of entropy
stability. Numerical experiments show that this eulerian solver is approximately between 1.3
and 1.5 more expensive than the Roe solver of [CG|. Moreover, this solver can be naturally
extended for multi-species and bi-temperature MHD models, the properties of positivity and
entropy stability being preserved. Finally, extension to Powell [POWELL| and Janhunen [JAN]
systems for multidimensional eulerian MHD have also been performed in [GAL9].

. We note that this is a reasonable condition. In the
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Chapitre 3

Schémas équilibre et Solveurs de
Riemann simples entropiques pour des
systémes hyperboliques avec terme
source : application a la Dynamique des
(Gaz avec gravité et au systeme de
Saint- Venant

3.1 Introduction

Le but de cette étude est de développer des schémas de type Godunov pour des systémes
hyperboliques avec terme source et possédant a la fois une forme lagrangienne et une forme
eulérienne. On se référera a [DES, DUBOIS| ou de tels systémes sont étudiés dans le cas sans
second membre. Des exemples avec terme source sont fournis par la Dynamique des gaz avec
gravité et le systéme de Saint-Venant. Dans une premiére partie, on généralise la notion classique
de schémas de type Godunov [HLL, RAV] pour de tels systémes et on caractérise la classe
particuliére des solveurs simples déja introduite dans [GAL2| pour les systémes sans second
membre. Dans une seconde partie, on montre 1’équivalence sous certaines conditions naturelles
entre solveurs simples pour la forme eulérienne et solveurs simples pour la forme lagrangienne.
L’équivalence pour les schémas entropiques est aussi montrée, généralisant ainsi les résultats
de |[GAL4]. On considére ensuite le probléme des solutions équilibre pour les systémes avec
terme source. Ce probléme a déja été abordé dans de nombreux travaux [BER-VAZ, CAR-LER,
GALI1, GALL, GNVC, GL1, GL2, JIN, LER, LEV, PERI1, PER2, ZHOU] et une bibliographie
plus compléte pourra étre trouvée chez ces auteurs. Enfin, dans la derniére partie, on étudie
successivement le systéme de la Dynamique des gaz avec gravité et le systéme de Saint-Venant.
On construit des schémas de type Godunov positifs et entropiques pour les formes eulérienne et
lagrangienne de ces deux systémes. Ces schémas sont des schémas équilibres dans le sens ot ils
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préservent les solutions stationnaires.

3.2 Schémas de type Godunov pour un systéme hyperbolique
avec un terme source

Dans ce paragraphe, nous décrivons de quelle facon il est possible d’étendre au cas d’un
systéme hyperbolique avec terme source la notion de schéma de type Godunov.
Considérons un systéme hyperbolique général avec terme source de la forme suivante :

{ 0U + 0,F(U) = P(U, x,t)

Uz, 0) = Up(x) (3.1)

L’approche la plus classique pour résoudre ce systéme est de discrétiser la dérivée du flux 9,F(U)
de la méme facon que dans le cas conservatif et le terme source par sa valeur au point considéré
ou encore par une approximation consistante dépendante des points voisins.

Considérons une discrétisation de 'espace (741 /)i et notons Az; = x;1/9—7;_1 2 ainsi que z; =
(%i—1/2 + Tiy1/2)/2. Etant donnée une approximation (U}');, de la solution de (3.1) constante &
chaque instant ¢" dans chaque intervalle [x;_; /2 Tig1 /2], un exemple de solution numeérique pour
(3.1) est donne par le schéma ci-dessous:

At
A:L’Z'

U?+1 - U? - (H<U2n7 ?—&-l) - H( ?_1,U?>) + At?( ?_1’ U?a U?—I-l?mi—la xi7xi+17tn7tn+l)7

(3.2)

ott H est un flux numérique consistant, i.e. H(U, U) = F(U) et P une approximation consistante
du terme source, i.e.: P(U, U, U, x,z,z,t,t) = P(U,x,t).

On supposera aussi que ce systéme posséde un couple entropie-flux (7, q), i.e., il existe n strictement
convexe tel que VnVF = Vq. On pose alors p(U,z,t) = Vi - P(U,x,t) et on considérera des

solutions entropiques vérifiant 1'inégalité d’entropie suivante,
dm + deq < p. (3.3)

On cherchera alors des solutions numériques vérifiant 'inégalité d’entropie numérique:

ntt <) —E(Q(Um f) — QUYL UD) + Atp(UF, UL, Uy, w1, @iy Tigr, 87,877,
(3.4)

o @ est un flux d’entropie numérique, i.e., Q(U,U) = ¢(U), et p est une approximation
consistante du terme source de l'inéquation d’entropie, i.e., p(U, U, U, x, z,x,t,t) = p(U, x, t).
Ceci conduit & introduire les définitions suivantes:

Définition 1. Un schéma numérique pour le systéme (3.1) sera dit o flux conservatif s’il s’écrit
sous la forme (8.2).

Un schéma numérique pour le systéeme (3.1) sera dit & flux d’entropie conservatif si ses solutions
vérifient linéquation (3.4).



3.2. SCHEMAS DE TYPE GODUNOV ... 47

Dans le cas conservatif, 'ingrédient essentiel pour définir un schéma numérique pour (3.1)
est la notion de probléme de Riemann. Dans le cas non-conservatif, cette notion s’étend sans
difficulté. Un probléme de Riemann est constitué par le probléme de Cauchy suivant :

8,U + 8,F(U) = P(U, z,1)

[ Uy st oz <x (3.5)
Uz, t0) = { U; si z>xg

Soit W (x,t; Uy, Ug; 2o, to) une approximation du probléme de Riemann précédent. On appellera
W solveur de Riemann approché. On notera que le systéme (3.1) n’étant pas homogeéne, le solveur
W ne l’est pas non plus a priori.

Afin d’alléger les notations, on pose W?H/z(x,t) = W(z,t; U}, U} ;7,,1/2,1"). A Paide du
solveur W, on peut alors construire le schéma suivant :

1 T Tit1/2

Ut = X (/ Wi o, ") dae +/ Wy+1/2(x,t"+1)dx> : (3.6)
g Ti—1/2 T

Soit X une quantité quelconque. On adoptera dans la suite la notation suivante: AX = X;—X,.

On étend ci-dessous les définitions de [HLL]:

Définition 2.

Supposons que les pas de temps et d’espace vérifient la majoration uniforme suivante :

C.

Soit W(x,t; Uy, Ug; zo,t0) une approzimation du probleme de Riemann (8.5) sur Uintervalle
(g, 24). On dira que W est consistant avec la forme intgrale du systéme (3.1) si et seulement si
il emiste 11 telle que pour T suffisamment petit et tout Uy, Uy, on ait [’égalité

<
Tq— g

zq
/ W(z,to + 7)dx = (xg — 2g)Ug + (xq — 20)Ug — TAF + 1I(Uy, Ug, x4, 0, 24, t0, 7), (3.7)
Tg

ou I est une approzimation consistante de (3.1) au sens suiwant :
lim I(Ug, Uqg, x4, T0, Td, to, T)
0 T(xg — xg)

Lg,Tq — X0
U,, Uy — Uy

= P(Uy, 20, to). (3.8)

On dira que W est consistant avec 'inégalité d’entropie si et seulement si il existe w telle que
pour T suffisamment petit et tout Uy, Uy, on ait linégalité

Tq
/ n(W)dx < (xg — xg)n9 + (x4 — 20)na — TAq + 7(Uy, Ug, 24, 20, T4, to, T), (3.9)

g9

ot T est une approzimation consistante de (3.3) au sens suivant :

U,, Uy 2., 20, 24,1
lim m(Uy, Ug, g4, x0, T4, to, T) — p(Uo, 0. t0).
=0 T(xqg — 24)
Lgy,Lq — X0

U,, Uy — Uy
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o

Bien qu’élémentaire, la définition 2 n’est pas réellement naturelle. En particulier, le terme AF
dans la formule (3.7) n’est pas celui auquel on s’attend si dans (3.7) on considére la solution
exacte du probléme de Riemann. En effet, celle-ci n’est plus constante sur les droites x = x4 et
r = x4. On peut cependant exhiber facilement dans ce cas le terme II. On effectue pour cela une
intégration dans le domaine [z, 24] X [to, to + 7] du systéme (3.5) avec U la solution exacte. On

obtient :
to+T1 t0+7'
/ / atU + Oy F dmdt / / dmdt
to to

to+T7
/ / (0:U + 0;F(U)) daedt = / U(z,to+ 7)dx — (x9g — 24)Uy — (x4 — 20)Uyq
to

Hotr to+r
+ / F(U(zg,t))dt — / F(U(:Ug,t))dt,
towd to

= U(xz,to + 7)dz — (x0 — x9)Ug — (x4 — 20)Ug + TAF

avec,

fo+r to+7
+ / F(U(xq,t))do — F(U(xg,t))dt — TAF.

to to

Ceci donne ’expression de II suivante,

t0+‘r
H(UQJUdaxgvx()?xdat(b / / dxdt
to

po to+T

/ F(U(zg4, ))dt+/ F(U(zg,t))dt + TAF.
to to

Il reste maintenant a vérifier que II est consistant au sens de (3.8). En ce qui concerne le premier

terme, on a:

1 to+T1
lim / / P(U)dadt = P(Uo, 20, to).
T(xd - ﬂfg) Tg to

T—0
Tg,Tq — X0
Uy, Uy; — Uy

Montrons maintenant que les autres termes tendent ver 0.

Remarquons tout d’abord qu'en z = x4 (resp. + = z4), U ne dépend que de t, 24 et Uy
(resp. x4 et Uy). On a alors ;U = P(U), et donc aussi 9, F(U) = VF(U) - P(U). Posons
9(Uq, x4,t) = VF(U) - P(U)(z4,t), pour a = g,d. On a alors,

t
F(U(zq,t)) = F(U(zqa,t)) +/ 9(Uq, 2o, t)dt,
to
et par suite,

to+7 to+7 to+T7 t
/ F(U(azd,t))dt—/ F(U(xg,t))dt—TAF = / / (9(Ug,z4,t') — g(Ug, 34, t')) dt'dt.
to to

to to
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Or, on a la majoration suivante,

to+71 t
[ [ (6Uat) = 90, #) dtat] < O ([0 = Uyl + fa = ).
to to
ce qui permet de conclure, et ainsi de montrer que la définition 2 est malgré tout satisfaite dans
le cas ot le solveur W est construit a l’aide de la solution exacte du probléme de Riemann. Ceci
légitime par conséquent cette définition.
On vérifie maintenant les résultats ci-dessous généralisant ceux de [HLL]:

Proposition 22.

Si le solveur de Riemann W est consistant avec la forme intégrale de la loi de conservation alors
le schéma (8.6) est a flur conservatif. Le solveur W est alors appelé solveur de type Godunov, et
le schéma (3.6) schéma de type Godunov.

Si le solveur de Riemann W est consistant avec l'inégalité d’entropie alors le schéma (3.6) est
a fluz d’entropie conservatif. Le solveur W est alors appelé solveur de type Godunov entropique,
et le schéma (3.6) schéma de type Godunov entropique.

Preuve:
Soit (n, ¢,p) un triplet entropie-flux-production avec n non nécessairement convexe. On notera
W;L—i-l/Q(l" t) = W(IE, t, U?, U?—i—l’ xi—‘—l/?a tn), 7'[';.’1_’_1/2 = W(U?, U?—i-l?xi’ in+1/27 Ti+1, tn, At) ol
At =" — 7 et aussi,

" Tit+1 n " B Tit1/2 n il
Iy / NWE (e, ) de | T, = / W, (@, 04Y)) da,
Z xZ

i+1/2 i
2 Ti41 2 Tit1/2
+ _ n n+1 — _ n n+1
771‘4_1/2 - Al‘prl LHUZ U(Wi+1/2(x7t ))dw ’ 77i+1/2 - A.TZ /xl U(Wz‘+1/2(95at ))d$

On a alors par convexité:

n+1 1 i n 1 Fit1/2 n
Az;n(U;"") = Axin Ami/ Wil jpdr + Axi/ Witipda
Ti—1/2 Ti

Ax; 2 Ti Az; 2 /x¢+1/2
< W . .d W . od
> 9 n sz /xil/2 i—1/2 (L‘) + B n <sz ., i+1/2 X
< I;r_l/2 + Iz‘_+1/2 , d’aprés Jensen.

En utilisant (3.9), on en déduit I'inégalité suivante

Arn(U) < [ (WL e I~ 1

i—1

Am‘_l Az, — —
< 2Z Ni—1 + 2 Zni - At(Qz - Qi—l) + Ti—1/2 + IZ'+1/2 - Ii*l/Z
A.I"_l Ax; _ —
< Az;n; + sz—l o) “0i — At(gi — qi—1) + mi—12 + Liviyo = 1iZ1)0

(3.10)
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De méme, on montre,

Ti+4+1
Az;n(UT) < / 1(Wiyry9)da + I ~1/2 Iz'—:—l/Q

Az; Aziiq
< 5 “ni + QZ Ni+1 — At(qi+1 — @) + Tigp1y2 + Itl/z - 1;1/2
Ariq Ax; T
< Az ;i + 2 Ni+1 — Tnz - At(‘]i-‘ﬂ - Qi) + Tit+1/2 + IZ 1/2 Ii+1/2‘
(3.11)

Des inégalités (3.10) et (3.11) on tire:

QA%‘??(U?H) < 2Awz;m; — At(Qerl —Gi—1) + Ti—1/2 + Tit1/2 Az
— — Tit+1 + +
Mi-1— 7772' + Iz+1/2 Ize1/2 + Tmﬂ 9 77@ +1I; —-1/2 Iz+1/2

< 20z — 288 (Qiv1/2 — Qim1y2) + W12 + Tim1/2,

ou @ est défini par,

1 Ax; _
Qiv1/2 =5 |@ + di+1 — At( 2 (i1 — 77;;1/2) - T(m' —Tip1y2)) | - (3.12)

On conclut ensuite en considérant les entropies linéaires et les entropies strictement convexes.
o

De la démonstration précédente, et en particulier de la relation (3.12), on tire 'expression suivante
du schéma (3.6) associé a un solveur de type Godunov :

n n At
U; = =U; T Az (Hi+1/2 - Hi—1/2) +

ot 11/ = I(U;, U1, i, Tig1 2, Tiv1, 1", At) et ot le flux numérique Hy /5 est donné par

Wiy + 1110
QAJ}i ’

1 1 A.TH_l + Al’l _
Hipp = 3 [F +Fit1 — AL ( 5 (Uit1 =U ) = (Ui = U, 0) ) |
avec
2 Tiq1 i 3 2 i+1/2 i
U;:_lm AfUHl Tit1/2 Winipalot iz UZ'H/Q Az; /x Wiga(2,t da.

De méme, si le solveur W est entropique, alors 'inégalité d’entropie numérique s’écrit

Tit1/2 + Ti—1/2

At
n+1 n
n; S — Az (Qi+1/2 - Qi—1/2) + 97z ;

ot le flux d’entropie numrique Q;1 /o est défini par (3.12).

Bien str, on a le théoréme de type Lax-Wendroff suivant pour le schéma (3.6) :
Théoréme 1.
Supposons les fonctions 11 et m suffisamment réguliéres. Alors, si le solveur W est de type
Godunov entropique et si la suite (U}');,, obtenue par le schéma (3.6) est convergente dans
la limite U est solution entropique de (3.1).

loc?
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On omet la démonstration de ce résultat qui est trés classique.

o

La définition précédente est trés générale et concerne en outre des maillages non nécessairement
réguliers. Dans la suite, afin d’alléger les notations, on se limitera au cas de grilles réguliéres de
pas Ax constant, i.e. Axz; = Az pout tout ¢, et, bien que ce ne soit pas restrictif, on supposera
aussi que le terme source P ne dépend pas de ¢. Ceci permet d’omettre la dépendance de Il et w
par rapport & xo et de W par rapport a tg. En outre, on se limitera au cas ou les fonctions II et
7 sont de la forme

II(Ug, Uy, 24, 0, 24, to, At) = At Az P(Uy, Uy, x4, 24),

TF(Ug, Ud, Lg, X0, L, to, At) = At Amﬁ(Ug, Ud, Ly, .%'d).

Ceci conduit & adopter la définition ci-dessous:

Définition 3.

Soit W (x,t; Uy, Ug; zo) une approzimation du probléme de Riemann (3.5) sur Uintervalle [z4, x4]
avec x4 = 29 — Ax/2, g = xo + Ax/2. On dira que W est consistant avec la forme intégrale du
systeme (3.1) si et seulement si il existe P une approzimation consistante de P, i.e. IS(U, U,z,2) =
P(U,x), telle que pour T suffisamment petit et tout Uy, Uy :

T4 A .
/ Wz = Tx(Ug +Uy) — AtAF + AtAzP(U,, Uy, 2y, 74). (3.13)
Tg
On dit que W est consistant avec l'inégalité d’entropie si et seulement si il existe p une approximation

consistante de p, i.e. p(U,U,x,x) = p(U,x) telle que pour 7 suffisamment petit et tout Uy, Uy :

Td Ax _
/ n(W)dx < 7(779 +nq) — AtAq + AtAxp(Uy, Uy, x4, 24). (3.14)
Tg
o
Dans ce cas, le schéma (3.6) prend la forme,
At At /-~ -

Uittt =up - s (Hip1yo —H;_q)0) + 5 (Pi+1/2 + Pi—l/2) ; (3.15)

ol Pi+1/2 = P(U;, Ujy1, 24, 2i41) et ot le flux numérique H;, /5 est donné par,
1 Az _

Hit1p =35 [Fz +Fip1 — E(Ui—kl -U; - U,Z‘:_l/g + Ui+1/2)] ; (3.16)

avec,
N 2 Ax/2 ) 0
Ui+1/2 = E o Wi+1/2 (.’17, At)dﬂf y Ui+1/2 - E /AI/2 Wi+1/2 (ZE, At)dﬂj

De méme, si le solveur W est entropique, alors I'inégalité d’entropie numérique s’écrit

" . At At , -
n; + <n - Az (Qi+1/2 - Qi—l/Q) + B3 (pz‘+1/2 +p,~_1/2) )

ou le flux d’entropie numérique (/o est défini par

1 Ax I .
Qi+1/2 = 5 ¢ + Git1 — E(mﬂ T iy + nz‘+1/2) .
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3.2.1 Construction de solveurs de Riemann
Construction a l’aide de solveurs pour le probléme homogéne

Dans ce paragraphe, on montre comment associer & tout solveur de Riemann pour le probléme
sans terme source un solveur de Riemann pour le probléme avec terme source.
En effet, considérons un solveur de Riemann W’ pour le probléme homogeéne. Il vérifie I'égalite

Tit1 Az
W?_,'_I/le' = T(UZ + Ui+1) — TAF
x;
On se donne en outre & chaque interface un couple d’approximation du terme source f’;rl /2 et
15;:1/2 avec 151:'21/2 = f’i(Ui,UHl,xi,xiH). On définit alors un solveur de Riemann par les

égalités suivantes

{ Wiiya(e,7) = W o(x,7) + TP:)i_H/z 513 S &< Tig)2, (3.17)

Wiz, 7) = W?H/Q(m,T) + 7'P;_1/2 st Tip1/2 ST < Tt

Il est clair que W est un solveur de Riemann pour le probléme non homogéne car on montre que

7ot Az ~
Wiy ijpde = 7(Ui + Uit1) — TAF + 7AzP; 4 ),
x;
- _Lle- 5+
avec Piy1/p = §(Pz’+1/2 + P )

En outre, on obtient aisément le résultat suivant,

Proposition 23.

Si le solveur W' est de type Godunov entropique pour le probléme homogéne, alors le solveur W
est de type Godunov entropique pour le probléme non homogéne au sens de la Définition 2.

Inversement, soit W un solveur pour le probléme non homogéne. 1l satisfait 1’égalité

Ti4+1 Ax

W1 ode = 7(Ui +Ui1) — TAF + 7AzP o

x;
On construit alors un solveur W” pour le probléme homogeéne en posant

h ~ .
Wi+1/2($a7') = Wz‘+1/2($77') - TPZ'+1/2 six; <o <Xit1.

Exemples particuliers

L’exemple le plus simple de solveur du type (3.17) s’obtient en imposant que P

. - ir1/2
Piﬁ-l/? = P;11/2. On peut alors choisir, par exemple,

~ U, + U; . ~ 1

Pij1)2= P(%, Tit1/2) ou bien Py = 5 (P((Us, i) + P(Uig1, ig1)) -
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Un autre exemple est le suivant. On choisit,

p-

i+1/2 = P(UZ,CL’Z) = ].3Z ; 13;.:1/2 = P(UZ‘+1, $i+1) = Pi+17 (318)

. ~ 1
qui donne P /5 = §(Pz‘ +Pig1).
Pour le choix (3.18), il est intéressant de remarquer qu’il induit une autre écriture du schéma.
En effet, posons,

o= 2 [T W ande Ut = = [T W () Atda
i+1/2 Az i+1/2\% ) i+1/2 Ax i+1/2\% :
Tiy1/2 T

Si H" est le flux associé au probléme homogeéne, on a par construction,

_ n At
((Uz+1/2) +(U?—1/2) )=Uj - Az (H7,+l/2 H?_1/2>>

d’out ’on tire,

[SEE %(Uz 172 ¥ Uiiaye)
= (UL o)+ (Ul ) )+ SHBE, 4 P )
= Uj - ii (Hz+1/2 H] 1/2) A (P;r 12T P;+1/2)-
Et, puisque f’:r_ 1/2 P;+1/2 = P;, on a donc la nouvelle forme du schéma, soit,
Ut —ur - if (Bl —HL ) + ALP;, (3.19)

qui est une écriture du type (3.2), et donc différente de la forme (3.15).

3.2.2 Solutions équilibre

Dans |GALS6], les notions de solutions équilibre et de solutions équilibre fortes ont été introduites.
On en rappelle ci-dessous les définitions.

Définition 4.
On dira qu’une suite (U;),

1
éqalités ci-dessous sont vérifiées a chaque interface :

est solution d’équilibre pour le schéma (3.6) si et seulement si les

U-

+
i+1/2 = Uz et U

fe = Ui, (3.20)

Définition 5.
On dira qu’une suite (U;), est solution d’équilibre forte pour le schéma (3.6) si et seulement si:

W(:c,t; Ui7Ui+1) = Ui 51 x/t < 0,
W(l‘, t; U@', Ui+1) = Ui+1 st :L‘/t > 0.
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Ces deux derniéres relations expriment simplement le fait que dans une situation d’équilibre,
les états intermédiaires gauche doivent étre égaux a I’état gauche et les états intermédiaires droite
doivent étre égaux & l’état droit.

Ces solutions d’équilibre ont ’avantage de vérifier & chaque interface ’équation d’équilibre
suivante [GALG6],

F7;+1 - Fz = A$Pi+1/2. (321)

Cette relation est simple a satisfaire et notamment bien plus que celle induite par une équation
d’équilibre de maille donnée pour un schéma du type (3.2), soit

H; 10 —H,_ 1o =AzP(U;i_1, Uy, Ugpy, 21, T4, Tig1).
Par exemple, avec le choix (3.18) les solutions d’équilibre satisfont la relation simple suivante,

Az
Fig1—-F, = T(Pi +Pit1).

Si 'on considére maintenant la forme (3.19), on peut construire une nouvelle famille de solutions
stationnaires définies par
h h _
Hitip —Hilypp = AaPi

L’inconvénient de cette derniére équation est a priori sa complexité. En effet, il suffit de considérer
I'exemple des équations d’Euler avec un terme source quelconque ot le flux numeérique serait celui
du schéma de Roe.

3.3 Solveurs simples

Nous nous intéressons maintenant au cas le plus simple de solveurs homogénes, a savoir les
solveurs simples déja introduits dans [GAL3, GAL4| pour le cas conservatif, et dans [GAL6] pour
les systémes avec terme source indépendant de x. On étend ci-dessous cette notion au cas avec
terme source dépendant de x.

Définition 6.

On dira que le solveur de Riemann W est simple si et seulement si W (x,t) est constitué de
(m+1) états constants (Uy)g=1,m+1, sé€parés par des droites, avec Uy = Uy et Up,1 = Uy

Il existe donc des réels (A)y— ,, tels que:

U, si z/t <Ay,
W(z,t) =< Ur si M1 <z/t <N pour k=2m,
U; st Ap < a:/t.

Etant donnée une suite (Xg)g, on notera par la suite: 6 X = Xp1 — Xi.

Il est alors facile d’obtenir le résultat suivant, dont la démonstration est identique a celle du cas
ou P ne dépend pas de =z [GALG|.

Proposition 24.

Un solveur de Riemann simple est de type Godunov si et seulement si il existe une approzimation
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du terme source P consistante, i.e., f’(U,U,x,x) =P(U, ), telle que
AF — AzP(U,, Ug, zg,20) = 3 MUy (3.22)
k=1

Un solveur de Riemann simple est de type Godunov entropique si et seulement si il existe une
approzimation du terme source de production d’entropie p consistante, i.e., p(U, U ,z,x) =
p(U, ), telle que

m
Aq— Azp(Ug, Ug, 2g,2a) < > MO (3.23)
k=1
Preuve:
On ne considére que 'inégalité d’entropie (3.23). L’égalité (3.22) s’en déduit aisément.
Pour At < — 22
our ————— ona:
- 2Maxk\)\k] ’

Ax/2 Az
/A ; ’I’](W)dl‘ = (AlAt + 7)779 + ()\2 — )\1)At772 + ...
—Ax/2

A
et et — A) At + (7‘” A A
Az

=~ (g +ma) - ALY " (ka1 — i),
k=1

ce qui permet de conclure en utilisant la définition 3.

3.3.1 Un exemple simple

On s’intéresse ici & 'exemple simple donné par I’équation scalaire linéaire suivante,
Ou + adyu = B(u, ), (3.24)

avec a positif.

Dans [PER1], un schéma cinétique équilibre est dérivé dans le cadre plus général d’un flux non-
linéaire. On cherche & construire un solveur simple pour I’équation (3.24), et ceci de la fagon la
plus élémentaire possible.

Supposons que le solveur posséde une unique onde de pente A. On doit alors avoir,

aAu — AzB(u,z) = Mu.

Si ug = uq = u, on en dduit que 'on doit avoir B(u,z) = 0, ce qui est absurde en général.
On supposera donc que le solveur posséde deux ondes avec un état intermédiaire u*. Si 'on
impose que le solveur posséde des solutions d’équilibre fortes ( voir définition 5), ceci nécessite
qu’a D’équilibre le solveur posséde une onde de pente nulle. Afin de simplifier I’étude, on fera
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I’hypothése que c’est toujours le cas. En outre, il est naturel de supposer que ’autre onde a pour
pente A = a. Dans ce cas, la relation ( 3.22) devient,

alAu — AxB(u,x) = 0 (u* —uy) + a (ug — u*) = a(ug — u*).

Il est intéressant alors de noter que le flux numérique s’écrit,

1 .
hivig = 5 (aui + auipr — aluits — (U)ig12))

— 3 (aui + auip1 — <a(“i+1 —ui) = AxBi“/Z)) ’

= aui—i- TBZ;H[/Q.

On en déduit alors le schéma de type Godunov suivant,

At Azx -~ Ax ~ At /- ~
uptt =y - A0+ Bl —auiy — =By ) + (B?H/z + B?A/Q) ;
aAt ~
= Ui — Tx(u? —ujiy) + AtB .

(3.25)

Sil’on considére maintenant les solutions équilibre au sens de la définition 4, la relation d’équilibre
(3.21) induit I'équation suivante a I'interface x; 2,

a(uip1 —u;) = Al‘gzﬂ/z

On peut aussi considérer les solutions équilibre induites directement par le schéma (3.25). Elles

ntl — ul', et donc,

vérifient u;

At n n nn
YAz (wi' = wi' ) = AtB}L ).

1
On constate alors que dans ce cas particulier, les équations d’équilibre sont identiques. Cependant,
il faut se garder de penser qu’il en sera toujours ainsi, et il est facile de construire des contre-
exemples.
Pour en terminer avec cet exemple, on va montrer maintenant que par un choix judicieux de
Bi—i—l /2, on peut obtenir des solutions stationnaires exactes. En effet, considérons I’application S
suivante,

x — S(x,ug, x0)

ou S(z,up, o) est la solution exacte de I’équation différentielle,

du

am = B(u,x) avec u(xg) = up.

Soient o quelconque dans Uintervalle [0, 1], et = 1 —«. On propose alors comme approximation
du terme source,

. - B
Biv1jp = aBly )y + BB ) (3.26)
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ou

1 Tit1 1 Tit1

B:H/Q = Ax/x B(S(y,ui,xi),y)dy 12 = A:U/x B(S(y, wit1,®it1),y)dy.

On a alors le résultat suivant,

Proposition 25.

Si Ax est assez petit, les solutions équilibre du schéma de type Godunov (3.25, 3.26) sont ezactes.
Preuve:

Montrons tout d’abord que les solutions stationnaires sont définies de maniére unique pour Az

assez petit. Elles satisfont,

aluips = uw) = Az (aBfy, ), + BB}, ) (3.27)

Puisque a est positif, la condition limite est imposé sur le bord gauche du domaine de calcul et
on connait alors ug. Supposons donc connu de maniére générale u;. L’équation (3.27) constitue
une équation du type f(u;y+1) = uj+1 qui sera contractante pour Az assez petit, ce qui définit
u;4+1 de facon unique. Il suffit maintenant de montrer que la solution exacte verifie (3.27).

Si u est solution exacte, elle vérifie,
du

CL%:

et en intégrant cette équation, on obtient,

B(u, ),

r+Azx
a(ulz + Az) — u(z)) = / Blu(y),y)dy.

Or, on a, u(y) = S(y, u(x), ), et aussi u(y) = S(y,u(xr + Azx),x + Az). On en déduit,

z+Ax z+Ax T+AT
B(u(y), y)dy = / B(S(y, u(x), ), y)dy = / B(S(y, u(x + Az),z + Az), y)dy,

T+Azx r+Azx
—a / B(S(y, u(x), @), y)dy + 8 / B(S(y, u(z + Ax),z + Ax), y)dy,

d’ou le résultat.
o

Pour illustrer ceci, prenons comme cas particulier, B(u,z) = 2/(z)u ( cet exemple est traité
dans [PERI1]). Les solutions exactes sont données dans ce cas par,

z(r) — z(wo)
S(x,ug, o) = upe a ,

et on a alors, en posant z(x;) = z; pour tout i,

n 1 Ti41 , 1 Ti41 , NI ATV
Bi+1/2 = E z (y)S(y) Us, xz)dy = E z (y)ule a dy’

Zit+1 — %
au; | ———

Az €




58 CHAPITRE 3. SCHEMAS EQUILIBRE ET SOLVEURS DE RIEMANN SIMPLES ...

De méme, on a,

2(y) — 2(wit1)

- 1 zi+1 , 1 Ti41 ,
Biiip = A /x 2 (Y)S (Y, wirr, zir)dy = /w Z(y)uiyre a dy,
Zi = Zi+1
alU;+1 -
= 1—e a
Ax
On en déduit que,
a Firl T % Zi T 2l
Bi+1/2 = |aou|e a —1)+p0up1|1—e a

Ax

Les solutions stationnaires vérifient donc,

Zit1 — % Zi — Zit+1
a(uip1 —uw)=alou; e a -1 +pup1|1—e «a

Posons, A = e 2 Y L’égalité précédente devient alors,

Uj+1 — U; = QU4 (eA - 1) + 5ui+1 (1 — e‘A) N
= uiH(l—ﬁ(l—e_A)):ui(1+a(e’4—1)),
= w1 (1-B+PBe ) =u (1 —a+ae?),
= Ujq (a + ﬁe_A) = Uy (ﬂ + aeA) ,

— Uiyl = ui€A7
Zit1l — %
soit encore, u;11 = u;e a , qui est bien la solution exacte.

On notera en outre que I'égalité est vrai dans ce cas pour tout Ax.

3.3.2 Equivalence entre solveurs simples lagrangiens et solveurs simples eulériens

Nous étendons ci-dessous les résultats de |GAL4| établis dans le cas homogeéne. En particulier,
on montre qu’ il y a équivalence entre solveurs simples lagrangiens et solveurs simples eulériens
pour une classe assez large de solveurs de Riemann.

3.3.3 Systémes de lois de conservation généraux

Nous nous intéressons dans ce paragraphe & des systémes hyperboliques possédant a la fois
une forme eulérienne et une forme lagrangienne [DES, DUBOIS|. La forme eulérienne d’un tel
systéme est identique a la forme (3.1) soit,

8U + 0,F = P, (3.28)
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avec en outre, F = U + G ott GY a sa premiére composante nulle et u est la vitesse en z.
Habituellement, la premiére composante de U est la densité p qui est positive. On supposera de
plus que P, a sa premiére composante nulle. La premiére équation est alors

Op + O0z(pu) = 0.
Pour obtenir la forme lagrangienne, on définit les variables 7 = ¢, m = [ pdx et les vecteurs:
fn=(1,0,..,0) U=pn+U" V'=9U’ V=vn+V’ G=-un+G’ 9=1/p
En posant P; = 9P, la forme lagrangienne est alors la suivante,
0.V +0,G =P, (3.29)

On supposera aussi que (3.29) posséde un triplet entropie-flux-production (o, g, p;) et on considérera
les solutions vérifiant 'inéquation d’entropie suivante

070 + Omq < p1.
Celle-ci induit alors pour la forme eulérienne I'inéquation d’entropie ci-dessous,
A (po) + Ox(pou+q) < pe,
ol pe = ppy-

3.3.4 Construction de solveurs simples via les états intermédiaires

Considérons un schéma de type Godunov pour le systéme lagrangien (3.29) et supposons le
associé a un solveur de Riemann simple défini par les pentes (\x) fie1,m, € les états intermédiaires
suivants :

Vi = Vg si m/T < )\1,
Wir(m/T) = Vi pour XNe—1 <m/T <X, et k=2m, (3.30)
Vm+1 = Vd si )\m S m/T.

Puisque le schéma associé est de type Godunov, il existe S, consistant tel que 'on ait la relation
suivante :
AG — Amf’l = Z )\chVk
k=1,m

Rappelons ici que la premiére équation du systéme lagrangien a la forme ci-dessous,
0: Y9 — Omu = 0. (3.31)
Elle implique qu’au travers d’un choc de pente A, on a la relation de saut,

Au+ AAD = 0. (3.32)
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Dans la suite, on considérera des solveurs simples verifiant I’analogue discret de (3.31) au travers
de chaque changement d’états, i.e., on supposera que:

dup + A0V, =0 pour k=1m. (Hp)

Cette hypotheése est naturelle car I'équation (3.31) est linéaire. Elle est en outre vérifiée par les
schémas étudiés dans (GAL2).

Soient (o, #) un couple de réels conjugués, i.e., vérifiant, a + § = 1, ainsi qu’une suite (X)g. On
notera alors, X, = a Xy + 8X;11.

Soient enfin deux couples (X4, Xg4) et (Yy, Yy); on montre facilement l'identité ci-dessous,

A(XY) = X AY + YV3AX,

En utilisant la notation précédente, on note que si (Hp) est vérifiée, on a alors pour tout « et
tout k:

Ua,k + A¥a ke = Uk + MU = U1 + Me0p41-
On notera dans ce cas:

A = Ug kT /\kﬂa,k (3.33)

On remarque enfin que si les quantités (Jx)x sont positives, alors la suite (Ag)x est croissante.
Ceci nous ameénera a considérer par la suite ’hypothése suivante :

U >0 pour k=1,m. (Hs2)

On construit maintenant pour le systéme eulérien (3.28) le solveur de Riemann ci-dessous défini
par les pentes (Ag),_ ,, €t les états intermédiaires ci-dessous :

U; = Ug = U(Vg) si l’/t < Aq,
We(x/t) = Uy, = U(Vy) pour Apg<z/t<A; et k=2,m, (3.34)
Um+1 = Ud = U(Vd) s1 Am < l‘/t.

Nous allons déterminer par la suite sous quelles conditions le solveur W g est un solveur de type
Godunov. Cependant, avant d’énoncer le résultat principal, on donne le lemme suivant :

Lemme 1.
Supposons (H1) vérifiée. Soil (xy)r une suite quelconque et (Xp)r = (ppTi)k-
On a Uidentité suivante :

> AbXp=AuX)+ > b

k=1,m k=1,m

Preuve:
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On a:

ZAk5Xk = Z[Ua,k+>\k19a,k]5Xk
e e

= Z[%,MXJ@ — M X k608 + Z Me[Pa k0 Xk + X3100%]
k k
= Z[Ua,k(SXk + X@kéuk] + Z )\k[ﬁa,kéXk + X,B,k&?k] en utilisant (H1)

k k
= ) 6uX)p+ Y Ab(WX)y
k

k
= A(UX) + Z ALOT .

k

o

De méme, on a le corollaire immédiat suivant :

Corollaire 1.

Pour tout réel A, l'équivalence suivante est vérifiée :

D bz = A= > ApbXy > A(uX) + A,
k=1,m k=1,m

o

On énonce maintenant le résultat principal donnant I’équivalence entre solveurs lagrangiens et
solveurs eulériens.

Proposition 26.

Supposons (Hy) et (Ha) vérifides.

Le solveur de Riemann simple lagrangien (3.30) est un solveur de type Godunov si et seulement
si le solveur de Riemann eulérien (3.34) est un solveur de type Godunov. Plus précisément,
posons Am = p,Ax ot p, dusigne la moyenne arithmétique de py et pg. On a alors I’équivalence
sutvante,

AF — AaP. = ) AU <= AG — AmPr= ) MV, (3.35)
k=1m k=1,m

avec P = p,P;.

De méme, le solveur de Riemann simple lagrangien (3.80) est un solveur de type Godunov
entropique si et seulement si le solveur de Riemann eulérien (3.34) est un solveur de type Godunov
entropique. Plus précisément, on a [’équivalence suivante,

Alpou+q) — Axpe < > Mpb(po)y <= Ag— Amp; <Y \pboy, (3.36)
k=1,m k=1

aveC Pe = Papi-
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Preuve:
Supposons que (3.30) soit un solveur de type Godunov. Il existe alors P; tel que :

AG - AmP;= Y M6V

k=1m
Par conséquent, on a
AGY - AmP) = > NV
k=1m
= —A( uU0 Z AkéUk, d’apreés le lemme 1.
k=1,m

Compte-tenu de I'¢galité AF = A(uU) + AG?, on en déduit que

AF = A@U)-A@U% + Y ASUR + AmP}
k=1,m
= A(pu)n+ Z ArSUY + AmPY
k=1m

Or en utilisant le lemme 1 avec x = 1, on obtient A(pu) Z Apdpr. D’ou finalement :

k=1,m
AF = > Mdpn+ Y AdUY + AmP}
k=1,m k=1m
= > MSUp+AmP;,  car P} =P,
k=1,m

On définit alors Az par Am = p,Az, et on pose P, = p,P;, ce qui donne le résultat.
La démonstration de la réciproque étant identique, ceci achéve la démonstration.
Le cas de I'inégalité d’entropie se traite de facon identique en utilisant le Corollaire 1.

Finalement, on a le corollaire immédiat suivant :

Corollaire 2.

Supposons (Hy) et (Hs) vérifiées.

Le solveur de Riemann simple lagrangien (3.30) est positif si et seulement si le solveur de
Riemann simple eulérien (3.34) est positif.

3.4 Application & la Dynamique des gaz avec gravité

3.4.1 Forme eulérienne et forme lagrangienne

Dans la suite de ce document, on adoptera les notations suivantes:
— p pour la densité,
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¥ pour le volume spécifique,

u pour la vitesse,

p pour la pression,

— € pour I’énergie interne donnée par ¢ = pi¥/(y — 1) en gaz parfait ( v rapport des chaleurs
spécifiques),

— s pour 'entropie spécifique donnée en gaz parfait par s = f(pd?) ou f croissante convexe,

— E pour I'énergie totale donnée par E = ¢ + 1/2u?,

— g constante de gravité.

Dans le cas eulérien, le modeéle de la Dynamique des gaz avec gravité est donné par:
o,U + 0, F =P, (3.37)

ou les vecteurs U, F, P, ont les expressions ci-dessous :

p pu 0
U= | pu , F=| p*+p , Pe=| —pg
pE pull + pu —pug

Les solutions entropiques de (3.37) vérifient I'inéquation d’entropie classique:
O(ps) + Oz(pus) <0 (3.38)

Le modéle lagrangien est quant a lui donné par:

0:V + 0,G =P, (3.39)
ou les vecteurs V, G, P; vérifient :
¥ —u 0
V=1 u , G= P , P = —g
E pU —ug

D’autre part, les solutions entropiques de (3.39) vérifient :
0;5<0 (3.40)

On termine maintenant ce paragraphe en donnant une forme moins connue du systéme (3.37).
Celle-ci a été étudiée dans [CAR-LER]. Elle est définie par le systéme eulérien conservatif ci-
dessous:

p QPU
pu pu® + P _
Oy o€ + 0, ouE+Pu |~ 0 (3.41)

rq pqu
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et sa version lagrangienne:

) + 0, =0 (3.42)

< h e %

avec £ = F — g, q= /pgd:ﬁ et P = p + q la pression totale.

Dans [CAR-LER], un schéma quilibre basé sur un solveur de choc est construit pour (3.41). Il
permet de préserver les atmosphéres au repos pour le systéme (3.41).

Enfin, on notera que les systémes (3.41) et (3.42) ont respectivement (3.38) et (3.40) pour
inéquations d’entropie.

3.4.2 Solveur de type Godunov pour la forme conservative

Dans le cas de la Dynamique des gaz, nous avons pu construire un solveur simple ayant des
pentes données a priori [GAL2]. Il est donné par:

Vi =V, si o m/T < -C_,
_ Vy, = V; =V,+¢0_R_ si —C_<m/7<0,
W(m/7, Vg, Va) = Vs = Vi=Vy—-¢,R. si 0<m/T <Cy4, (3.43)
V, = V, si Cp <m/T,
Ap + CzAu
R, =!(—1,+C + u,C = _—— 7= 3.44
+ ( ) +,Pp T U :t) ) ¢:|: C_C+ T (C:I:)2 ( )

La notation z, désigne la moyenne z, = axy + Bx4 pour un couple (x4, z4), avec 3 le conjugué
de a, ie., 3=1—q.

Il est facile d’étendre ce solveur au cas du systéme conservatif de la Dynamique des gaz avec
gravité (3.42). En effet, définissons le solveur suivant :

Vi =V, si. m/T < —C_,
_ ) Vo = Vi=Vy+o R si —C_<m/7 <0,
Vy = Vy si Cy <m/T,
AP+ CzA
Ry ='(=1,£C%, P + uaCy,0) : P+ Crlu (3.46)

T O_Cy + (O
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On en tire les relations suivantes:

ul = uf = Ciaf(cug 4 Crug— AP)
05 =1y — mmp — CyAw)
0% =g+ M(AP +C_Au) (3.47)
&~ &= m(AP — O Au)(Pg — uaC-)
E— &= M(AP + C_Au)(Ps + uaCy)
Q=4 4y =4dd

On a alors le résultat suivant dont on omettra la démonstration :

Proposition 27.
Le solveur de Riemann (3.45) est un schéma de type Godunov. Il préserve les discontinuités de

contact, et st a = il est positif et entropique pour C_, Cy assez grand.

C_+Cy’
(o

On ne donne pas la preuve de ce résultat car elle est en tout point identique & la démonstration du
méme résultat pour le solveur (3.43) [GAL3|. On notera en outre qu’en utilisant les résultats de
[GAL4], on en déduit un solveur de type Godunov positif et entropique pour la forme eulérienne
(3.41).

3.4.3 Solveur de type Godunov pour la forme non-conservative

Dans ce paragraphe, on construit un solveur de Riemann simple a deux états intermédiaires
V5 et V7 pour le systéme non-conservatif de la Dynamique des gaz avec gravité (3.39). On
imposera a ce solveur de vérifier les propriétés (H1) et (H2). Celles-ci permettront d’en déduire
un solveur simple pour la forme eulérienne.

Définissons les états intermédiaires suivants :

* *

) 199 . 97
- * _ *

Vg = uy , Vg = uy
* *

Eg E;

Ces états doivent vérifier ’égalité suivante:
—C_(V,; = Vy) +C (Vg — V) = AG — AmP,
ou encore

—C_ (0% — 0y) + C (9a — 05) = —Au (3.48)
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—C_(uy — ug) + Cy(ug — ug) = Ap + Amg (3.49)

~C_(E; — Ey) + C(Eq — E}) = A(pu) + uAmg (3.50)

ol u est une approximation de la vitesse & définir.
Par analogie avec le cas conservatif, on définit (& une constante prés) la variable q par Ag = gAm
et on désigne la pression totale par P = p + ¢. Les équations (3.49, 3.50) deviennent alors :

—C_(uy — ug) + Cy(ug — ug) = Ap+ Ag = AP (3.51)
—C_(E; — Ey) + C.(Ey — E) = A(pu) + 0lAq (3.52)
En outre, puisque (H1) est vrai, on a aussi:
= O = uy — C_9, (3.53)
uy+ CL05 = ug + Ciiy (3.54)
Uy = uy (3.55)

D’aprés (3.55), les vitesses des états intermédiaires sont identiques, ce qui permet de poser

u* = ug = uy. Des égalités (3.48, 3.51, 3.53, 3.54), on tire les expressions suivantes pour ﬂ;,d et

u*:

. 1
YT e (e e AP
9 =y — —— (AP —C, A
=Y v +Au) (3.56)
95 =g+ ————(AP+C_A

On note que ces expressions sont identiques & celles obtenues dans le cas conservatif pour le
solveur (3.45). Il reste maintenant & déterminer les énergies des états intermédiaires Ej et EJ.
Pour cela, on va utiliser les expressions des états intermédiaires associés au solveur simple pour
le systéme conservatif. Ceux-ci vérifient les relations (3.47). On en tire 'expression suivante de

Ej:
* *k Q% 1
Eg - Eg = qg’&g - Qgﬂg + m(AP - C_A,_A’U,)(PB - uaC_)
Qg ¢ x 1 S
= i(’u — ug) + m(AP - C+AU)(P§ — Uacf) d apres (Hl)
(3.57)
De méme, on a a droite:
1
EY—E; = ¢ —qi0g— ——————(AP+ C_Au)(P, oC
d d qqVgq — 4dVd C+(C_ +C+)( + u)( Btu +)
= * - (AP _Au)(P, o
q4(V; — Va) C+(C_+1C+)( + C_Au)(Pg +uaCy) 1
N N S L1
= . (u* — uq) SRR (AP + C_Au)(Pg + usCy) d apri; s (H1)

(3.58)
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Ces relations permettent alors de définir le solveur simple non-conservatif suivant :

Vi =V, si m/tr<-C_

Vo = Vi osi —C_ <m/T <0
Vs = V) si 0<m/T<Cy
Vs = Vg si Cyp<m/t

W..o(m/7, Vg, V) = (3.59)

ot les états intermédiaires V7 et V sont définis par (3.56, 3.57, 3.58).

On a alors le résultat ci-dessous:

Proposition 28.

Le solveur de Riemann (3.59) est un solveur de type Godunov pour le systéme lagrangien de la
Dynamique des gaz avec gravité (5.39). En particulier, on a les relations :

—C_(05 —Yy) + C1 (Vg — U3) = —Au
—C_(uy — ug) + Cy(ug — u}) = Ap + Amg
—C_(E; — Ey) + C+(Eq — E}) = A(pu) + u*Amg

Preuve:
Les deux relations (3.48, 3.49) sont vérifiées par construction. Pour obtenir (3.50), on multiplie
(3.57) par —C_ et (3.58) par —C et on somme les deux relations. On obtient alors:

—C_(Ej —Eg) +C(Ba— Ej) = —qg(u” —ug) + qa(u” — ua)
+m(AP + CLAu)(Pg + UQC+)

= u*Aq— A(qu) + A(Pu)
= u*Aq+ A(pu)

L’égalité (3.50) est donc vérifiée en prenant 4 = u*.
o

Nous nous intéressons maintenant aux propriétés de positivité et de préservation d’entropie
du solveur (3.59). Afin de simplifier les calculs, on effectue d’abord le choix suivant pour les
coefficients o et §:

c Cy

“o e 0 PTaqa (3.60)

(67

Ce choix est canonique car il permet d’exprimer le flux numérique du solveur simple construit
dans [GAL2| pour la Dynamique des gaz lagrangienne, sous la forme d’un flux continu évalué en
un état moyen. On a alors la propriété suivante:

Proposition 29.

Les états intermédiaires du solveur de Riemann simple (3.59) avec le choiz (3.60) sont positifs
pour C_, Cy assez grands (i.e. ﬂ;,d >0 et 62761 >0).
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Preuve:
Définissons » = Cy /C_. En utilisant les relations (3.56), on a par exemple & gauche
rC_Au— AP
=0+ ——— 3.61
g g C?2(1+r) (3.61)
dont en déduit facilement la positivité de ¥y pour C et C_ assez grands.
De plus, en utilisant (3.53), (3.56) et (3.57) on obtient :
% _ 4g , « 1
Eg — Eg = a(u — Ug) + m(AP — C+AU)(P§ — uaC,)
dg (s " B
— ) - =) ()
= (é o +“a> (" = ug)
d’ott 'on tire:
€, —Eg = —5((u )2_u§)+ <Cg_ - C,[j+ua> (u* —ug)
L . 4 s .
= —<2(U + g)—cfg_‘i‘(j_—ua) (u* — ug)
En utilisant I'expression de u* donnée par (3.56), on a:
1, ., q Pg 1 /C_uy+ Ciuqg— AP Ps—q
Q(u +ug)_07i+a_ua = 5 gC,+C+ +ug _aug_ﬂud‘f'Tg
1 AP Ps—q
= 5 aug—kﬂud—%%—ug)—aug—ﬂud-l—cg
_ 1-a 08 P Py g
= Ty WMy e sy Tl C
_ —éAu— Pd—Pg +7’Pg+Pd_q79
2 20+0Cy) C_+Cy C-
3 1 1
= PAu+—— (Pt (G+1)P,— (1
At e \gfat (G P = (L)
1
= ——r——— (rC_Au—
20100 (r u— )

oumyg=P;+ (1+2r)P; —2(1+4r)qq.
En utilisant de nouveau (3.53) et (3.56), on en déduit finalement I'expression de ’énergie interne
de I’état intermédiaire gauche:

1

E; = Sg + m(TC_AU — Wg)(TC_AU — AP), (362)
Par suite, on a & la limite :
e s (Au)? . r
Hmind e = o 5 Jimind (50" (3.69)

ce qui achéve la démonstration.
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Remarque 1.
Lorsque le paramétre r = C4/C_ est constant (par exemple, r = 1), la condition de positivité
peut étre obtenue explicitement en résolvant deuz équations du second degré.

o

Nous considérons maintenant le caractére entropique du solveur de Riemann simple (3.59). On
rappelle ici que le flux d’entropie du systéme (3.39) est nul. On a alors le résultat suivant :

Proposition 30.

Soit s une entropie du systéme(3.39). Supposons que limc, 100 = Too > 0. Alors, pour C_,
Cy+ suffisamment grands, le solveur (3.59), (3.60) est un solveur de type Godunov entropique.
De plus, si Max(C_,CL)AT < Am/2, l'inégalité d’entropie suivante est vérifiée maille & maille :

SV < s(V).

Preuve:
Afin de montrer que le schéma est un schéma de type Godunov entropique, il suffit de vérifier que
lon a sy < s, et 53 < sq pour C_ et C suffisamment grands. Dans le cas d’un gaz parfait, toute
entropie est de la forme s = f(e??’™!) avec f une fonction croissante. Par suite, nous devons

* 9 v—1
% (9> > 1. (3.64)
gg \ Vg

montrer

Lorsque Au # 0, d’aprés (3.61) et (3.62) il est clair que pour Cy assez grands, I'inégalité (3.64)
sera vérifiée.

Pour Au =0, si AP =0, alors VS =V, et aussi, s; = s,. L'inégalité (3.64) est donc satisfaite.
Maintenant, si AP # 0, on a

o TgAP vy AP
Eg 2(1+17)%e,C— Vg (1+r)9,C_
On en déduit que
el (9N AP AP
< = = (1 + 3 2)( - —2)
gg \Uy 2(147)2e,C— (1+7)9,C_
T, AP (v—1AP 4
= 14+ g — +0(1/C_
21+ 102,07 (L4 1)d,C-2 e
P
- 1 —-2(1 o(1/c*
T ot e,z Mo T 2 A IR O/
AP 4
- 1+ T (Py+ (L+2r)Py — 2(1+7)qy — 2(1 4+ 7)py) + O(1/C_")
R C ) +0(1/C_%).

2(1 4 1)2e,C_2

Ceci achéve la démonstration pour un gaz parfait. Dans le cas d’un gaz réel, la preuve est
identique et on ne la donne pas ici.
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Nous allons maintenant montrer I'inégalité d’entropie maille par maille. Pour cela, on introduit
les états suivants:

2 [FAm/2 201 AT 2CL AT
+ . _ + * +
V== N ; W(m/AT1; Vy, Vg)dm = N Vig+ (1 — A Wag-
En utilisant la convexité de ’entropie ainsi que (3.64), on obtient pour Cy assez grands
20 AT 2CL AT
s(VF) < TAm Sdg (1- )Sdg < Sdg-

Finalement, on a

S = s (SO V)
< ; (5((V+)?_1/2) + 5((V_)?+1/2))
< 2 (V) + (V) = (V).

ce qui donne le résultat.

3.4.4 Solutions équilibre

Pour le systéme de la Dynamique des gaz avec gravité, le probléme de 1’équilibre se pose a
priori dans le cas eulérien pour lequel les solutions d’équilibre sont définies par :

u=0 et 0O;p=—pg.

En appliquant la Proposition 26, on obtient a partir du solveur lagrangien (3.59) un solveur
eulérien entropique et positif dont il est possible de caractériser les solutions équilibre. On a vu
que pour un solveur simple, les états intermédiaires gauche doivent étre égaux a l'état gauche
et les états intermédiaires droite doivent étre égaux a I’état droit. Puisqu’il y a correspondance
entre les états intermédiaires lagrangiens et eulériens, il suffit donc de considérer le cas lagrangien.
Pour le solveur (3.59), il est aisé de vérifier que si Au = AP = 0, ces conditions seront réalisées
trivialement. Puisqu’on ne s’intéresse qu’aux solutions de vitesse nulle, ceci permet de définir les

solutions numériques d’équilibre par u = 0 et Ap = —gAm = —gp,Ax, soit
u; =0 et p”i; Pi_ —ngl;— pi pour tout i. (3.65)

3.4.5 Applications numériques

On considére ci-dessous uniquement des applications numériques en coordonnées eulériennes.
Celles-ci ont été réalisées a l’aide du solveur eulérien obtenu & partir du solveur lagrangien (3.59).
Le premier cas test considéré est celui d’une atmosphére au repos. Sur les figures (3.1, 3.2) on a
superposé les vitesses et les densités obtenues par le schéma entropique et par un schéma de Roe
associé & un traitement du terme source standard. Les calculs sont effectués avec un maillage de
100 cellules entre 0 et 100 km jusqu’au temps 50s. On constate que le schéma entropique préserve
sans probléme la condition initiale définie par (3.65), alors que la condition initiale est fortement
dégradée par le schéma de Roe. En particulier, les vitesses ne sont plus nulles.



3.4. APPLICATION A LA DYNAMIQUE DES GAZ AVEC GRAVITE 71
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F1a. 3.1 — Atmosphére a Uéquilibre : Vitesses verticales

Le deuxiéme cas test est constitué d’une atmosphére au repos sur laquelle on a superposé une
zone de dépot uniforme. Les discontinuités initiales sont de I'ordre de 103 a 104 sur les densités et
de 10% & 10° sur les pressions. On constate sur les figures (3.3, 3.5, 3.4) le bon comportement du
schéma qui supporte sans probléme les fortes discontinuités. Ceci permet de mettre en évidence
la robustesse du schéma.
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Fia. 3.2 — Atmospheére a Uéquilibre : Masses volumiques
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FiG. 3.3 — Dépdt dans une atmosphére a l’équilibre : Vitesses verticales
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Fi1G. 3.4 — Dépot dans une atmosphére a l'équilibre : Masses volumiques
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3.5 Application au systéme de Saint-Venant

3.5.1 Forme eulérienne et forme lagrangienne

Dans le cas eulérien, le modéle de Saint-Venant est donné par :
o,U + 9, F =P.. (3.66)

ou les vecteurs U, F, P, ont les expressions ci-dessous :

h hu 0
U_<hu> ’ F_<hu2+gh2/2> ’ Pe_(—gh(%Z)'

Dans les expressions ci-dessus, h désigne la hauteur d’eau, w la vitesse et Z la bathymeétrie
satisfaisant Z = Z(x). La constante g est la constante de gravité, et quitte & remplacer h par gh
et Z par gZ, on remarque que ’on peut supposer que g = 1, ce que l'on fera par la suite. On
congidérera donc le systéme suivant :

h hu 0
2 —
()0 ()b ) -

2
On remarquera que le terme o) joue le réle d’une pression. Ceci suggére de considérer la classe

plus générale des systémes suivants, ou p = p(h) est une fonction croissante quelconque, soit,

O < hhu ) + 0 ( huém—i—p ) = < —h?)xZ > ‘ (3.68)

On note alors la forte analogie avec le systéme de la Dynamique des gaz isentropique.

. . .. 3 . .
Deéfinissons maintenant ’énergie interne ¢ = ¢(h) par — = P On definit alors I’énergie par

) dh — h?’
E=c+ Ll Avec ces notations, I'inéquation d’entropie en coordonnées eulériennes s’écrit,
O (hE) + 0y (uhE + up) < —hud, Z, (3.69)
mais posséde aussi la forme suivante,

ou Fy = E 4 Z. Cette derniére inéquation est trivialement équivalente & la précédente dans le
cas oll Z est réguliere.
Le modéle lagrangien est quant & lui donné par:

0.V + 0,G = P, (3.71)

ou les vecteurs V, G, P; vérifient :

(1) (7))
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ou par analogie avec la, Dynamique des gaz, ¥ désigne I'inverse de la hauteur d’eau.
Enfin, I'inéquation d’entropie lagrangienne est la suivante,

0-E + O (up) < —hudp,Z, (3.72)
et 'inéquation d’entropie eulérienne (3.70) a pour équivalent lagrangien,

0 Ey + O (up) < 0. (3.73)

3.5.2 Construction d’un solveur de type Godunov

Dans ce paragraphe, on construit un solveur de Riemann simple a deux états intermédiaires
V7 et Vj pour le systéme non-conservatif de Saint-Venant (3.71). On imposera a ce solveur de
vérifier les propriétés (H1) et (H2). Celles-ci permettront d’en déduire un solveur simple pour la
forme eulérienne.

Considérons les états intermédiaires suivants:

vi-(w) o vi=().
Ug Uy

On définit alors le solveur de Riemann simple suivant,

Vi =V, si m/t<-C_

Vo = Vi si —C_ <m/T <0
Vs = V) si 0<m/Tt<Cy
Vs = Vg si Cp<m/t

W(m/7,V4, V) = (3.74)

Afin que ce solveur soit de type Godunov, les états intermédiaires doivent vérifier I’égalité (3.35),
soit,
—C_(V; = V) + Cy(Vq—V)) = AG — AmP,

ou encore, en notant hd,,Z une approximation quelconque de hd,,Z & définir, et aussi hAZ =
Amho,, Z,

—C_ (0% — 0y) + Cy (g — 05) = —Au, (3.75)

—C_(uy — ug) + Cy(ug — ug) = Ap+ hAZ. (3.76)

Par analogie avec la dynamique des gaz, et afin d’alléger les calculs, on notera aussi, Ap =
Ap + hAZ. La quantité Ap joue le role du saut de pression totale. I” équation (3.76) devient
alors,

—C_(uy — ug) + C1(ug — uy) = Ap. (3.77)

En outre, puisque (H1) est vrai, on a aussi:

uy — C_9y = ug — C_1g, (3.78)
ul + Cp 9% = ug + C 94, (3.79)
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Uy = uy. (3.80)

D’aprés (3.80), les vitesses des états intermédiaires sont identiques, ce qui permet de poser

u* = uy = uy. Des égalités (3.75, 3.77, 3.78, 3.79), on tire les expressions suivantes pour 192 a et

u*:

N 1 -
ut= o (1C_ug + Crug — Ap)
=9, - ————(Ap—CLA
g g C,(C, —|—C+)( D C—‘r ’LL), (381)
9 =9 — (A C_Au).
a=Vat Ge r oy At Oy

Pour une approximation donnée de hd,,Z, on note que ces expressions définissent de fagon unique
le solveur de Riemann. On a donc montré le résultat ci-dessous:

Proposition 31.

Le solveur de Riemann (3.74) défini par les relations (3.81) est un solveur de type Godunov
pour le systeme lagrangien de Saint-Venant (3.71). 1l induit un solveur de type Godunov pour le
systéme eulérien de Saint-Venant (3.66).

o

Nous nous intéressons maintenant aux propriétés de positivité du solveur (3.74, 3.81). En effet,
tout comme pour la Dynamique des gaz, il est nécessaire de préserver la positivité de la hauteur
d’eau h, ou ce qui revient au méme de son inverse 9. On a alors le résultat suivant :
Proposition 32.
Les états intermédiaires du solveur de Riemann simple (3.74, 8.81) sont positifs pour C_, C4
assez grands (i.e. 97 ;> 0).

Preuve:
Définissons r = C;. /C_. En utilisant les relations (3.81), on a par exemple a gauche,

rC_Au— Ap
C2(1+r) '

dont on déduit facilement la positivité de J; pour Cy et C_ assez grands, ce qui achéve la
démonstration.

9t =g+

o
Remarque 2.

Lorsque le paramétre r = Cy /C_ est constant (par exemple, r = 1), la condition de positivité
peut étre obtenue explicitement en résolvant deur équations du second degré.

o

Nous considérons maintenant le caractére entropique du solveur de Riemann simple (3.74, 3.81).
On a alors le résultat suivant :

Proposition 33.

le solveur (3.74, 3.81) est un solveur de type Godunov entropique si les pentes C_, Cy sont
suffisamment grandes. Plus précisément, on a l'inégalité,

A(pu) + wFAZ < —~C_(E; — E,) + C4(Eq — Ej). (3.82)
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Il induit un solveur de type Godunov entropique en coordonnées eulériennes qui satifait l’'inégalité,

A(Bu+ pu) + whAZ < —c_((hE); — (hE)y) + u* (hE)) — (hE)}) + e (hE)q — (hE)3),
(3.83)

ol les pentes c_, cy sont définies par —c_ = uy — C_14 et c; = ug + CLIq.
Preuve:
Afin de montrer I'inégalité (3.82), nous allons évaluer la quantité définie par,

T = A(pu) + u*hAZ + C_(E; — E,y) + C.(Ej — Eq)

On a tout d’abord,
(u*)Q 2 (u* 2 u2
T = A(pu)+u*hAZ +C_( 5 +€j — +5g)+C+( 5 +5d—?+gd)

2 2 u2
w) —au;—ﬂ2d>+0 (e5 —&g) + Ci(e) — €a),

= A(pu)+u*hAZ+S<( 5

C_ Cy
b t o =C0C_ .
ou o = C_+C’+’ﬁ SRFoR et S=C_+Cy

On a maintenant, d’une part, en utilisant (3.81),

)

" 2 2 Ap\ 2
(u )Q—auzg—ﬂud = 1[(aug+5Ud—Ap> —<0‘u§+ﬁ7~‘3)

ol Uq = aug + Bug.
1 _
D’autre part, en posant x, = —— —
part, en p g SC_( ) SC;
de Ty g de

€g.d — €gd = xgd@(ﬁgd)+ 9 W(ﬁg,d)+0($2,d)a

= ~Tg,dPgd + 2 W(ﬂg,d) + O(wﬁ,d)-

22 2 2 72
D’ou l'on tire, en posant R = C_?g%(ﬁg) + C+%%

Cc_ (5; — Eg) + C+(5Zl —&q) = —C_zgpg — Crxapa + R,

_ —%(C+Au —Ap) - %’(am +Ap) + R,

ApAp
S

(¥q) + C_O(x ) +CLO0(zd),

Au
= ——(Cypg+C_pg) — +R, (3.85)

5 ApAp
pPAp
= —pﬁAu— S

+R,
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ou pg = [py + apa-
Finalement, d’apres (3.84) et (3.85), on a,

~2

— Ap A Ap
T = A(pu)+u*hAZ — @(AU) —uaAp+ —— — ppAu PP LR,
2 28 S
_ _ Ap
Or, rappelons que Ap = Ap + hAZ et que u* = uy — < En utilisant 'égalité A(pu) =
uaAp + pgAu, on en déduit que,
72 —_
T = Alpu)+uhAZ — ﬁ(Au) — UaAp — ughAZ + AQI; — pglAu— AZAP TR,
oS . BAp— Ap  ApAp
= %S(Au) AShAZ—i— 2% 5 +R,
_ o 2_ 2P _ =P
= 5 (Au)® — < (hAZ 5 +Ap> +R,
_aBS, 5 AP
= (Au)—QS—l-R
1 Ap
De plus, on a,|z,| = SC’, ——|CyAu—Ap| < — (]A |+ | < |>

1
et aussi, |zrg| < o, <|A | + A S ’)
On en déduit que,

Ch |Ap| Co Apl
R ———(]A ———(|Au
~ Min(C_,Cy) <| u+ 5 S +Mm(C%,Ci) [Aul+ =5~ s )7

ou C] et (5 sont des constantes indépendantes de C_ et C'y. On a donc finalement obtenu la
majoration suivante,

-2 -\ 2
S A C A C: Ap

28  Min(C_,Cy Min(C2,C%) S
(3.86)
Supposons dans un premier temps que Au # 0.
Or, on a, afS = S SRS quand C_,Cy — +o00. Le premier terme du second

C_+Ct
membre de l'inégalité (3.86) est alors dominant, et dans ce cas il est clair que si C_ et C sont
assez grands, on a bien 7' < 0, qui est I'ini; Sgaliti; 3 d’entropie (3.82).
Supposons maintenant que Au = 0. L'inégalité (3.86) devient alors,

oo A Ci Ap\° Ca A7\
= - + . + . 9
28 Min(C_,Cy) \ S Min(C2,C2) \ S

AP - 20, _ 20u[Ap|
25 Min(C_,C4)S  Min(C?,C%)5?

et T est bien négatif pour C_ et Cy assez grands, ce qui achéve la démonstration.

<
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Remarque 3.
On notera que le résultat précédent est vrai indépendamment du choiz de hAZ.

3.5.3 Solutions équilibre

Tout comme pour le systéme de la Dynamique des gaz avec gravité, on s’intéressera ici
uniquement aux solutions stationnaires de vitesse nulle. Elles sont définies par :

u=0 et Oyp=—ho,Z.
d,
Définissons alors f = f(h) par df = % Les solutions stationnaires sont alors données par,

u=0 et f+4+ Z=Cste.

On remarque alors que si Au = Ap = 0, on a trivialement V, = Vg et Vi = Vg pour le

solveur lagrangien. Par suite, puisque les états intermédiaires du solveur eulérien sont définis par
5a=U(V} ), ona d(inc aussi U = Uy et Uj = U,.

Définissons maintenant h par,

Ap |
hg="hg si Ah=0,
et posons,
hAZ = hAZ. (3.88)
Puisque par définition, Ap = Ap + hAZ, avec le choix (3.88), on a alors,
Ap=0< A(f+Z)=0.
On a donc montré le résultat suivant,
Proposition 34.
le schéma (3.74, 3.81) préserve les solutions stationnaires définies par ,
u=0 et [+ Z=Cste.
o

Cas du systéme de Saint-Venant originel

Dans ce paragraphe, on considére le cas spécifique du systéme de Saint-Venant (3.66). On

h2
a dans ce cas p = 97 et f = gh a une constante prés. Les solutions stationnaires sont donc

données par h + Z = Cste et u = 0. On en déduit en utilisant (3.87) que h = hq ot h, désigne
la moyenne arithmétique. La discrétisation du terme source est donc donnée par hAZ = h,AZ,
ce qui constitue une approximation trés naturelle et simple de surcroit.
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3.5.4 Applications numériques

On considére ci-dessous uniquement des applications numériques en coordonnées eulériennes.
Celles-ci ont été réalisées a I’aide du solveur eulérien obtenu a partir du solveur lagrangien (3.74,
3.81). La constante de gravité g est prise dans tous les cas égale a 1.

Le premier cas test considéré est tiré de [PER2] et est dénommeé ’Still Water’. Il s’agit de vérifier
que le schéma est capable de préserver les solutions & 1’équilibre. Le domaine de calcul est
constitué d’un canal avec une bosse parabolique sur le fond donnée par 1’équation,

Z(x) = [0.2 — 0.05(x — 10)?] .
La longueur du canal est de 20m et on utilise 100 mailles. La condition initiale est

u =0,
h+ 7 =2.

Sur la figure (3.6), est représentée la solution a t=50s. Elle est totalement superposée avec la
solution exacte.

Le deuxiéme cas test permet de calculer I’écoulement aprés la rupture de deux barrages dans
un canal. Il s’agit de vérifier que le schéma fournit bien en temps long la bonne solution d’équilibre
et se comporte sans probléme en présence d’un fond discontinu. Le domaine de calcul est constitué
d’un canal avec une bosse constituée par un créneau sur le fond donné par I’équation,

0. si 0.<z<l1,,
Zx)=< 1. si 1l.<z<2,
0. si 2.<z<3.

La longueur du canal est de 3m et on utilise 100 mailles. La condition initiale, représente sur la
figure (3.7), est donnée par,

3. si 0<z<l,
u=0 et h(z)=< 1. si 1l.<zx<2,
1. si 2.5z <3,

et les conditions limites sont de type réflexion.

On constate sur les figures (3.8, 3.9) le bon comportement du schéma qui supporte sans probléme
les fortes discontinuités et converge asymptotiquement en temps vers la bonne solution stationnaire.
Ceci permet, de mettre en évidence la robustesse du schéma.
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F1G. 3.6 — Still Water: t=50s
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FiG. 3.7 — Font discontinu : condition initiale
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FiG. 3.8 — Font discontinu; t = 5s
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FiG. 3.9 — Font discontinu; t = 100s
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Chapitre 4

Solveurs simples entropiques pour des
systémes hyperboliques
non-conservatifs : application a la
Magnétohydrodynamique

4.1 Introduction

On aborde dans cette partie la résolution numérique des systémes hyperboliques non-linéaires

et non-conservatifs. A 'origine cette étude fut menée dans le but de simuler des phénoménes
régis par les équations de la Magnétohydrodynamique (MHD) en plusieurs dimensions d’espace
a l'aide du systéme de Powell. En effet, ce systéme comporte au second membre un produit non-
conservatif dont la justification mathématique est donnée dans [GAL7|. Nous n’aborderons pas
ici les aspects théoriques induits par les problémes d’interprétation de produits non-conservatifs.
On renvoie pour cela aux travaux de [DLM|, [LEFLOCH]|, [HOU], [C-L-N-P|, [LEFLOCH-TP].
On s’intéresse ici uniquement a la résolution numérique de tels systémes. Sur ce point, on citera
les travaux de [BER|, [BE-CO|, [CMP], [RAV-SS], [TOUMI].
On propose ici un cadre général dans lequel on définit les solveurs de Riemann pour de tels
systémes. En particulier, on prolonge la notion de solveurs de Riemann simples développée dans
[GAL4] pour les systémes homogeénes et dans [GAL5| pour les systémes avec terme source, et on
en fournit une caractérisation élémentaire. D’autre part, on montre qu’il est possible d’établir
une correspondance biunivoque ente solveurs simples eulériens et solveurs simples lagrangiens
pour les systémes physiques. Cette équivalence permet de se concentrer essentiellement sur la
formulation lagrangienne qui est toujours algébriquement plus simple. Par exemple, on construit
pour le systéme de Powell deux solveurs simples entropiques lagrangiens induisant des solveurs
eulériens du méme type.
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4.2 Schémas de type Godunov

4.2.1 Systémes de lois de conservation généraux

Nous nous intéressons ici & la résolution numérique des systémes hyperboliques abstraits du
type suivant,

0,U + P(U)o,B(U) = 0, (4.1)
ou encore de la forme,
0,U + 9,F(U) + P(U)0,B(U) = 0, (4.2)

avec U, F des vecteurs de RY et P une matrice N x N.

Ces systémes ont la particularité d’étre non-conservatifs. On renvoie aux travaux de [DLM],
[HOU], [LEFLOCH], [C-L-N-P|, [LEFLOCH-TP] pour l’aspect théorique concernant de tels
systémes et de [BER]|, [BE-CO], [CMP], [RAV-SS] pour 'aspect numérique. On ne soucie pas
ici du sens donné au produit non-conservatif P9,B. Ce point a ét abordé dans [GALT|. Dans
[GAL4] a été introduite la notion de solveurs de Riemann simples pour les systémes conservatifs
et dans [GAL5| pour les systémes hyperboliques avec terme source. Nous nous proposons ici de
géneéraliser cette notion au cas des systémes (4.1) et (4.2).

On supposera en outre que ces systémes possédent un couple entropie-flux (7, q), ce qui signifie
qu’il existe une fonction strictement convexe 1n(U) et un flux d’entropie ¢(U) vérifiant la relation
Vq = VnPVB pour (4.1) ou Vg = VnVF + VnPVB pour (4.2). On dira alors qu’une solution
U est entropique si elle vérifie au sens des distributions I'inégalité d’entropie suivante :

8 + Ozq < 0. (4.3)

Nous commencons ci-dessous par rappeler les résultats de [GAL4| pour le cas conservatif.

4.2.2 Rappels sur les solveurs simples pour le cas conservatif

On introduit tout d’abord une notation, valable dans la suite de ce document. Pour tout
couple (Xg4, Xg), on notera AX = Xg — X,.
Considérons maintenant le systéme hyperbolique conservatif suivant :

8, U + 0,F(U) = 0. (4.4)

Afin de résoudre numeériquement (4.4), on introduit usuellement la notion de schéma de type
Godunov. Soit W (z/t; Uy, Uy) une approximation du probléme de Riemann suivant :

atU + axF(U) - O,
U, si oz <0,
Ul(z,0) = { U, si z>0.
Définition 7.

On dit que W (z/t; U,, Uy) est consistant avec la forme intégrale de la loi de conservation (4.4)
si et seulement si ’égalité suivante est vérifiée pour T suffisamment petit :

Az/2 Az
/ W (a/7: Uy, Ug)dz = 5 (U, + Uy) ~ 7AF. (4.5)
—Az/2



4.2. SCHEMAS DE TYPE GODUNOV 89

On dit que W (z/t; Uy, Uy) est consistant avec la forme intégrale de l'inégalité d’entropie (4.3)
st et seulement si l'inégalité suivante est vérifiée pour T suffisamment petit :

Az/2 Az
[ POV /70 V)i < 5 0(U,) +1(U0) 7 (1.6

o

Etant donné un pas d’espace Az, on considére une approximation (U?");,, de (4.4) constante a
chaque instant ¢" dans chaque intervalle |(i—1/2) Az, (i4+1/2)Az]. A I'aide du solveur de Riemann

W, on peut alors construire la solution '1';)% linstant t"*! en utilisant la relation suivante :

1 0

1
Ut =

Ax/2
W(o/AEUL UDde+ [ W/AGUR UL e ), (@)
0 —Azx/2
et on sait [HLL] que si W est consistant avec la forme intégrale de la loi de conservation (4.4),
alors le schéma (4.7) est conservatif, i.e., il existe un flux numérique H tel que

At
Uit =y - E(HHl/Z —H;_1/5).
De méme, si W est consistant avec 'inégalité d’entropie, alors il existe un flux d’entropie
numérique @ tel que
At
1
it < — E(Qi+1/2 = Qi—1/2)-

Ceci nous conduit a la définition suivante:

Définition 8.

Si le solveur de Riemann W est consistant avec la forme intégrale de la loi de conservation, alors
le schéma (4.7) est appelé schéma de type Godunov. On dira alors que W est un solveur de type
Godunov.

Si le solveur de Riemann W est consistant avec l'inégalité d’entropie, alors le schéma (4.7) est
appelé schéma de type Godunov entropique. On dira alors que W est un solveur de type Godunov
entropique.

Dans [GAL4| est introduite la notion suivante de solveur de Riemann simple.
Définition 9.
On dira que le solveur de Riemann W est simple si et seulement si W (z/t) a la structure de la
solution d’un probléme de Riemann linéaire; i.e. W (x/t) est constitué de (m+1) tats constants
(W) k=1,m+1, séparés par des discontinuités, avec U; = Uy et Upqq = Uy
Il existe donc des réels (Ag)j—y ,, tels que:

- W(z/t) =Uy six/t < A,

- W(z/t) = Uy pour \y—1 < z/t < A\ pour k =2, m,

- W(z/t) =Uyg si Ay, < z/t .



90 CHAPITRE 4. SOLVEURS SIMPLES POUR LES SYSTEMES NON-CONSERVATIFS

Le solveur de Riemann simple est donc caractérisé par Uapplication :

(Uy, Ug) — W, A) = (Uk)k=1,m+1, Mk )k=1,m)

On le notera alors simplement (W, \).

Remarque 4.
On remarquera que m n’est pas nécessairement l'ordre du systéme.

Remarque 5.
Les schémas de Roe [ROE|, HLL [HLL] et HLLC [TORO] fournissent des exemples connus de
solveurs simples.

o

Le principal intérét de cette notion est qu’il est extrémenent facile de caractériser un solveur
simple. En effet, notons pour toute suite (X)g, 0Xr = Xg11 — Xg. On a le résultat suivant :
Proposition 35. [GAL//

Un solveur de Riemann simple est de type Godunov si et seulement si:

m
AF =Y AUy, (4.8)
k=1
Un solveur de Riemann simple est de type Godunov entropique si et seulement si:

Ag < Z AkON-
k=1

Nous renvoyons & [LEV2] qui a aussi mis en évidence 'égalité (4.8).

4.2.3 Solveurs simples pour les systémes non-conservatifs

Nous étendons maintenant de fagon formelle la notion de solveur de Riemann simple aux
systémes non-conservatifs de la forme (4.1).
Définition 10.
On dira que W est de type Godunov pour le systéme (4.1) s’il est consistant, i.e. si et seulement
si il existe une matrice P telle que P(U,U) = P(U) et vérifiant la relation

> AUy = PAB. (4.9)
k=1

On dira qu’un solveur de Riemann simple est de type Godunov entropique si et seulement si:

Ag <) Apdn. (4.10)
k=1
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o

Il est facile de caractériser le schéma induit par cette définition. En effet, tout d’abord on introduit
les notations suivantes:
m m
P'AB=) XU, , P AB=) X\ Uy,
k=1 k=1
ot At = max(X,0) et A= = min(\,0). Le schéma (4.7) s’écrit alors:

Ut =1y - %; <(P+AB)1‘1/2 - (PAB)M/?) '

Afin de mettre en évidence la partie dissipative du schéma, on introduit la notation suivante:

QAU =) |\|0Uy.

k=1
Le schma précédent devient alors:
At [ — —
n+1 n n n
Ut = U - = ((PAB)), , + (PAB)),, ), + QAU 1~ QAU ), (411)

Ceci nous conduit & la définition suivante :
Définition 11.
Le schéma (4.11) associé au solveur de type Godunov W sera appelé schéma de type Godunov

pour (4.1).
o

On sait d’autre part que la forme non-conservative du systéme (4.1) n’est pas unique. En
particulier, en posant D = PJyB, on peut considérer la forme suivante :

8U + DA, U = 0. (4.12)

En fait, si W est de type Godunov pour le systéme (4.1), il est aussi de type Godunov pour le
systéme (4.12). En effet, il suffit de prendre:

1
ﬁ(Ug, Ud) = F(Ug, Ud) / 8UB(Ug + OzAU)dOz.
0

Dans le cas du systéme (4.2), il peut étre souhaitable de discrétiser le terme 0,F de fagon
conservative. Ceci nous conduit naturellement & donner la définition suivante.

Définition 12.

On dira que W est de type Godunov pour le systéeme (4.2) s’il est consistant, i.e. si et seulement
si il existe une matrice P telle que P(U,U) = P(U) et vérifiant la relation

> M\6U, = AF + PAB. (4.13)
k=1
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Il est intéressant dans ce cas de réécrire le schéma (4.11). Il devient :

At - P 0AU QAU
Ul = ur - S0 ((AF +PAB),_, , + (AF +PAB),, , + QAU,_y 5 - QAUZ’H/?) )

tO2Ax
t N _
= U;’L - m (FZ+1 - F’i—l + QAU’L'f]_/Q - QAUZ+1/2>
At [ -
- o+ ((PaB),_,,+ (P2B),, /ﬁ) ,
t t — _
= Ul - (Hip-Hiap) - 5o ((PAB),, , + (PAB), ),

ou Hip /o = % <Fz +Fip1 — QAUi+1/2>'

Cette forme met en évidence d’une part une partie conservative avec un flux H; /, dont le
terme de dissipation numérique dépend du terme source et pas seulement de F, et d’autre part
un traitement centré du terme source.

4.2.4 Un exemple simple: HLL non-conservatif

L’exemple le plus simple de solveur simple pour un systéme non-conservatif est bien str fourni
par un solveur & un seul état intermédiaire. Ce solveur est ’extension naturelle du schéma [HLL]
au cadre non-conservatif. Il est donné par:

U, sixz/t<A,
W(z/t)=¢ U, sii_<z/t<Ai,
Ud s1 >\+ S l’/t

AU, —A_U, AF+PAB

Ay — Ao Ay — A
On notera que dans le cas ou le systéme posséde un couple entropie-flux, ce solveur n’est pas
nécessairement entropique, contrairement au cas conservatif.

avec U, donné par la relation de consistance, soit U, =

4.2.5 Solveurs de type Roe

On montre dans ce paragraphe comment étendre la notion de matrice de Roe au cas non-
conservatif. Cette idée a été introduite dans [TOUMI|. Pour cela, on considére la forme (4.12).
Comme pour le cas conservatif, 'idée est de remplacer & chaque interface la résolution d’un
probléme de Riemann exact non-linéaire par un probléme de Riemann linéaire plus simple &
résoudre, soit :

oU +D(U,, U,)d,U =0,
U, si z<0,
Uf(z,0) = { U, si z>0.
On propose alors la définition de matrice de type Roe pour un systéme non-conservatif.
Définition 13.
On dira que la matrice D(Uy, Uy) est de type Roe pour le systéme (4.12) si les conditions
susvantes sont réalisées :
- ﬁ(Ungd) — D(U) si (UgaUd) — (U, 0),
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- ﬁ(Ug7 Uy) posséde des valeurs propres réelles et est diagonalisable.

On dira alors que le solveur de Riemann associé W est de type Roe pour le systéme (4.12).

On vérifie alors que si W est de type Roe, le schéma (4.11) s’écrit :

At

Ut =0 o,
xr

(Dis1/2AU 412 + Di_1)2AU; 1 /5 — [Dit1/2|AU 419 + D1 2| AUy 2)
Cette écriture met en vidence le role de la valeur absolue de [D| en tant que matrice de dissipation.

4.2.6 Le modéle d’Euler quasi-neutre

Le modéle d’Euler quasi-neutre a été introduit dans [COR1]. Il modélise un plasma composé
d’ions et d’électrons pour lequel la longueur de Debye est petite devant les dimensions caractéristiques
du probléme. On suppose aussi le plasma suffisamment collisionnel pour qu’il puisse étre considéré
comme un fluide continu, et enfin que les rapports des chaleurs spécifiques ; et v, sont identiques,
ie. vi =7 =7 =5/3. Il est donné par les équations,

n nu 0
Ol nu | +0, nu? +n(T, +T;) =10 (4.14)
nE u(nE +n(T. + T;)) 0
et aussi,
OiSe + u0zSe = 0, (4.15)

oil s, désigne l’entropie spécifique électronique donnée par s, = T, /n7~ 1.
On note que I'équation (4.15) posséde une forme conservative, soit,

Or(nse) + Ox(nseu) =0, (4.16)

et dans ce cas le systéme (4.14, 4.16) est globalement conservatif. Il est alors possible d’utiliser
un schéma conservatif, par exemple un schéma de Roe [CO-MA, B-G].

Dans [COR1], cependant, c’est la forme (4.14, 4.15) qui a été retenue afin de numeériser le modéle
d’Euler quasi-neutre. En effet, on note que le systéme (4.14) est un systéme d’Euler standard
pour lequel on utilise un schéma de Roe qui s’écrit :

n n At A A
Vit =vi - Ax (Az_fl/QAVifl/Z + Ai+1/2AVi+1/2> ; (4.17)

oil A est la matrice de Roe associée au systéme (4.14) & chaque interface ;4 /2 et o V désigne

le vecteur !(n, nu,nkE).
1/2 1/2
ng/ Ug +nd/ Ug

n;/2+ni/2

Il est connu que cette matrice a pour valeurs propres u — @, w, U + @, ol U =
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et @ est la vitesse du son moyenne (voir [ROE]). Le schéma utilisé dans [COR1| pour discrétiser
(4.15) est donné par:

n n At — —
(st = (500 = 5o (T jp(Bsedi1p + 707, p(Dseivaga) (4.18)
Posons maintenant :
V; =Vy,+®_R_. , V;=V;-O, R,

ot Ry (resp. @) sont les vecteurs propres (resp. variables caractéristiques) associés a la matrice
de Roe A [ROE].

Notons maintenant U = {(V, s,). On vérifie alors que le schéma (4.17, 4.18) est un solveur
de type Godunov qui dérive du solveur de Riemann simple suivant :

U, = U, six/t <u-—a,
Uy, = ( A > siu—a<z/t<u,
W(a/t) = (5e)s (4.19)
Uz = d siu<z/t<u+a,
(8e)a
Uy, = Uy Siﬂ+a<m/t.

Ce solveur est en outre de type Roe avec D = (

o B
Sl ©
N————

4.2.7 Le systéme de Powell

Dans [POWELL], Powell a proposé une modification du systéme de la MHD vérifiant certaines
propriétés agréables dont 'invariance galiléenne. Dans sa version 1D, il prend la forme suivante :

8tU + 8xF = PaxBxa

P Py 0
Pug pui + ﬁ - Bg By
Py puzuy — By By B,
on U= | P  F= pugu, — By B, P—- B, 7 (4.20)
B, 0 Uy
B, Byu, — Bpuy Uy
B, B,u, — Bzu, U
pE uz(pE +p) — B;B-u B-u

avec u = *(ug, uy, uy) le vecteur vitesse et B = (B, By, B;) le champ magnétique.
2

. B
L’¢énergie totale est désignée par F = & +u?/2, avec & = ¢ + e et € I’énergie interne spécifique.
P

De méme la pression totale est p = p + B?/2, et dans la suite H désignera ’enthalpie totale
donnée par H = & + Py u?/2.
p
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La jacobienne OyF est donnée par:
0 1 0 0 0 0 0 0
—uy +dp}  2up+dps  dpy  dpi 2By +dpy  dpg  dpr dpg
— Uy Uy Uy Ug 0 —-By —B, 0 0
—Ug Uy U 0 Ugs —-B, 0 -B, 0
A — 0 0 0 0 0 0 0 0
B B B B
— Yy, + —zuy = - 0 — Uy Ug 0 0
0
i B
P P
dH, dHs dHs dH, dHs dHg dH7; dHsg
avec les notations suivantes:
* Y 1 2 * * *
dpy = o v dpy =1 =7uz , dpz=1—=7uy , dpj=(1-"7)us,
dpy = (2—7)B: , dpi=2-7)By , dpr=02-7)B. , dpi=7-1,
et aussi:
. B,
dHy = —u,H + u,dp] + —u- B,
p
~ B? B B
dHy = H + uzdpy — == |, dHj3 = u,dpy— —B, , dHy=udp;— —B,
P P P
dHs = uydp; —u-B — Byu, , dHg = ugdps — Byuy , dH7 = ugdp; — Byu.,
dHg = uy + ugdpg.
Sous forme non-conservative, le systéme de Powell (4.20) prend la forme ci-dessous:
U+ A,0,U =0, (4.21)

avec A, =A —P et ot P =(0,0,0,0,0,P,0,0). Cette matrice est donnée par:

0 1 0 0 0 0 0

0
—ui +dpi  2u,+dps dpy dpf —B.+dpi dp; dp; dp§

— Uz Uy Uy Uy 0 0 —B, 0 0

— Uzl Uy 0 Uy 0 0 -B, 0

A — 0 0 0 0 Ug 0 0 0

p By B, B, B,

B
p p p
dH, dH> dHs dHy

dHs+u-B dHg dH; dHg
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Dans [GALO|, on a vu qu'il était possible de construire un équivalent discret de la matrice A,

donné par:

0 1 0 0 0 0 0 0

—2 + dp, 2uy +dpy  dps dpy, —B,+dps dps dp; dpg
— Uz Ty Uy Uy 0 0 -B, 0 0
=TT Uy 0 Uy 0 0 -B, 0
A 0 0 0 Uy 0 0 0

P B B B B ’
—~u, + =u, = = 0 0 Uy 0 0
A I

_:Zﬂx + jﬁz == 0 _ =T 0 0 Uy 0

p P L L _

dH1 dH5 dHs dH4s dHs5+u-B dHg dH; dHg

(4.22)
(AB)?

Ol\l7 en posant X = 1A 12
2(ps” + 0 *)2

——* - 17 ——% _ ——% _ ——% _
dpy=(2-7)X+ 77112 ;o dpy =1 =Yy , dp3=(1—-7)u, , dpy=(1—"7)us,
et aussi:

dH, =~ H + u,dp; + ~2u-B,

RS ‘\RUU

R — . B? S -« B
dHy = H +Updp, — =%, dHj3 = Uydps — ==
p p

Doy

. __. B
2y ’ dH4 = ﬁl‘dpll - 771.

ﬁf} = ﬂxjp; —u-B _Bzﬂar ) ﬁ6 = ﬂa:dipg - Egpﬁy ’ ﬁ7 = deip; :Exﬂm

dHg = Ty + Uy dps.

On a montré dans [GALO| que la matrice A, posséde des valeurs propres réelles données par
Uy —Cf, Uy — Cq, Uy — Cs, Ug, Uz, Ug + Cs, Uz +Cq, Uz +Cf, €t est diagonalisable (voir [GALO] pour les
expressions des valeurs propres et des vecteurs propres). On a par conséquent le résultat suivant :
Proposition 36.

La matrice de Roe-Powell A, définie ci-dessus est une matrice de type Roe et induit un schéma
de type Godunov pour le systéme de Powell.

4.3 Equivalence Lagrange-Euler

Nous étendons ci-dessous les résultats de [GAL4| établis dans le cas conservatif et dans
[GAL5] pour le cas avec terme source. En particulier, on montre qu’il y a équivalence entre
solveurs simples lagrangiens et solveurs simples eulériens pour une classe assez large de solveurs
de Riemann.
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4.3.1 Systémes hyperboliques physiques

Nous nous intéressons ici & une classe de systémes hyperboliques assez générale. En particulier,
on considére des systémes physiques, i.e. possédant & la fois une forme eulérienne et une forme
lagrangienne (|[DES], [DUBOIS|, [GAL4|). La forme eulérienne d’un tel systéme est identique
la forme (4.2) soit,

8U + 0,F + PO,B = 0. (4.23)

Ici F est donné par F = w U+ G avec GO de premiére composante nulle et o u est la vitesse en
x. Habituellement, la premiére composante de U est la densité p qui est positive. On supposera
de plus que PO,B a sa premiére composante nulle. La premiére équation est alors

Op + 0z(pu) = 0.
Pour obtenir la forme lagrangienne, on définit les variables 7 =, m = [ pdx et les vecteurs:
n=(1,0,..,0) U=pm+U" VP=9U° V=vn+V’ G=-un+G’ 9=1/p.
La forme lagrangienne du systéme est la suivante,
0-V +0,G+Po,,B=0. (4.24)

On ne soucie pas non plus dans ce paragraphe du sens donné aux produits non-conservatifs P0, B
et P0,,B. On supposera aussi que (4.24) posséde une paire entropie-flux (o, q) et on considérera
les solutions vérifiant 'inéquation d’entropie suivante

Celle-ci induit alors pour la forme eulérienne I'inéquation d’entropie ci-dessous,

9 (po) + Ox(pou +q) < 0.

4.3.2 Construction via les états intermédiaires

Dans ce paragraphe, nous développons une méthode de construction systématique de schémas
de type Godunov eulériens (resp. lagrangiens) a partir de schémas lagrangiens (resp. eulériens).
Elle établit une correspondance entre les états intermédiaires des solveurs de chaque forme.
Considérons un schéma de type Godunov pour le systéme lagrangien (4.24) et supposons le associé
& un solveur de Riemann simple (V, A) défini par les pentes (Ax);_ ,, et les états intermédiaires

(Vk/,)k,:l?mJr17 S0it :

V=V, sio m/T < Ap,
Wy (m/7) = Vi si Ag—1 <m/T <A, pour k=2m, (4.25)
Vm+1 = Vd si )\m < m/T.

Puisque le schéma associé est de type Godunov, il existe P tel que I’on ait la relation suivante:

AG + PAB = Z N0V
k=1m
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Rappelons ici que la premiére équation du systéme lagrangien a la forme suivante :

0:9 — Opu = 0. (4.26)
Cette équation correspond & la conservation de la masse et s’écrit en coordonnées eulériennes:

Op + Ogpu = 0. (4.27)
Elle implique qu’au travers d'une discontinuité de pente A, on a la relation de saut :

Au + AAY = 0. (4.28)

Dans la suite, on considérera des solveurs simples vérifiant 1’analogue discret de (4.26) au travers
de chaque changement d’états, i.e., on supposera que:

dup, + A0V, =0 pour k=1m (H;).

Cette hypothése est naturelle car I’équation (4.26) est linéaire.

Soient (c, B) un couple de réels conjugués, i.e., vérifiant, « + 3 = 1, ainsi qu’une suite (Xx)g. On
notera alors X, , = aX; + 8X;41.

Soient enfin deux couples (X4, Xg) et (Yy,Yy). L’identité suivante est alors vérifiée:

A(XY) = X, AY + Y3AX.

En utilisant la notation précédente, on note que si (H;) est vérifiée, on a alors pour tout « et
tout k& :
Ua kT MVa ke = U + AUk = Upg1 + ApUp1

On notera dans ce cas:
A, = Uq k + )\kﬁa,h (4.29)

On remarque en outre que si les quantités () sont positives, alors la suite (Ag)x est croissante.
Ceci nous ameénera a considérer par la suite ’hypothése suivante :

U, >0 pour k=1m (Ha).

Enfin, par souci de consistance avec les équations (4.26) et (4.27), on supposera que la premiére
composante du vecteur PAB est nulle, soit,

(PAB), =0 (Hs3).

On construit maintenant pour le systéme eulérien (4.23) le solveur de Riemann suivant (U, A)
défini par les pentes (Ag),_; , et les états intermédiaires (Ug);_; ,, définis par Uy = U(Vy),
soit,

U1:Ug=U(Vg) s1 :L‘/t<A1,

Wg(x/t) = U, =U(Vy) sio Apog <zx/t<Ap pour k=2,m, (4.30)
Um+1 = Ud = U(Vd) s1 Am < I‘/t.
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Nous allons déterminer par la suite sous quelles conditions le solveur W g est un solveur de type
Godunov. Avant d’énoncer le résultat principal, on donne le lemme suivant :

Lemme 2.

Supposons (H1) vérifiée. Soit (xg)r une suite quelconque et (Xi)r = (prpi)k-

On a lidentité suivante :

> AROXp=A@uX)+ Y bz

k=1,m k=1,m
Preuve:
On a:
D o MdXe = ) [tak + M6 X5,
k = Zk:[ua,/c5Xk — M X k608 + Z Me[Pa k0 Xk + X3 1004,
= zk:[uavkéXk + X poug) + ) ik[ﬁa,ka + X5 00], en utilisant (H1)

& k
= D X))+ Y Meb(9X),
k k

= A(uX)+ Y \pbay.

k

o

Le résultat précédent induit le corollaire immeédiat suivant :

Corollaire 3.

Pour tout réel A, l'équivalence suivante est vérifiée :

D bz = A= > ApbXy > A(uX) + A,
k=1,m k=1,m

o

On énonce maintenant le résultat principal donnant 1’équivalence entre solveurs lagrangiens et

solveurs eulériens.

Proposition 37.

Supposons (Hy), (Hsz) et (Hs) vérifies. Alors, le solveur de Riemann simple lagrangien (V,\)

(4.25) est de type Godunov pour le systéme (4.24) si et seulement si le solveur de Riemann

eulérien (U, N) (4.30) est de type Godunov pour le systeme (4.23).

De méme, si (Hy), (Ho) et (Hs) sont vérifies, alors le solveur de Riemann simple lagrangien

(V,A) (4.25) est de type Godunov entropique pour le systéme (4.24) si et seulement si le solveur

de Riemann eulérien (U, N) (4.30) est de type Godunov entropique pour le systéme (4.23).
Preuve:

Supposons que (4.25) soit de type Godunov. On a donc:

AG + PAB = Z N0V (4.31)
k=1m
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11 faut montrer la relation: AF + PAB = Zk:l,m ALoU,.
On a alors:

AF +PAB = A(uU + G°) +PAB,
— Alpu)n+ A(uU% + AG® + (PAB)’ + (PAB), n,
= A(pu)n+ A(uU%) + Z MOV, d’apres (4.31) et (H3).
k

Or, en utilisant le lemme 2 avec successivement X = U? et X = p, on obtient les deux relations
suivantes :

AU+ " NdVE =D AU,
k k
Alpu) = Apbpy.
k

Par suite, on a:

AF+PAB = Y Adpn+ Y AUy,
k k
= ZAkéUk.
k.

Par conséquent, le solveur de Riemann (4.30) induit bien un schéma de type Godunov.

La démonstration de la réciproque étant identique, ceci achéve la démonstration de la premiére
assertion.

En ce qui concerne le cas entropique, la démonstration est une conséquence directe du corollaire
3, en prenant x = 0 et A = Ag.

Nous avons en outre la propriété immeédiate suivante:

Propriété 1.

Supposons (H1), (H2) et (Hs) vérifiées.

Le solveur de Riemann simple lagrangien (4.25) est positif si et seulement si le solveur de
Riemann simple eulérien (4.50) est positif.
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4.4 Application

1l existe de nombreuses utilisations possibles du principe de construction développé au paragraphe
précédent. Par exemple, dans [AB-SA|, un schéma de type HLL est construit pour un modéle
multifluide. On peut réinterpréter facilement celui-ci en terme de solveur de type Godunov.
Cependant, ce solveur conserve les inconvénients du schéma HLL, i.e.il ne préserve pas les
discontinuités de contact. En considérant la version lagrangienne du modéle proposé dans [AB-SA],

il est possible de construire un solveur entropique & deux états intermédiaires, qui est donc a
priori moins dissipatif, et vérifiant en outre la propriété (H1). On ne développera cependant pas
cette étude dans la suite, et on se limitera au cas du systéme de Powell pour la MHD.

4.4.1 Le systéme de Powell en coordonnées de Lagrange

Dans ce paragraphe, on cherche & appliquer le principe de construction précédent au cas du
systéme de Powell (4.20). En particulier, on va construire pour la forme lagrangienne du systéme
de Powell des solveurs de type Godunov satisfaisant les propriétés (H1), (H2) et (H3) afin d’en
déduire des solveurs de type Godunov pour la forme eulérienne. Cette forme lagrangienne est
fournie par:

0;V + 0,,G = P0,, B,

0, — Uy 0

Ug p— Bg By

Uy -B,B, B,
. Uy —-B,B, B, 4.32
ot V= B9 , G= _B,u, , P=— . , ( )

B9 —Byuy Uy

B.Y —B,u, Uy

E ugp — BB -u B-u

avec:

¥ le volume spécifique,

— p la densité qui vérifie p = 1/9,

— Ug, Uy, U, les composantes de la vitesse u,

- By, By, B; les composantes du champ magnétique B,

p = p+ B2/2 la pression totale,
— ¢ l'énergie interne donnée en gaz parfait par e = pd/(y — 1),
~ & =¢ +9B?/2, 'énergie interne totale,

E Dénergie totale donnée par E = & + u?/2.

11 est facile de donner un sens au produit non-conservatif Po,, B, ( voir [GALT]). En particulier,
les deux termes P et B, ne sont jamais discontinus en méme temps. De plus, les discontinuités
de contact sont définis par Au=0, AB; =0et Ap=0.

Ce systéme posséde en outre une entropie qui n’est autre que I'entropie habituelle de la mécanique
des fluides, soit s = f(p¥7), ou f est croissante convexe, et bien sir le flux d’entropie associé est
nul. Ceci conduit & chercher des solutions vérifiant I'inéquation d’entropie suivante :

drs < 0. (4.33)
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On remarquera aussi qu’aprés combinaison de la premiére équation de (4.32) avec I’équation sur
B9, on obtient I’équation trés simple suivante sur B, :

8, B, = 0. (4.34)

Tout comme pour le cas conservatif, afin d’étudier ce systéme, il est plus aisé d’introduire le
vecteur suivant de variables primitives 'Q = (0, ug, uy, us, By, By, Bz, p). On obtient alors la
forme non-conservative suivante :

0,V + A0,V =0, (4.35)

avec A, = OvyG — PovQ et P = (0,0,0,0,0,P,0,0). Cette matrice A, est I’équivalent
lagrangien de la matrice de Powell (4.22).

De méme en posant N = dqV, et en multipliant (4.35) a gauche par N~!, on obtient le systéme
suivant :

0-Q + DpamQ =0,

ou la matrice D, = N_lApN est donnée par

0 -1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 B, B, 1

0 0 0 0 0 -B, 0 0

D |0 0 0 0 0 0 —-B, 0
» 0 0 0 0 0 0 0 0
0 B,/9 —Bg/V 0 0 0 0 0

0 B./Y 0 ~B./9 0 0 0 0

0 C? 0 0 0 0 0 0

La quantité C désigne la vitesse du son lagrangienne donnée en gaz parfait par C? = yp/4.
On notera que A, et D, sont semblables. En conséquence, elles ont les mémes valeurs propres
données par

o, 0 , C’ffl =+C,, = ¢ /9 pour m = s,al, f. (4.36)

Les quantités C'y ; désignent les vitesses magneto-acoustiques lentes et rapides et Cy; est la vitesse
d’Alfven. Leurs équivalents eulériens cg o 5 satisfont :

0(211 - ﬁB:% ) c?‘,s - 1/2(62 + (64 - 46262[)1/2)7

ol ¢ est la vitesse du son eulérienne donnée par ¢ = CU, et ¢ est la vitesse du son totale donnée
par & = ¢ + b2, avec b = (b, b,,b,) = ¥'/°B.
Dans la suite, si X = (X, X,, X,) est un vecteur de R3, on notera X | = (X, X,).
2 _ 2 c?c -2
S

c
On définit maintenant les quantités oz? b — et a? = -t
£ s £ s

On peut alors vérifier les identités suivantes (voir [B-W| par exemple) :

C?-FC?:CQ—F]Z)Q, ag—i—afc: 1, agcg—ka%c?:cQ,

cscp = clbgl, (c? — Aasar = cby]. (4.37)
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De méme, on notera,

S - Signe(BCC)7 SS =1 ) Sf = _1 ) /6 = (ﬂyJﬁz) ) 5J_ (ﬁZ) By)

\BI

Afin de définir les vecteurs propres, on introduit les vecteurs suivants,

rl, =%(0,0,8.,-3,,0,0,0,0) , r%, =*(0,0,0,0,0, -S3.9~ 2, 55,071/2,0 )

lal = f(O,O,BZ, —03y,0,0,0,0) , lal =

N’\H/—\

(0, 07 07 Oa Oa *Sﬁzﬁl/zv Sﬁyﬁl/zv 0) )

0 —190557)0
Cs,fQls. f 0
oy sCrsBySSs f 0
oo L ansensBeSSsy | o 1 0
sf ¢ 0 oosE e 0 ’
0 —ayscfBy 9128, ¢
0 —ay B2, ¢
0 s, pc2 )0
0 0
Cs,fQls, f 0
afsCrs3ySSs 5 0
tll - Oéf,scﬁsﬂzsss,f tl2 _ 0
57 9¢ 0 % 0
0 —ayscfy 928, ¢
0 —af’scﬂzﬂl/zS&f
0 o, 11

Alors, les vecteurs propres a droite et & gauche de la matrice D, sont donnés par

—"(1,0,0,0,0,0,0,0) , I§=(c*0,0,0,0,0,0,9%),

1
I‘OZ
C
r2 =%(0,0,0,0,1,0,0,0) , 12=(0,0,0,0,1,0,0,0),

+

_ 1 2 +
Yafs = Tlalfs T Talfs o 1

1 2
al,f,s ilal,f,s + lal,f,s'

103

(4.38)

(4.39)

En utilisant la relation R = Nr entre les vecteurs propres de A, et D,, on obtient les vecteurs

propres & droite suivants R al,f POUr A,

+0.
Ty
al — 0 ’
_552191/2
Sﬁyﬁl/Q
6+ uy

(4.40)



104 CHAPITRE 4. SOLVEURS SIMPLES POUR LES SYSTEMES NON-CONSERVATIFS

—Da 5
*es s,y
£S5, ra,sct,50yS
. £S5, paf,5Cf,5025
+ _ 1 —Vag ¢ B
Rsyf T 191/28f xQ
—Ss,f— 0fsCrs By
191/2 .
_Ss’fTaf’scf,S /BZ

:E(a57f657fux + SSSJOzf’SCf,SuL . ﬁ) + a&fﬁ(ﬁ — B2) — Ss7faf756191/2|BL|

(4.41)

Définissons maintenant les variables caractéristiques “continues”. Tout d’abord, on introduit
les quantités suivantes, ol la notation J signifie soit une dérivée d, = T par rapport & un
o

parami’j)%tre quelconque «, soit une différence A,

Aq = B+ - duy , By = —S91/28+ . 6B,
9
%Sﬂ'éuJ_ ) Bs :a3;5p—af191/2ﬂ'(5BJ_, (442)

A, = asﬁéux +af
C
Ap = af%fdux - 045%555 duy , By = afgdp + as9/?3 - 6B

Alors, en utilisant identité 1 = LIN reliant les vecteurs propres & gauche de A, et D), on obtient
les variables caractéristiques continues ci-dessous

1
¢t =LE - d,V=1:.d,Q = 5 (EAn +By) pour  m=s,al, f. (4.43)
Finalement, puisque le systéme (4.32) est hyperbolique, on a la décomposition suivante :

doG — PdyB, = > Y ¢V RY,. (4.44)
(v;m) = (£;s,al, f)

Considérons maintenant les expressions des valeurs propres, des variables caractéristiques et des
vecteurs propres & droite. On constate qu’ils s’expriment en fonction de p, u, B, ¥ et C. A
Popposé, le flux G et le vecteur P dépendent uniquement de p, u, B, mais pas de ¢ et C. Le
résultat ci-dessous montre que cette propriété reste vraie dans (4.44).

Propriété 2.
L’égalité suivante est vérifice,

doG — PdyB, = > CY ¢t RY,
(vim) = (£, al, f)

ot ¥ et C sont choisis quelconques dans les expresssions de CY, ¢4 et RY données par (4.36),

(4-42) et (4.43).
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La preuve de ce résultat peut étre facilement obtenue par des calculs directs & partir des
expressions des valeurs propres, variables caractéristiques et vecteurs propres a droite en fonction
de p, u, B, ¢ et C, et nous ne la développerons pas ici. Dans la suite, nous verrons que la propriété
2 est aussi vraie dans le cas discret, ce qui nous conduira & la construction d’une famille de schémas
de type Godunov.

4.4.2 Construction d’une matrice de Powell discréte

Nous construisons dans ce paragraphe une matrice de type Roe pour le systéme de Powell
en coordonnées de Lagrange. On appellera une telle matrice matrice de Powell. Puisque dans le
cas ol B, est constant, le systéme de Powell devient le systéme de la MHD conservative, il est
naturel de demander qu’il en soit de méme pour la matrice de Powell vis-a-vis de la matrice de
Roe. Nous allons donc utiliser la technique de construction de la matrice de Roe de [CGR] afin
d’en déduire une matrice de Powell.

Rappelons qu’elle est est basée sur l'utilisation de moyennes arithmétiques et que la matrice de
Roe pour la MHD lagrangienne est 'extension naturelle de la matrice de Roe donnée par Munz
[MUNZ] dans le cas de la Dynamique des gaz. Sauf indication contraire, la notation X, désignera
dans la suite la moyenne arithmétique d'un couple (X4, Xg).

On introduit de nouveau le vecteur de variables primitives ‘Q = (1, u,, Uy, Uz, By, By, B;,p). Le
principe de construction est alors basé sur la recherche de matrices M, N telles que:

AG — P,AB, = MAQ et AV =NAQ.

La matrice de Powell sera alors donnée par A, = Mﬁfl, si N est inversible.

. . . e
En fait, comme pour le cas continu, on considere de préférence la matrice D, = N = M, analogue
discret de D,,. La matrice D obtenue pour la MHD lagrangienne conservative est fournie par :

0 -1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 (By)a (B:)a 1
0 0 0 0 —B, 0 0
D=| 0 0 0 0 0 -B, 0
0 (By)a/Va —DBz/Va 0 0 0 0
0 (B.)a/Va 0 —Bz/Y9, 0 0 0
0o C? 0 0 0 0 0

ave

ot C2,,
une équation d’état quelconque).

On propose ici d’étendre naturellement celle-ci au cas non-conservatif par la matrice D, ci-

= vP, /04, avec P, = p, + L;l[(BQ)a — (B4)?)] pour un gaz parfait (voir [CGR| pour
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dessous:
0 -1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 (Bya (B.)a 1
0 0 0 0 0 —(By)a 0 0
= | 0 0 0 0 0 0 —(Bgz)a O
D, = 0 0 0 0 0 0 0 0 (4.45)
0 (By)a/¥a —(Bz)a/Va 0 0 0 0 0
0 (B)a/Va 0 —(Bz)a/Pq O 0 0 0
0o C?,. 0 0 0 0 0 0
Pour la matrice N, on fait le choix simple suivant,
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
o 0 0 0 1 0 0 0 0
N = (Bz)a 0 0 0 Jq 0 0 0 ,
(By)a 0 0 0 0 Vg 0 0
(B2)a 0 0 0 0 0 Pq 0
B> Pa Ua
a5 Ja xa zZa B:v ava B aVa Bz aVa
(gt 15 e gy v (Bo)ate (Bt (Bo)ade
qui induit la matrice N = ci-dessous:
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
N —(Bz)a/Yq 0 0 0 1/9, 0 0 0
- —(By)a/Va 0 0 0 0 1/9, 0 0
—(B2)a/Va 0 0 0 0 0 1/94 0
B2
Ka(B2 — (—), —Kalzq —HKly, —KlUzq —kKa(Bz)a —kKa(By)a —HKa(B:)a Ka
_ - 1)
-1
oll Kg = FYT On montre alors aisément le résultat :
Proposition 38.
La matrice A, = ND, N est une matrice de type Roe pour le systéme de Powell.
o

On notera que la matrice ﬁp a la méme structure que D,,. En effet, on a ﬁp = ﬁp(Cave, Va, Ba)-
Ceci entraine que ’algébre est la méme que dans le cas continu. En particulier, les valeurs propres
de A, sont données par 0, 0, ijs = ijs(Cave,ﬂa,ﬁa,Ba). De plus, les vecteurs propres a
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droite sont Rffl fs = Rfl fS(Cave,ﬁa,ﬁa,ua,Ba) et les variables caractéristiques discrétes sont
+ + < .
al,f,s — al’ﬁs(caveaﬁaapaaBaaA)? l.e

Aal:ﬂL Au; Bu = —S05°5+ - ABy,

Vg
As = a2 Aux—i—af—Sﬂ Au; By =as—Ap—a9Y%6-AB, (4.46)
.Af:af?Aum—aszSﬁ~AuL ,Bf:af?aAp—l—asﬁ}l/Qﬁ-ABl.

Remarque 6.
On n’a pas traité ici le cas d’un gaz quelconque. Il s’obtient facilement a l'aide des ingrédients

développés dans [CGR].

4.4.3 Construction d’une famille de solveurs de type Godunov

Dans ce paragraphe, comme dans le cas conservatif, nous généralisons le solveur de type Roe
en une famille de solveurs de type Godunov.
Dans ce but, on définit pour C et ¥ arbitraires, les pentes C’;tl’ﬁs = C;?f’s(C Y, Pa, Ba), les
vecteurs R$7f’s = R;t”’s(C, Y, Pa, Ug, By) et les variables caractéristiques qﬁfl’f’s = qﬁf (C 9, Pa, Ba, A).
On construit maintenant le solveur de Riemann suivant

V, sioom/T < =Cy,

Vor = Vy+¢,R; si —Cr<m/T < —Cq,
Vg,al = gf + d)al si —Cy < m/T < -C,
Vys = Vou+os R; si. —Cs <m/1 <0,

W (m/r) = (4.47)

Vd,s = Vd,al — (Z):R;'_ si 0< m/T < C,
Via = Var—o¢ /R si Co<m/T < Cy,
Vd’f = Vd—¢fR+ si Cy <m/T§Cf,
Vao si Of < m/T.

Si dans (4.47), nous choisissons ¥ =0y, et C = Cype, on retrouve le solveur de Riemann associé
au solveur de type Roe défini plus haut. Dans le cas général, le résultat ci-dessous nous permet
de définir un schéma de type Godunov.

Proposition 39.

Lidentité suivante est vraie pour tout ¥ et C,

AG - P,AB, = > CY ¢V RY.. (4.48)
(vim) = (£55,al, f)
<o

Clairement, ce résultat implique que (4.47) est un solveur de type Godunov puisque (4.48) est
exactement la caractérisation donnée par (4.13). De plus, si les états V, and Vg sont séparés
par une discontinuité de contact, i.e., Au, = Au, = Au, = Ap = AB, = AB, = 0, par
construction on a ¢ail7f75 =0, ce qui conduit & Vg, = Vg et Vg, = Vg pour m = al, f,s. On a
donc immédiatement le résultat,

Corollaire 4.

Le solveur de Riemann (4.47) préserve les discontinuités de contact.
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On ne développera pas ici la preuve de la proposition 39. Elle peut étre obtenue & l'aide de
calculs directs & partir des expressions des valeurs propres et des vecteurs propres en fonction de
Pa, Ug, Bg, U, et C. Mais afin de relier cette propriété avec la notion de matrice de type Roe,
on préférera donner la preuve dans le cas particulier ot 9 est choisi égal & ¥,. La méthode que
nous allons utiliser suit la méme démarche que dans le cas conservatif ([GAL2|, [GAL3]). Au
paragraphe précédent, nous avons cherché des matrices M, N telles que AG — P,AB, = MAQ,
AV = NAQ, et nous avons considéré la matrice ﬁp = N_IM, la matrice de type Roe étant
donné par Kp - NDN " Ici, on imposera que la matrice ﬁp est donné par ﬁp =D(C,¥,,B,)
ou le paramétre C est arbitraire, et nous chercherons uniquement la matrice N. Le probléme &
résoudre est donc le suivant :
Eziste-t-il une matrice N telle que A, = ND,, N soit une matrice de type Roe?
L’intérét d’un tel rsultat est évident. En effet, les valeurs propres de Kp sont celles de ﬁp, et
peuvent alors étre choisies aussi grandes que l'on veut, ce qui permet de moduler la dissipation
numérique du schéma.

Nous allons chercher maintenant une matrice N satisfaisant AV = NAQ. Il est facile de voir
que ceci se réduit & chercher une décomposition générale de la pression totale de la forme

Ap = XAY + KAE + O - A(YB),

ol les coeflicients scalaires x, k et le vecteur © sont & determiner. En effet, cette relation conduit
& la décomposition suivante de la pression,

B3 B,
Ap = xAV+KAE+0O-A(WYB)+ ﬁ—aAﬁ — 5 A(YB)
B2 "B, . .
= (X—l—ﬂ—)Aﬁ—ﬁua-Au—k(@— ﬁ—)-A(ﬁB)—I—KAE,
induisant la matrice
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
. 0 0 0 1 0 0 0 0
N "=\ —(By)a/V, 0 0 0 1/, 0 0 0
—(By)a/Va 0 0 0 0 1/9, 0 0
—(B2)a/VYa 0 0 0 0 0 1/9, 0
B; (Bz)a (By)a (B:)a

X + lTa —KUzq —KlUy, —Klzq Of— 9. O, — 1;; 0, — 9. K

Finalement, le résultat suivant donne la réponse a la question posée plus haut.

Proposition 40.
Soit C' un réel positif.
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Supposons que le systéme linéaire suivant est satisfait par les coefficients x, k et O,

YAY + KA+ O -AMWB) = A,

kBa +© = 5 (4.49)

_X+Hﬁa = C +7a-

Alors,les matrices N et D, = D,(C, 94, Ba) satisfont les relations
N 'Av=AQ , N '(AG-P,AB,)=D,AQ.
Ce systéme a une unique solution si la relation suivante est vraie
(pa + (B — (B> )AY + Ac £0.  (C1)
La matrice N~ est inversible si k # 0, ce qui, si la condition (C1) est vraie, est équivalent o
C°AI+Ap£0.  (C2)

Si c’est le cas, la matrice Kp =N ﬁp N est une matrice de type Roe. Ses wvaleurs propres
sont 0, 0 et C’jfs = C’;% fS(C',QS‘a,p}L, B.). De plus, les vecteurs propres 4 droite et les variables

caractéristiques sont donnés par les expressions, Riﬂs = lel’f’s(é, Vay Pa, U, Ba) €t, (biﬂs =
¢5 1.5(C.Va, P Ba, A).

Preuve:
Tout d’abord, on a déja vu que la premiére relation de (4.49) induit I'égalité N AV = AQ,
et il reste alors & montrer que N (AG — P,AB,) = D,AQ. On a d’une part, en posant

- B3
pL=p+="
—Augy
Ap+B,,-AB} —Auy
—B.,AB, Ap.
—BmaABZ _BxaABy
DAQ = 0 , AG-P,AB, = ~BzalABs
ByaA B Blqu — By, Aug
Uy b Ta Uy _BzaAuy
B B
za 'U,J: _ ﬂAuz —BxaAuz
Jq Iy A(ugp) — ByoA(u - B)
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On en tire
—Auy
Apy
—B,,AB,
—B.,AB,
N(AG-P,AB)=| 5 ' ,
Ya Ay, — =24 Au
ga ga Y
“EAqy, — ZZEA
., Uy s Uy
(N‘l (AG — PQABJ;))g
avec
—1 B?
<N (AG — PGABz))S = —(x+ 5D — FitggAPL + ity BaaABy + itz Bay AB;
B, .
+(© — —) - (=Bz,Au) + £ (A(puy) — Bz, A(B - u)),
4
B
= —(x+ Wa)Aum — KUg o AD + kBzgu, - AB
a B,
—Bo(© — rﬁ—) AU+ KUz AP + KpgAuy — By A(B - u),
B2 B.
= —(x+ 19—“ — KPa)Auy — Byo(© — 5 + kB,) - Au.

Par suite, il suffit de montrer que

B2 B, =2
—(x+ =2 — KPa)Auy — Bpo(© — — 4+ kBg) - Au = C" Auy,
Uq Uq
ce qui provient des deux derniéres relations de (4.49).
Pour terminer, (C1) est obtenu en considérant le déterminant du systéme (4.49) et (C2) en
évaluant k a partir de (4.49).

Maintenant, on est en mesure de donner la preuve de la proposition 39.

Tout d’abord, supposons que ¥ = 9,. Alors, grace a la proposition 40, si (C1) et (C2) sont
satisfaites, le solveur (4.47) est un solveur de type Roe, et (4.48) est vrai. Si (C1), (C2) ne sont
pas vérifiées, on note que chaque membre de (4.48) est continu par rapport a Vg, Vg, et on
utilise alors un argument de continuité.

Si ¥ # ¥,, on considére les états V!, données par 'Q(V')) = (9, wy, By, pm) pour m = g,d.
Puisque 7 = (9(V},) +9(V}))/2, (4.48) est vrai pour les états Vi, V/,. De plus, on a

(AG — P,AB,) (Vy, Va) = (AG — P,AB,) (V1 V).

Ceci termine la preuve.
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Positivité

On étudie dans ce paragraphe la positivité de la famille de schémas développés plus haut. On
a le résultat suivant :

Proposition 41.
Si 9 < min(¥y, V), le solveur de Riemann (4.47) induit un schéma de type Godunov positif pour

une vitesse du son C suffisamment grande.

Définissons pour ¥ fixé, le petit paramétre p = 1/C. La démonstration du résultat précédent
s’appuie sur I’étude du comportement asymptotique des quantités ®% et RY en fonction de p. En
particulier, il est facile de montrer que ces fonctions sont prolongeables par continuité en p = 0.
La proposition 41 se déduit des lemmes suivants:

Lemme 3. On a les comportements asymptotiques suivants :

. cf .

lim-L =1 1 =co=1b

Hg’% c y Mli%cs Cqa ’ x|a

lim oy =1 , lim ag = 0.

n—0 n—0

o

Lemme 4. .
Posons X+ = §(AUL:F551/2ABJ_) et 5V2F = I@fRf pour x = f,al,s.

On a les comportements asymptotiques suivants :

0
1
0
+ Ay . 4 0
A N A e I
0
0
Ugq,
0
1
0
i n Auz | 0
MmOV =F5 1 o
0
0

Ugq
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0
0
IBJ_
Y, ¢ =¢5(0) =Xt RE(w) =RE(0) ==+ 0 ,
T59"/%p
uLa'ﬁL
0
0
ﬂL
va OVEO) =% (XF-84) |
SEUQﬂL
uLa'ﬁL
0
0
: + + . + ﬁ
lim ¢y =£5X*-8 , lmR;=+£5 0 ,
w0 =0 —1/2
FS9B
—1/2
(w1, 7597°BL,)- 8
0
0
. " " B
lim 6V ::F(X ﬂ) 0
=0 —1/2
FSYB

(ula + SEI/QBL@) ’ B

Définissons le vecteur Q = (9, u, v, w, By, By, B.,¢) et posons X~ = X,, XT = X,;. Le lemme
précédent permet d’obtenir les états intermédiaires limites donnés ci-dessous :

Lemme 5.
Les états intermédiaires asymptotiques du solveur de Riemann sont définis pour o = g,d par:

Vo

Ugq

~a 0) — uj, 7
Qa,f(0) B
(Aug)?
Ea T+ 3
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Vo
Ugq
) Vi + (5 X5t
Qa,al(o) = 561/2 )
By + o (6" Xa)5t
(Aug)? 1

[y >
3 +§(1—E)(5 - Xa)

(2

Ugq

VJ_a + Xa

Qa,s 0) = 92
(0) B, + S9 X

(Aug)? X2
8 2

Ea T

Ea T+

Entropie

On g’intéresse maintenant au caractére entropique du schéma. Nous avons vu plus haut que
le systéme de Powell lagrangien posséde un couple entropie flux (s,0) et on recherchera des
solutions vérifiant 'inégalité (4.33). Puisque le flux d’entropie est nul, il faut vérifier I'inégalité
suivante :

—C(8g,1—59)—Cai(8g,a1=5¢,f)—Cs(59,s—5g,a1) +Cs(Sd,a1—5d,5)+Cat(8d,f —Sd,a1) +Cr(84—5a,5) > 0.

En fait, on a le résultat plus précis ci-dessous:

Proposition 42.
Pour 9 < min(dy,94), le solveur de Riemann (4.47) induit un schéma de type Godunov entropique
pour une vitesse du son C suffisamment grande. On a les inégalités suivantes :

_Cf(Sgyf — Sg) — Cal(sg,al — Sg7f) — 05(8973 — Sg,al) Z 0, (450)
Cs(8d.at — 5d.6) + Cat(sa.p — Sa.a1) + Cp(s4 — sa5) > 0.

Idée de preuve:
La démonstration de ce résultat est longue et fastidieuse et on n’en donnera qu’une simple idée.
Considérons uniquement la premiére inégalité de (4.50) et réécrivons la sous la forme suivante :

Cal Cs
Sg — Sq.f — Ff(sg’al — Sg.f) — C—f(sg,s — Sg.a1) > 0. (4.51)

Supposons tout d’abors que Au, # 0. D’aprés le lemme 5, on a:

}}E}Jﬁg,f =V }Lli%sg,f =&t g
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et donc limsy > s ¢.

u—0
D’autre part, d’aprés le lemme 3, on a:
C C
lim—% =0 , lim =% =0,
'u,~>0 Cf ;J,—)O Cf

et puisque les états intermédiaires ont des limites finies, I'inégalité (4.51) est vraie.

Si maintenant Awu, = 0, la preuve est plus délicate, et il est alors nécessaire d’effectuer des
développements de Taylor en fonction de u de tous les termes présents dans (4.51), et ceci
jusqu’a l'ordre 4. On ne développera pas ici ces calculs.

Le résultat précédent a pour conséquence le corollaire suivant :

Corollaire 5.

Supposons ¥ < min(¥q,9q). Alors, pour C assez grand, le schéma induit par le solveur (4.47)
est entropique au sens classique avec un flux d’entropie numérique nul, i.e.,

S(V?H) < s(V) pour 2C;AT < Am.

Preuve:
On introduit les états suivants:
2 0 ) Am/2
VT = Am/A /QW(m/T;Vg,Vd)dm , Vi = A:C/O W(m/7; V4, Vg)dx
On a:
2 —Cy7 —Cut —Cst 0
V- = — / de+/ de+/ Wdm + Wdm |,
Am —Am/2 —Cyr —Caut —Cs7
2 Am
= m (—CfT -+ T)Vg + (—CalT + CfT)VgJ + (—CST + CalT)Vg,al + CSTV%S .
Par convexité de I’entropie, on obtient :
_ 2 Am
s(V7) < A (=Cr1 + T)sg + (=Cut +Cy1)sq 1 + (=Csm + CyT)Sg.a1 + CsT5g s |
T
< Sqg + R (Cf(sg,f - Sg) + Cal(sg,al - Sg,f) + Cs(sg,s - Sg,al)) y
< 54, d’apres (4.50).

De la méme maniére, on obtient s(V*) < s4.
On en déduit finalement :

) = s (O V),
< % <3<(V+>?71/2) + 3((V_)?+1/2>> '
< S (V) +s(VD).
< s(V),

ce qui achéve la démonstration.
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Construction de solveurs eulériens

Puisque les états intermédiaires sont positifs pour C assez grand, la propriété (H2) est vérifiée.
De plus, les propriétés (H1) et (H3) sont satisfaites par construction. On a donc le résultat :
Proposition 43.
Pourd < min(¥q,Vq), le solveur de Riemann (4.47) induit un solveur eulrien positif et entropique
pour C assez grand.

4.4.4 Solveur de type HLL

On a vu au paragraphe précédent que le solveur (4.47) posséde les propriétés importantes
de positivité et d’entropie. En contre-partie, il est d’une relative complexité puisqu’il posséde
six états imtermédiaires et peut s’avérer cotliteux dans la mesure oil les conditions de positivité
et d’entropie ne sont pas explicites et ne peuvent étre obtenues que numériquement. Il est donc
souhaitable de disposer d’un solveur moins complexe et moins cotiteux. Le candidat le plus simple
possible est un solveur a un seul état intermédiaire de type HLL, donné par:

V, sim/t < -Cy,
W(z/t)=¢ V. si —C, <m/T <y, (4.52)
V, siC;< m/T.

avec V, donné par la relation de consistance:

V. — CqVa+CyVy B AG — PAB,
T Cq++Cy Cq+0Cy '

(4.53)

Ici les quantités C, et Cg sont choisies positives puisque le systéme posséde des valeurs propres
nulles.

On a le résultat suivant:

Proposition 44.

Le solveur de Riemann (4.52, 4.53) est positif et entropique pour C assez grand.

Preuve:cv c,V 1 C;Vy+C,V 1
dVdtCgVy . aVd+ Gy g) < >
OnaV,=—"—4+0 | =——— | etparsuite, s, =s | ———— |40 | =——— |.
* Ca+C, &wmﬁ P ) ( Ca+C, Ci+C,
. . . CqyVg+C,V Cysq+ Cys
SiV \Y% t strict t g9 < 979 et
i Vy # Vg, puisque s est strictement convexe, on a s < CitC, > CitC, , €

) Cysq+ Cys . . .
donc pour C, et Cy assez grands, on a aussi s, < dCd n Cg 9 ce qui est exactement l'inégalité
d g
d’entropie discrte.
i Casq+ Cys ) )
SiVy=Vg, onas,= M, ce qui achéve la dmonstration.

4.4.5 Solveurs simples a deux états intermédiaires

On vient de voir qu’il est facile de construire un solveur de type HLL entropique pour
le systéme de Powell lagrangien. Malheureusement, il est bien connu que le schéma HLL a



116 CHAPITRE 4. SOLVEURS SIMPLES POUR LES SYSTEMES NON-CONSERVATIFS

I'inconvénient d’étre trop dissipatif. En particulier, il ne préserve pas les discontinuités de contact.
En outre, il ne satisfait pas non plus la propriété (H1).

Nous chercherons & développer dans ce paragraphe un solveur simple & deux états intermédiaires
V, et V3, préservant les discontinuités de contact et satisfaisant les propriétés (H1), (H2) et
(H3).

Il existe en outre une autre proprité intéressante & satisfaire et qui n’est vérifiée ni par le solveur
a 6 états (4.47), ni par le solveur de type HLL (4.52, 4.53). 1l s’agit de la compatibilité avec
Péquation (4.34) que nous rappelons ici,

0; B, = 0.

Un schéma bas sur un tel solveur devra donc vérifier pour tout i et tout n, (By)! = (B,)F.
On s’attachera donc & satisfaire cette compatibilité.

On commence maintenant la construction d’un tel schéma. Supposons pour simplifier que les
pentes des discontinuités soient données par —C, 0, +C avec C positif. Puisque le solveur simple
est de type Godunov, on doit chercher Vi, V7 et P tels que:

—C(Vi = V) +C(Vy4—V}) = AG — —PAB,,

soit encore:

AG — PAB,
V,+ V=V, +V,— — (4.54)
Puisque (H1) doit étre satisfaite, on doit avoir:
(uw); - Cﬂ; = (Ua:)g — CYy, (4.55)
(ue)g + CVg = (ue)a + Cla, (4.56)
Considérons la deuxiéme équation de (4.54). Elle s’écrit :
. . A(p — B?) + B,AB,
(ux)g + (ug)g = (uz)g + (uz)a — C .
Effectuons alors le choix naturel suivant :
B, = (By)a. (4.58)
Avec ce choix, on obtient :
* * A];J_
(U:Jc)g + (uz)g = (uz)g + (uz)a — C (4.59)

En considérant alors la premiére relation de (4.54) ainsi que les égalités ( 4.55, 4.56, 4.59), on
obtient le systéme suivant :

Au,
0%+ 0% — 199+19d+7u,
* * AﬁL
(ux)g + (ux)d = (uz)g + (ux)d - Tu (4.60)
(ux); -0, = (uz)g — CYy,

(uz)g +COG = (ua)a + CVa.
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Ce systéme est inversible et a pour solutions:

. 1 Ap |
199:19Q+<Aux_>7

2C C
Vg ="a+ (A, + %), (4.61)
2C C A
() = ()} = 5 = 1/2((u)g + (u)a — %),

On constate alors que la relation (4.57) est vérifice automatiquement. Par conséquent avec les
choix (4.58) et (4.61), la condition (H1) est satisfaite.

Afin de fermer le systéme, on impose maintenant des relations qui sont vraies au niveau d’une
discontinuité de contact, a savoir:

*

(up)g = (up)g =i,

(B1),; =(BL1);=B1.

En injectant celles-ci dans (4.54) on détermine alors u’j et B facilement, ce qui donne:

A(B,B,)-B,AB,
2C ’ (4.62)

A(Bsu;) —1u AB,
(0 + )BY = By(BL) + (B )y + S omi) Z BB

u’j_ = (UL)a +

D’autre part, afin de satisfaire pour tout i et tout n, (Bgc);”r1 = (B,)}', on impose les relations

(Bz)y = (Bz)g et (Bz)j = (Bz)q- En injectant ces égalités dans (4.54), on obtient :

A(Bzug) — u,ABy
93(Balg + 0(Be)a = V(B)y + 0a( By + S0 BB
> C(Br)g(05 —dy) + C(Ba)a(Vg — Va) = A(Bytie) — UsABy,
= (By)g(ul — (uz)g) + (Br)al(uz)a — ul) = A(Byug) — Uy AB,, d’aprés (4.55,4.56)
< —u}AB, = —u,AB,,

ce qui nous conduit & imposer:

Uy = U (4.63)

T

Il nous reste maintenant & utiliser la derniére relation de (4.54), soit:

A(puy — B;B-u) + B-uAB,

“+Ej=E,+FEq— - (4.64)
A ce stade, on remarque que I'équation (4.34) sur B, induit I'équation suivante sur £,
OrE1 + Om(Prus — B;By -uy) = —By -1 0nBs,
et on impose alors que le schéma soit aussi compatible avec cette derniére équation, soit :
~ ~ ~ ~ Alpuz—B;B| -u;)+B, -u, AB
(E)y+ (EL)g=(EL)g+ (EL)a— Pite — B C : = (4.65)
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On suppose maintenant que B - u est de la forme B-u=B | -u; + B,u,.
(Bx)g.d¥5.4

Puisque E} ; = (E1); ;+ 5

, on tire de (4.64, 4.65) que 'on doit avoir:

2

B .
2 2 2 2 ) C ’
(Bx)Q " B, 2 . A(iuz) — Byu,AB,;
= ;gwg—ﬁgw( iy 0 = — 2 | (166)
(Bz) « B, 2 N Bg -
= T ) + B () ) = 2 Brw) - Brwas,
2
— —u;A% = —Byu,;ABy,
ce qui impose la relation,

Byu, = ul(By)a- (4.67)

On a donc défini les quantités g, B, et Byu,. On pourrait laisser indéterminées les quantités
u,, B, et B, -u,, mais en pratique on prendra:

Ul =(u)e, Bl =(B1)s,Bl-u =B ul),. (4.68)

Il reste maintenant & déterminer les énergies internes intermédiaires. Par analogie avec le cas
conservatif [GAL2]|, on fait le choix suivant:

2 *\2
u
E; — €g+(x)g_(ux) +

1

b+ ()3~ 200 + (0B 4+ 9a(BL) — (0 + 93)(BL)?)
2
- i <A(]32Lux -B,B) - uL) +B, - ULABI) ,
()i ()2 1

€y = &4+ 5 9 a2 (Ap + CAug)(pa + (uz)aC)

b2+ ()~ 200)) + (0B + 9a(BL) — 0 + 93)(B1)?)

1 (. B2 -

(4.69)

On a alors le résultat :
Proposition 45.
Le solveur de Riemann simple lagrangien induit par (4.58, 4.61, 4.62, 4.63, 4.67, 4.68, 4.69)
est positif et entropique pour C assez grand et préserve les discontinuités de contact. Il induit
un schéma eulérien positif et entropique pour C' assez grand et préservant les discontinuités de
contact.

Preuve:
Les 7 premiéres équations de (4.54) sont vraies par construction. Il reste & vérifier la derniére.
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Or, en utilisant (4.69), on obtient :

A(puy)
C
+ S((Wi+ (w)j - 2(u*)?) + %(%(BL)E +0a(BL); — (95 +95)(B1)?)
B

= €g t+€d
1 % 1 * * *
+ 5((“)3 + () —2(u")?) + 5(799(BJ_)3 +94(BL); — (95 + 95)(BY)?)
A(pru, — BB -u;)+B -u AB,
C )

gty = ggtéEqd—

; ; : - A(prus — BBy ui) + Bl uiAB,
(Bup+ By = (Bu)g+ (Bu)a— 22 L:91)+ By w88,

Or, on a vu que la relation (4.67) entraine (4.66), et puisque (By); ; = (Bz)g,d, on en tire (4.64),
et finalement la consistance.
Montrons maintenant la positivité. Notons tout d’abord:

Vg(BL), +9a(B1)y
B,), = lim B, = g .
( J_)Oo Cil}rlm + 199+19d

On a alors, par exemple & gauche:

Uy )2 2 A

b (02 4 (003~ 20)2) + (0B +a(BLY; — (9, + ) (BLL)?)
ua:Q u )? 2
R Wf‘féd Cuhig
(AU.)2 ﬂgﬂd (ABJ_)2

= 1) s
g 8 199 + ¥y 4
(4.70)
qui est positif pour C' assez grand.
En ce qui concerne la condition d’entropie, il faut montrer, par exemple a gauche, que:
-1 -1
e,(05)77 > 00 (4.71)

Tout d’abord, supposons Au # 0 ou AB, # 0. Puisque limg—. o0 ¥ = 9y, il est clair d’apres
(4.70) que (4.71) sera vrai pour C' assez grand.
Si maintenant Au =0 et AB; = 0, posons:
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On a alors (B1)5, = By, u] =uy, ¥ + 9 = 0y + 4, et aussi

Ap Ap
19;:79g—ﬁ,u;:ux—%
Par suite, en posant o, = 4p, — Ap, on obtient
u2  (uk)? 1
g5 = g+§— 5 —l—ﬁAp( —u,0),
U 1 Ap o

= &g+ - = (U — 20) + ﬁAp(pa u,C),

2 2
Ap (Ap)?

_ 2_ 2_ -
- 5g+2( :v2 (ux C $+ 402 )+202Ap( 0)7
___(Ap)* | p.Ap
T T ger T
= g,+ —=Ap,

9" 802

ce qui permet d’exprimer le produit (19*)7 L. On a finalement I’estimation suivante:

eg(:;i)v_l - (1+8Z%’2Ap)(1 279A](972)7_1’
= 1+ CzAp 20, CQAP+O(1/C4)
. 8?22 (0, - W) +o(/ch),
= 144 02(4% Ap — dpg) + 0(1/CY),
= 1+ éAC)Q +0(1/CY),

d’ou l'on tire le résultat cherché.

Remarque 7.
Par souci de simplicité, on a choisi ici d’avoir des discontinuités de pentes opposées. En pratique,
tous les résultats précédents sont vrais avec des discontinuités de pentes —C_,0,+C..

4.4.6 Applications numériques

Le premier exemple numérique traité est ’extension au cas ou B, est discontinu du cas-test
de Brio et Wu [B-W]. Cet exemple est bien connu et est lui-méme 'extension pour la MHD
a 7 équations du probléme du tube & choc de Sod [SOD]. C’est un probléme en coordonnées
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eulériennes. Si B, est constant, il est donné par

pg =1 pd = .125
ug — 0 U—d =
Probléme I pg =1 pa =1
’ (Bz)g =75 |’ (Bz)a=.75 |’
(By)g =1 (By)a = —1
(By>g =0 (By)d =0
et si B, est discontinu par
pg=1 pa = 125
u, =0 u, =20
N pg =1 pd =1
Probléme II, ,
(Bz)g = .5 (By)qg = .75
(By)g =1 (By)a = —1
(By)g =0 (By)d =0

Le domaine de calcul est U'intervalle [0, 800] et les simulations sont données au temps ¢ = 80.
Sur les figures 4.1, 4.2, 4.3 sont données les solutions fournies sur un maillage fin de 1600 mailles
pour le modéle MHD & 7 équations (Probléme I), le modele MHD & 8 équations sans terme
source (Probleéme II) et le modele de Powell (Probléme II). Sur la figure 4.1, on reconnait les
cing types d’ondes. Il y a deux détentes magnéto-acoustiques rapides, un choc lent & droite et
une onde composée magnéto-acoustique lente a gauche, i.e. une discontinuité juxtaposée a une
détente. La cinquiéme onde, visible uniquement sur les densités est une discontinuité de contact.
Sur la figure 4.2, on montre le résultat fourni pour le modele MHD & 8 équations sans terme
source pour le problme II. On note les importantes perturbations par rapport a la solution du
probléme I. En particulier, il se produit une résonance entre ’onde stationnaire de vitesse nulle
présente dans ce modeéle, et 'onde composée lente. Sur la figure 4.3 est représente la solution
du systéme de Powell pour le probléme II. On note que la strucure de la solution du probléme 1
est totalement préservée et cette fois la composante B, est simplement convectée. Ceci permet
d’illustrer le comportement des solutions du systéme de Powell, dont on espére justement que les
zones & divergence non nulles sont transportées vers les frontiéres du domaine.

Le probléme II n’est pas un cas difficile a traiter et le schéma de type Roe (ou encore Roe-
Powell) décrit au paragraphe 4.2.7 est trés précis pour celui-ci. Sur la figure 4.4, on a superposé
les solutions fournies par le schéma de Roe-Powell et le schéma eulérien induit par le solveur & 4
états du paragraphe 4.4.5. Contrairement a ’habitude selon laquelle on utilise 800 mailles pour
le cas de Brio et Wu, on a effectué les simulations avec un maillage plus grossier de 400 mailles.
Alors qu’on pourrait s’attendre & ce que le solveur & 4 états soit moins précis que le schéma de
Roe-Powell, on ne note aucune différence sur la figure 4.4.

Le dernier cas-test considéré est un probléme bidimensionnel eulérien. C’est le probléme du
vortex d’Orszag-Tang donné dans [DA-PI|. Ce cas-test simule la turbulence MHD et permet
d’étudier I’évolution rapide de phénoménes de turbulence compressible & partir d’une condition
initiale réguliére. Il permet d’illustrer la robustesse du schéma. En effet, c’est un cas test pour
lequel le schéma de Roe-Powell du paragraphe 4.2.7 fournit rapidement des pressions négatives.
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Il a été simulé avec le solveur entropique & 8 états intermédiaires et le solveur entropique é 4
états.

Le domaine de calcul est [0, 27] x [0, 27] et le maillage comporte 200 mailles dans chaque direction.
La condition initiale est réguliére et est fournie par:

_2 _5
p - 9 ) p - 377
ux(iﬁ,y) = Smy ) Uy(way) = —sinz ) uz(x,y) =0

By(z,y) = sin(2y) , By(z,y) = —sinc , By(x,y)=0.

Les conditions limites sont périodiques.

Sur la figure 4.5 sont représentées les isobares aux temps %, g et m, mettant ainsi en évidence
la formation de chocs.

Sur les figures 4.6 et 4.7, on donne la pression et la composante B, du champ magnétique au
temps 7 pour les solveurs entropiques a 8 états et a 4 états. De nouveau, il n’y a aucune différence
notable entre les deux solutions. Le solveur a 4 états apparait donc comme un bon candidat pour
résoudre des problémes de MHD multidimensionnelle. En effet, il offre 'avantage d’étre robuste,
puisque positif, de calculer des solutions physiques, puisque entropique, et semble suffisamment
précis. En contre-partie, il a un colit de de 40 a 50% plus élevé que le schéma de Roe-Powell,
mais est bien siir moins cotiteux que le solveur entropique a 8 états.
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Fi1G. 4.1 — Brio et Wu: systéme de la MHD a 7 équations (1600 mailles)
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Temps=PI/4 Pas= 275

Temps=Pl/2 Pas= 564

0.01571 1 2 3 4 5 6

Temps=Pl Pas= 1162

N

0.01571 1 2 3 4 5 6

FiG. 4.5 — Vortex d’Orszag-Tang : pressions
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0.01571
0.01571 1 2 3 4 5 6

Solveur 8 etats
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FiGg. 4.6 — Vortex d’Orszag-Tang : isobares pour les deux solveurs
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FiG. 4.7 — Vortex d’Orszag-Tang : iso-Bx pour les deux solveurs
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Chapitre 5

Perspectives

1l existe de nombreuses voies possibles dans lesquelles les études exposées dans ce document
peuvent étre poursuivies.
D’abord, sur un plan purement industriel, la réalisation d’une étude numérique exhaustive serait
intéressante afin d’évaluer l'intérét pratique des solveurs simples développés dans cette étude.
En effet, quoique les simulations numériques déja réalisées ont été pleinement satisfaisantes, on
ne peut pas considérer qu’elles soient totalement représentatives. Par exemple, on peut se poser
la question suivante: y-a-t’il un intérét pratique a remplacer dans un code d’aérodynamique le
solveur de Roe avec correction d’entropie, ou tout autre solveur, par le solveur simple entropique
du Chapitre 27
Sur le plan des applications, il existe d’autres domaines de la mécanique des fluides (au sens
large) pour lesquels les solveurs simples sont potentiellement utilisables. Par exemple, nous avons
déja entrepris des travaux dans le but d’étendre ces solveurs au cadre de ’hydrodynamique
relativiste et aussi a certains modéles aux moments dérivés des équations de Boltzmann. De
méme, I'interaction laser-matiére offre un cadre intéressant pour 'application des solveurs simples
aux systémes hyperboliques avec terme source.
Sur un plan plus théorique, on a mis en évidence dans le Chapitre 2 une propriété remarquable,
a savoir que certains solveurs simples induisent un flux numérique égal a un flux continu évalué
en un état moyen. Nous avons donc entrepris une étude afin de déterminer une classe générale
de systémes pour laquelle cette propriété reste vraie. Cette problématique peut étre étendue en
un certain sens aux systémes non-conservatifs.
Concernant la MHD qui a été au centre de nos préoccupations ces derniéres années, il reste encore
de nombreux problémes ouverts. Certains auteurs font le reproche, légitime, que le systéme de
Powell n’est pas conservatif en quantité de mouvement et en énergie. Il ne l'est que pour les
solutions dont le champ magnétique est & divergence nulle, et ceci peut alors conduire & un écart
a la conservation sur le plan numeérique. Dans [JAN], Janhunen a proposé une alternative au
systéme de Powell. En dehors de ’équation sur le champ magnétique, le systéme proposé est
conservatif et est en outre entropique. Nous avons par conséquent réalisé un solveur simple pour
ce systéme. Une étude numérique comparative reste & effectuer. En outre, la prise en compte d’une
loi d’Ohm généralisée avec effet Joule, effet Hall et gradient de pression électronique conduit & un
modéle physique difficile & appréhender aussi bien d’un point de vue théorique que numérique.
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Leffet Hall conduit par exemple & 1’étude des systémes non-linéaires dispersifs & coefficients
discontinus. Ce dernier point a été étudié dans [BRA| dans le cadre plus simple d’un champ
magnétique transverse. Quant au gradient de pression, il induit des termes non-conservatifs qui
sont des candidats non triviaux pour 'application des solveurs du Chapitre 4.

Les travaux présentés dans ce document et ceux cités dans les lignes précédentes s’inscrivent tous
plus ou moins dans le cadre de la mécanique des fluides. Depuis quelques années, nous avons
entrepris une reconversion dans le domaine de la modélisation et de la simulation d’impulsions
laser. En particulier, nous nous sommes intéressés & la dérivation de modeéles de Schrédinger
non standards ainsi qu’a leur justification mathématique rigoureuse. Aujourd’hui, 'application
de ces méthodes de dérivation de modéles asymptotiques est envisagée pour les problémes de
rétro-diffusion. Les applications visées sont les fibres optiques, I'’endommagement laser et bien
stir 'interaction laser-matiére.
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