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INTRODUCTION

HHO = Hybrid High Order

m Hybrid : Des inconnues portant sur différents éléments de maillage (cellules et faces
des cellules)

m High-Order : Montée en ordre facile

La méthode HHO

m Introduite en 2014 pour la diffusion stationnaire et 'élasticité linaire (pi pietro, Ern,
Lemaine 2014; Di Pietro, Ern 2015 )

m Adaptée a la mécanique (Abbas, Ern, Pignet 2018 & 2019)

m Peu d’études en dynamique : premiéres études sur 'équation des ondes en 2020
dont des propositions de schéma d’intégration en temps et l'analyse de convergence
en temps continu (Burman, Duran, Ern, Steins 2020; Burman, Duran, Ern 2021).



INTRODUCTION

Apports de la méthode HHO

m Propriété de conservation locale
m Utilisation facile de maillages polyédriques quelconques
m Gestion naturelle des hanging-nodes lors du raffinement local du maillage

Raffinement

e Noeud ® Noeud o hanging node
[::] Quadrangle [ Quadrangle [ ] Polygone a 5 faces
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DE LA RECHERCHE A L'INDUSTRIE

PRESENTATION DE LA METHODE HHO
POUR LA DIFFUSION




a PRESENTATION DU PROBLEME

-V (nVu) =f dans Q
u=o0 sur 02

Maillage

On définit Cj, subdivision polyédrique du domaine Q formé de
m cellulesCeC
m facesF € F.

hc : diamétre d’une cellule C.

h :diamétre maximal des cellules C.

uc : le coefficient de diffusion constant par mailles.



a DEGRES DE LIBERTE

Espaces des degrés de liberté

m Faces : Pt (F) et Cellules : P%™'(C)

m DdLs d’une cellule : (wc, (We)reac) € UE = (PRF(C) x X P (F)
Fcac

m DdLs de Q + condition aux limites : ((wc)cec, , (We)rer,) € UF

Degres de liberté
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a DEGRES DE LIBERTE

Espaces des degrés de liberté
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m DdLs d’une cellule : (wc, (We)reac) € UE = (PRF(C) x X P (F)
Fcac

m DdLs de Q + condition aux limites : ((wc)cec, , (We)rer,) € UF

Degres de liberté

® [ ) [ )
* *
® 2% ® xx ©
[ ] *** o ° ) )
* o K
O 4k ®xxn®
[ ) [ ] *** [ )
* o K
S xk®an®
[ ] ) () )
k=o0 Assemblage k = 0



a PROBLEME GLOBAL

Probleme global

Trouver 0y, € Uf tel que, pour tout Wy, = ((Wc)c, (We)F) € UF

by (@ ) = > [ fiewe.

GEa
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a PROBLEME GLOBAL

Probleme global

Trouver 0y, € Uf tel que, pour tout Wy, = ((Wc)c, (We)F) € UF

by (@ ) = > [ fiewe.

GEa

Forme globale

by (@n, Wh) == > bellc, ) == > nd (Vpc(c), Vpe(io))

+| sc(lic, We) |

cecy, cecy

La méthode HHO repose sur deux ingrédients
m Un opérateur de reconstruction du gradient
m Un opérateur de stabilisation



a OPERATEURS DE DISCRETISATION

1 - Opérateur local de reconstruction du gardient

Objectif : Reconstruire un gradient a partir des DdLs cellule ET face.

pc(c) :Zflg — PS“(C) défini pour tout fic = (uc, upc) € UK,

Gradient reconstruit : Vpc(iic) € VP(C)
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a OPERATEURS DE DISCRETISATION

1 - Opérateur local de reconstruction du gardient

Objectif : Reconstruire un gradient a partir des DdLs cellule ET face.

pc(c) :Zflg — PS“(C) défini pour tout fic = (uc, upc) € UK,

(VPC(QC)7 Vw)c = (VUC» VW)C

+ (Uac — Ucjac, VWjac - flac) o |, vw € P5T(C)

Gradient reconstruit : Vpc(iic) € VP(C)

2 - Opérateur local de stabilisation

Objectif : Imposer de fagon faible la consistance entre la valeur des DdLs face et la trace des
DdLs cellule

o T (& k
sc(lc, We) ==Y e (WF(UF — Uc|F), mF (Wr — WC|F))F
Feac ¢



a PROPRIETES D’APPROXIMATION

Consistance

On définit 7’2. s H'(C) — Zf{{f l'opérateur de projection local tel que pour tout w € H'(C)
TRw = (wg“w, wgcw) .
Alors il existe K > o telle que, pour tout w € H*2(T)

[[Vw — vpC(I\Pc?W)H(.‘ +Sh(7[c?W’ 7léW)1/2 < thJr1 ‘W|Hk+2(c) (1)

Stabilité

Equivalence a la semi-norme H" locale

IVpc(bc)lIz + sclc, Gic) ~ [Vucllz + [luc — uacll3¢ @)

Convergence

On gagne un ordre par rapport aux éléments finis : l'erreur en norme H' décroit comme h*+1

ba(Thu — Op, Thu — @p) < CH*F (U] iz g ®)
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a PROBLEME ALGEBRIQUE

Traduction algébrique du probléme

On assemble les matrices locales et on obtient, par bloc (DdLs cellule puis face) avec A la
matrice de rigidité hybride (cellule+face),

ER0RG!
Arc Arr Ur o

Résolution et condensation statique

Remarque : Acc est bloc-diagonale
w On fait une condensation statique (complément de Schur) pour ne résoudre le

probléme que sur les faces

(A}'f - AFCAEéACF) Ur=Fr

w Une fois Ur calculée, Uz s'obtient par post traitement local.
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a MISE EN PLACE

—V-(uVu):f sur Q x [0; T¢]

u(-,t=0) = uo sur Q
ut(-,t=0) = Vo sur Q
u=o0 sur 99 x [0; Ty]

avec f € C°((0,Tf); L*(Q)), Uo, Vo € H}(R) et T > o le temps final.
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a FORMULATION DU SECOND ORDRE

Forme continue globale

Trouver Oy (-,t) € C3([0; Tf]; UF) telle que

by, (G (-, t), Wp) = (F(t), we)a, Vi, € R,V t € [0; Ty].

1" 15



a FORMULATION DU SECOND ORDRE

Forme continue globale

Trouver Oy (-,t) € C3([0; Tf]; UF) telle que

Of (e (-, t),we)g |+ b (Tn(-, 1), Wh) = (F(t), we)a, Vi, € U,V t € [0; Ty
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a FORMULATION DU SECOND ORDRE

Forme continue globale

Trouver Oy (-,t) € C3([0; Tf]; UF) telle que

Of (e (-, t),we)g |+ b (Tn(-, 1), Wh) = (F(t), we)a, Vi, € U,V t € [0; Ty
Forme matricielle globale

m On note la matrice de masse locale M¢c
m On remarque que les DdLs de faces n’ont pas de masse

[ Mee o Jor (V) mee per | () = A | veewm




a INTEGRATION : DIFFERENCES CENTREES

Les difféerences centrées : le standard en éléments finis

Avantage : En éléments finis, cet algorithme est explicite, i.e. nécessite seulement l'inversion
d’une matrice de masse.

Peut-on l'utiliser pour la méthode HHO ?

1 Mee O U'C]+1 — 2Ug + Ug_1 Ace  Acr Ug Fe(t™)
_ e S -
At o o Arc Arr U (o}

ol les inconnues sont UL et U

Ce systéme linéaire se résout en deux étapes :

X L'équation de couplage statique cellule-face, la matrice creuse A =+ couple toutes
les faces entre elles

ArrU% = —ArcUp (4)
v Léquation d’évolution des cellules, la masse M est bloc-diagonale
Mce UZ'H = FZ'H + Mc(2Ug — Ug_1) — A (AccUR + AcrU%) (5)

12 15
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a EXPLICITATION PAR RESOLUTION APPROCHEE

de la matrice de rigidité face-face

On transforme l'équation
ArrpU% = —ArcUg (6)

en M problémes successifs a résoudre

SrrUF "™ = —ArclUf —KrrUF """, 1<m<M @)
avec KK la matrice de reconstruction des gradients et S la matrice de stabilisation: A = K+S.
Validité

m Condition : le rayon spectral de 7Kz doit étre strictement inférieur a 1.

m Cette condition peut-étre satisfaite en scalant S par o suffisamment grand. Dans nos
études nous avons o = 2.2.

13

15



ETUDE POUR L’EQUATION DES ONDES

Domaine Q = [0; 1]?, solution manufacturée u(x,y, t) = t?sin(7x) sin(wy), R = 0

Erreurs du splitting HHO+(0) - Tr = 1
Rayon spectral HHo+(0) plitting HHO+(0) - T¢

B 10"*"
..‘;!.'.'.’i
YR YXTRY R
‘ - '-,.*'
¢ T
% ‘.".‘
¢ g ;
“
.
o === Référence L2 + =+ = Référence H' ﬂ,.
- @ M=1 > M=1 Se
‘ ’ p(ST'K) ¢ M=2 H M=2 2
- - - Limite de stabilité p =1 R W=t + HsS®
1‘01 1(;2 1(1)1/h 102

1/h

(a) HHO+(0) - Rayon spectral (b) HHO+(0) - M € {1,2,10}

FIGURE - Etude du splitting pour k =0
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CONCLUSION

w  Procéder a 'analyse numérique (en s'appuyant sur Burman, Duran, Ern, Steins 2020)

w Exploitation pour la mécanique des structures, ot la méthode HHO permet de
s'affranchir du probléme de verrouillage volumique

= Estimations d’erreurs a posteriori pour l'adaptation espace-temps pour 'équation
des ondes

QUA4 QUA8 HHO(1,1) HHO(1,1), POLYGONS
-2.14E9 4.34E8

HYDROSTATIC PRESSURE [Pa]

FIGURE — Comparaison FEM/HHO sur la membrane de Cook
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