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Introduction

HHO = Hybrid High Order
Hybrid : Des inconnues portant sur di�érents éléments de maillage (cellules et faces
des cellules)
High-Order : Montée en ordre facile

La méthode HHO
Introduite en 2014 pour la di�usion stationnaire et l’élasticité linaire (Di Pietro, Ern,
Lemaine 2014 ; Di Pietro, Ern 2015 )

Adaptée à la mécanique (Abbas, Ern, Pignet 2018 & 2019)

Peu d’études en dynamique : premières études sur l’équation des ondes en 2020
dont des propositions de schéma d’intégration en temps et l’analyse de convergence
en temps continu (Burman, Duran, Ern, Steins 2020 ; Burman, Duran, Ern 2021).

1 15



Introduction

Apports de la méthode HHO
Propriété de conservation locale
Utilisation facile de maillages polyédriques quelconques
Gestion naturelle des hanging-nodes lors du ra�nement local du maillage
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Présentation du problème

Problème {
−∇ · (µ∇u) = f dans Ω

u = 0 sur ∂Ω

Maillage
On définit Ch subdivision polyédrique du domaine Ω formé de

cellules C ∈ C
faces F ∈ F .

hC : diamètre d’une cellule C.

h : diamètre maximal des cellules C.

µC : le coe�cient de di�usion constant par mailles.
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Degrés de liberté

Espaces des degrés de liberté
Faces : Pkd−1(F) et Cellules : Pk+1

d (C)

DdLs d’une cellule : (wC, (wF)F∈∂C) ∈ ÛkC = (Pk+1
d (C)××

F⊂∂C
Pkd−1(F)

DdLs de Ω + condition aux limites : ((wC)C∈Ch , (wF)F∈Fh ) ∈ Ûkh

Degrés de liberté

k = 0 k = 1
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Problème global

Problème global

Trouver ûh ∈ Ûkh tel que, pour tout ŵh = ((wC)C , (wF)F ) ∈ Ûkh

bh (ûh, ŵh) =
∑
C∈Ch

∫
C
f|CwC.

Forme globale

bh(ûh, ŵh) :=
∑
C∈Ch

bC(ûC, ŵC)

:=
∑
C∈Ch

µC (∇pC(ûC),∇pC(ŵC))c + sC(ûC, ŵC)

.

La méthode HHO repose sur deux ingrédients
Un opérateur de reconstruction du gradient
Un opérateur de stabilisation
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bh (ûh, ŵh) =
∑
C∈Ch

∫
C
f|CwC.

Forme globale
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Opérateurs de discrétisation

1 - Opérateur local de reconstruction du gardient
Objectif : Reconstruire un gradient à partir des DdLs cellule ET face.

pC(ûC) : ÛkC → P
k+1
d (C) défini pour tout ûC = (uC, u∂C) ∈ Û l,kC ,

(∇pC(ûC),∇w)c = (∇uC,∇w)c

+
(
u∂C − uC|∂C,∇w|∂C · ~n∂C

)
∂C

, ∀w ∈ Pk+1
d (C)

Gradient reconstruit :∇pC(ûC) ∈ ∇Pk+1
d (C)

2 - Opérateur local de stabilisation
Objectif : Imposer de façon faible la consistance entre la valeur des DdLs face et la trace des
DdLs cellule

sC(ûC, ŵC) :=
∑
F∈∂C

1
hC

(
πkF (uF − uC|F), πkF (wF − wC|F)

)
F
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(∇pC(ûC),∇w)c = (∇uC,∇w)c +
(
u∂C − uC|∂C,∇w|∂C · ~n∂C

)
∂C , ∀w ∈ P

k+1
d (C)

Gradient reconstruit :∇pC(ûC) ∈ ∇Pk+1
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Propriétés d’approximation

Consistance
On définit ÎkC : H1(C)→ ÛkC l’opérateur de projection local tel que pour tout w ∈ H1(C)

ÎkCw :=
(
πk+1
C w, πk∂Cw

)
.

Alors il existe K > 0 telle que, pour tout w ∈ Hk+2(T)

||∇w −∇pC (̂IkCw)||C + sh (̂IkCw, Î
k
Cw)1/2 6 Khk+1

C |w|Hk+2(C) (1)

Stabilité
Équivalence à la semi-norme H1 locale

‖∇pC(ûC)‖2
C + sC(ûC, ûC) ∼ ‖∇uC‖2

C + ‖uC − u∂C‖2
∂C (2)

Convergence
On gagne un ordre par rapport aux éléments finis : l’erreur en norme H1 décroît comme hk+1

bh (̂Ikhu− ûh, Î
k
hu− ûh) 6 Chk+1 |u|Hk+2(Ω) (3)
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Problème algébrique

Traduction algébrique du problème
On assemble les matrices locales et on obtient, par bloc (DdLs cellule puis face) avec A la
matrice de rigidité hybride (cellule+face),[

ACC ACF
AFC AFF

] [
UC
UF

]
=

[
FC
0

]
.

Résolution et condensation statique
Remarque : ACC est bloc-diagonale

à On fait une condensation statique (complément de Schur) pour ne résoudre le
problème que sur les faces(

AFF − AFCA−1
CCACF

)
UF = F̃F

à Une fois UF calculée, UC s’obtient par post traitement local.
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Mise en place

Équation 
∂2
t u −∇ · (µ∇u) = f sur Ω× [0; Tf ]

u(·, t = 0) = u0 sur Ω

ut(·, t = 0) = v0 sur Ω

u = 0 sur ∂Ω× [0; Tf ]

avec f ∈ C0((0, Tf ); L2(Ω)), u0, v0 ∈ H1
0(Ω) et Tf > 0 le temps final.
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Formulation du second ordre

Forme continue globale
Trouver ûh(·, t) ∈ C2([0; Tf ]; Ûkh ) telle que

∂2
t (ûC(·, t),wC)Ω +

bh (ûh(·, t), ŵh) = (f(t),wC)Ω, ∀ŵh ∈ Ûkh , ∀ t ∈ [0; Tf ].

Forme matricielle globale
On note la matrice de masse locale MCC
On remarque que les DdLs de faces n’ont pas de masse

[
MCC 0

0 0

]
∂2
t

(
UC(t)
·

)
+

[
ACC ACF
AFC AFF

](
UC(t)
UF (t)

)
=

[
FC(t)

0

]
∀ t ∈ [0; Tf ].
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Intégration : différences centrées

Les di�érences centrées : le standard en éléments finis
Avantage : En éléments finis, cet algorithme est explicite, i.e. nécessite seulement l’inversion
d’une matrice de masse.
Peut-on l’utiliser pour la méthode HHO?

1
∆t2

[
MCC 0

0 0

](
Un+1
C − 2UnC + Un−1

C
·

)
+

[
ACC ACF
AFC AFF

](
UnC
UnF

)
=

[
FC(tn)

0

]

où les inconnues sont Un+1
C et UnF .

Ce système linéaire se résout en deux étapes :
7 L’équation de couplage statique cellule-face, la matrice creuse AFF couple toutes

les faces entre elles
AFFUnF = −AFCUnC (4)

3 L’équation d’évolution des cellules, la masse MCC est bloc-diagonale
MCCUn+1

C = Fn+1
C + MC(2UnC − U

n−1
C )−∆t2(ACCUnC + ACFUnF ) (5)
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Explicitation par résolution approchée

Splitting itéré de la matrice de rigidité face-face
On transforme l’équation

AFFUnF = −AFCUnC (6)

en M problèmes successifs à résoudre

SFFUn−1,m
F = −AFCUnC − KFFUn−1,m−1

F , 1 6 m 6 M (7)

avec K la matrice de reconstruction des gradients et S la matrice de stabilisation : A = K+S.

Validité
Condition : le rayon spectral de S−1

FFKFF doit être strictement inférieur à 1.
Cette condition peut-être satisfaite en scalant S par σ su�samment grand. Dans nos
études nous avons σ = 2.2.
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Étude pour l’équation des ondes

Domaine Ω = [0; 1]2, solution manufacturée u(x, y, t) = t2 sin(πx) sin(πy), k = 0

101 102

0.5

1

1/h

Rayon spectral HH0+(0)

ρ(S−1K)
Limite de stabilité ρ = 1

(a) HHO+(0) - Rayon spectral

101 102

100

1/h

Er
re

ur
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Erreurs du splitting HHO+(0) - Tf = 1

Référence L2 Référence H1

M = 1 M = 1
M = 2 M = 2
M = 10 M = 10

(b) HHO+(0) - M ∈ {1, 2, 10}

Figure – Étude du splitting pour k = 0
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Conclusion

Perspectives
à Procéder à l’analyse numérique (en s’appuyant sur Burman, Duran, Ern, Steins 2020)
à Exploitation pour la mécanique des structures, où la méthode HHO permet de

s’a�ranchir du problème de verrouillage volumique
à Estimations d’erreurs à posteriori pour l’adaptation espace-temps pour l’équation

des ondes

Figure – Comparaison FEM/HHO sur la membrane de Cook
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