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Probleme de Stokes

Navier-Stokes isotherme et Y
incompressible T[ﬁﬁ ?v

{p(u,+(u~V)u)—uAu+Vp: f dans Q x RT

divu= 0dans Q x R" TRUST

> Cavité entrainée :

Améliorer la précision du code de résolution
thermohydraulique de la DES & un nombre de degré de

liberté fixé.
Systeme semi-discrétisé :
M%+AU+L(U)U+ B'P= F,
—-BU= 0,
ut=0)= U°

Figure 1 — Solution cavité entrainée avec TrioCFD
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Schéma semi-implicite

Discrétisation en temps (Schéma Euler semi-implicite) :

Initialisation : U° donnée, P° approché.
Etape de prédiction : Calculer U* |a solution de

StTTMU* 4+ AU + L(U™U™ 4 BIP™ = F™ 4 st~ TMU™
Nb : On peut avoir BU* # 0
Calcul de la pression : Calculer P’ la solution de
BM~'B!P = st7'BU*, P™' =P 4P
Etape de correction : Calculer U™ |a solution de

MUY = MU* — StBLP

Dans TrioCFD, ces étapes sont rapides car M est diagonale pour les éléments finis de Crouzeix-Raviart.

En 3D, pour un schéma aussi robuste qu’en 2D, il faut rajouter des ddls en pression, ce qui augmente la taille du
systéme de solveur de pression.
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Formulation variationnelle

Probléme de Stokes stationnaire
Trouver (u, p) € H}(Q) x L3(Q) tel que :

—vAu+Vp
divu

> u est la vitesse, p la pression du fluide. Les données v (la viscosité cinématique) et f (le terme source) sont
données.

Soit un maillage triangulaire T, composé de faces F € Fp,.

Probleme variationnel discret pour le probléeme de Stokes

Trouver (Up, pr) € Xp,o X M tel que

{3(Uh, Vh) + b(Vh, pr) = (F, Vh)o,a  VVh € Xppo

b(up, gn) =0 van € My
ah:thXh—>R b:XhXMh—>R
avee an(up, Vi) =v > /Vuh 1V b(Vh, Gr) = — > /diV(Vh)Qh
TeT, U T TeT, /T
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On définit 'espace des vitesses :

Les éléments finis de Crouzeix-Raviart non conforme

Xno = {(vh € LE(Q), / (V)7 € PY(T) WT €Ty et /F[V"]:O VF € Fp}

Plusieurs choix pour la pression :
Crouzeix-Raviart non-conforme

> My = {qn € L5(@)/ap € P°(T), VT € Tp }
» Nb : d composantes pour la vitesse.

» Modes parasites

. Vitesse
‘ Pression

Figure 2 — DDLs Crouzeix-Raviart non-conforme, d = 2
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TrioCFD :

> My :={qn € Qo,n+ Q1,n}
Qo.p = LB(Q) N PO(Th), Qi p o= L5(Q) N Pl 5(Th)

» Encore des modes parasites pour d = 3, (P! + PO + P3)

A.PEITAVY

. Vitesse
. Pression

Figure 3 — DDLs TrioCFD, d = 2
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Limites des éléments finis de Crouzeix-Raviart non conformes

Soit ¢ une fonction de H'(R2). On considére le probléme de Stokes suivant :
Trouver (Up, pr) € Xpn X My, tel que

vy /TVUh (V= > /rdiV(Vh)ph =(V¢,vhloa Vi€ Xnpo

TeTy TeTy

-> /TdiV(Uh)CIh =0 van € My

TET)

La solution est alors (u, p) = (0, ¢). Or pour les éléments finis de Crouzeix-Raviart, on a

u=0,p=x5+x%+x2y +y*— L
E /V¢4Vh - E (/¢divvh+/ ¢vh.n)
T T oT

i, e, et st
=-> /¢div Vit Y /¢[vh-n] o i
TeT, /T Feg, ' F

Leterme >_¢ [ ¢ [vy- n] estnul si ¢ est constante ("Patch test"). 0
Autrement, ce terme devient une "source numérique" pour vAuy,. "

0002

— Erreur en vitesse qui dépend de la viscosité.
Néanmoins la convergence est garantie. B oL
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Schéma P1NC-MPFA (Multi-Point Flux Approximation) pour Stokes

Stratégie du schéma

» Découper nos triangles en trois quadrangles
> Ajouter deux inconnues auxiliaires de pression par aréte.

> Exprimer le gradient de la pression a I'aide des inconnues
auxiliaires de pression sur les arétes et celle de la cellule.

G? = |C;_S| ((pf_pr).m +(,023—PT)'"2)
T
(1)

La formule est exacte sur des simplexes
pour des fonctions affines.

Commissariat a I'énergie atomique et aux énergies alternatives A.PEITAVY short-event 6/12



Schéma P1NC-MPFA (Multi-Point Flux Approximation) pour Stokes

Stratégie du schéma

> Eliminer les inconnues auxiliaires en
imposant la continuité du flux du gradient sur

les arétes. Ps -
> Eléments finis X, pour les composantes de o
la vitesse (seul la matrice de couplage )
vitesse/pression est modifiée). Q7S_
3
» On garde les degrés du bord car on ne peut
pas y imposer la continuité des flux. as
» On applique ce schéma pour discrétiser le T4
gradient de pression. On résout donc le o .
probléme de Stokes avec : La continuité des flux entre deux triangles
_ T, et T3, partageant I'aréte b, et le sommet
by(vian) = > > /Q Vh -V hGh S s'écrit

TET, QeQ(T)
VEp-np=VEp-np
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Systeme MPFA

Intégration par parties

On n’a pas I'égalité suivante :

Z / prdiv v, # — Z / VaPr- Vs, —> B ne discrétise pas la divergence
TeT,’ T TeT,’ T

Systéme considéré

A Gt Gp U F
D 0 o][Px|=( o0 W= 3 [Veiive
GG o o/ \P GJ Ue reTy T (Fr= Tz; /T"¢f
i €Th
DD R e .
Avec : v Tgh ro Mk D= > /¢;§"div¢,

> 0<ij<dNe / b TeT, T

G i: v N i
> 0<k< Ny (Gb)i T;h g hte - @

> 0<I<2Ng

> La base pour la vitesse est donnée par (¢%);’€E}’;’y} et pour la pression (1[1’}”)767,1 et (d’lb)OSlSdNFb

> La vitesse est imposée sur I'épaisseur du bord avec I'équation G; U= G; Ue
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Résultats pour I’équation de Stokes sur Q = [0; 1]? avec divergence PO

Nomenclature des différentes méthodes comparées

> uff o xg7 /(R0
> uprie s xPR /(PO 4+ PY)

> uf’\:’PS : Xg% / MPFASYM divergence PO

Nombre de degrés de liberté pour la pression :

h | PR | ppte | piPs |
1.00 x 10~ T 242 380 322
5.00 x 10—2 1054 1622 1214
2.50 x 10—2 4262 6474 4582
1.25 x 102 16794 | 25352 17434

> Erreur exacte pour une vitesse affine et une pression affine pour TrioCFD et Mps mais pas pour CR.

> Erreur exacte pour une vitesse affine et une pression quadratique pour TrioCFD en 2D, mais plus de ddls
(en 3D cela s’accentue).

> Plus de robustesse par rapport a la viscosité cinématique.
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Résultats pour I’équation de Stokes sur Q = [0; 1]?

0, uy sin(2my)(cos(2wx) — 1), uy = —sin(2nx)(cos(2my) — 1),
27 x)sin(2my) sin(2mx)sin(2my)
i My i My
h H"—UhRHo llu—ug=©llo | llu—uy "suo h lu—ufllo | llu—wug™°llo | flu—u®l
1.00 x 10~ 1 | 3.01 x 10~3 1.04 x 107° 1.44 x 104 1.00x 10-7 | 2.69 x 102 2.45 x 10—2 2.61 x 10*2
5.00 x 1072 | 6.93 x 10~* 6.52 x 10~/ 1.75 x 10~° 5.00 x 1072 | 6.92x10°° | 5.84 x 10~ ° 6.77 x 10~3
250x 1072 | 1.63x 10~% | 4.02x 108 2.09 x 10~° 250 x 1072 | 1.70 x 102 1.45 x 103 1.66 x 102
1.25 x 1072 | 4.14x 1075 | 254 x 10~° 3.91 x 107 1.25x 1072 | 428 x10°* | 3.65x10~* | 4.22x10~*
™ e =206 | roti°=4.00 | M =284 T e =1.99 | 7o =202 | M5 =198
- I My
h lie—pEPllo | lle—prllo | o —ppllo h e — 5o | llp—pg-i© lo | llp "Sno
1.00 x 10~ 1 | 1.88 x 107" 2.48 x 10—2 1.99 x 10*2 1.00 x 10~ 1 | 8.35 x 101 1.14 x 1070 1.47 x 100
5.00 x 1072 | 9.06 x 1072 | 5.49 x 10~2 | 4.31 x 10~ 2 5.00 x 1072 | 4.06 x 10~ 6.08 x 10~ 5.75 x 10~
2.50 x 1072 | 4.40 x 10~2 1.37 x 1073 1.09 x 103 250 x 1072 | 1.88 x 10~ 2.89 x 10~ 2.28 x 10~
1.25x 1072 | 222x 1072 | 3.50 x 10—* 2.78 x 10~*4 1.25 x 1072 | 9.50 x 10~2 1.45 x 10~ 1.13 x 10~
™ TS =103 | 7o =205 | =205 ™ TR =105 | 71° =099 | 7S =123
> 7-5’? < r,’,‘”Ps < g Frie » 14 ~ 2et7, ~ 1->Ordre de convergence attendu.
. My
> En3D TioCFD : P! + P° + P2 > Jlp—pr"llo 2 llp — Pyl
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Robustesse par rapport a v

uy = sin(2wy)(cos(2nx) — 1), u, = —sin(2wx)(cos(2ny) —1), uy = sin(2wy)(cos(2wx) — 1), u, = —sin(2wx)(cos(2wy) — 1),
p=x+y—1

p=x>+x*y3 + X2y +yt—7/12

vim?s ") | flu—uSfllg | flu—ufroyy | e — o) vim?s ") | u—uffle | flu—ufriofy | flu—uf®|
100 2.68 x 10~ 2 2.45 x 10~2 2.61 x 102 100 2.69 x 10~2 2.45 x 102 2.61 x 10~2
10! 2.82 x 1072 2.45 x 10~2 2.61 x 1072 10~! 3.35 x 102 2.45 x 102 2.61 x 10~2
102 8.70 x 10—2 2.45 x 10~2 2.61 x 102 102 1.98 x 107! 2.45 x 10~2 2.63 x 1072
103 8.24 x 10! 2.45 x 10—2 2.61 x 102 103 1.96 x 1070 2.44 x 102 3.48 x 1072

vim?s~"] | e —pE%lo | lio— Bl | llo— Pl vim?s= | llp—pSFllo | I —pElle | lle — P8Il
100 9.99 x 107 1.40 x 100 2.59 x 100 10~ 0 6.53 x 10~ 8.97 x 10~ 259 x 100
107" 1.25 x 107! 1.40 x 107! 2.59 x 10! 10! 1.45 x 10~ 8.99 x 1072 | 2.59 x 10~
10—2 7.66 x 1072 1.40 x 1072 2.59 x 1072 102 1.30 x 10~ 1.08 x 1072 | 2.70 x 1072
10—3 7.59 x 1072 1.40 x 103 2.59 x 10~3 10—3 1.30 x 107% | 6.13 x 103 7.86 x 1073

» Cas générale : on est plus robuste par rapport a la

P Lerreur en vitesse ne dépend plus de la viscosité. Les . o
P p viscosité.

modes parasites en pression sont nuls.

> En3D TrioGFD: P! 4 F° 4 P2 Mps : discrétisation du gradient — modes parasites en

pression nulle
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Perspectives et Conclusion

Navier-Stokes (en cours)

Schéma bien défini (en cours)
> Terme instationnaire 4 > Convergence et Stabilité
> Terme convectif (u - V )u

P Cas tests de benchmark FVCA (en cours)

Condition de bord (perspective)

Implémentation en 3D (prévu)

Degré de pression auxiliaire

Degré de pression du bord

@  Pressionengendrée par e degré de
liberté du bord

M

—

Bord
Figure 4 — MPFA en 3D

Figure 5 — Support d’'une fonction de base MPFA symétrique
pour un degré de liberté du bord

» Dans TrioCFD

> Nombre de ddis équivalent au 2D (1 par face + 3 par face du bord) > Vitesse imposée sur une épaisseur du bord.
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Ccea

Merci pour votre attention ! Des questions ?
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