Schéma semi-implicite Discrétisation en temps (Schéma Euler semi-implicite) :

1 Initialisation : U 0 donnée, P 0 approché.

2 Étape de prédiction : Calculer U * la solution de

Nb : On peut avoir BU * ̸ = 0 3 Calcul de la pression : Calculer P ′ la solution de BM -1 B t P ′ = δt -1 BU * , P m+1 = P ′ + P m 4 Etape de correction : Calculer U m+1 la solution de MU m+1 = MU * -δtB t P ′ Dans TrioCFD, ces étapes sont rapides car M est diagonale pour les éléments finis de Crouzeix-Raviart.

En 3D, pour un schéma aussi robuste qu'en 2D, il faut rajouter des ddls en pression, ce qui augmente la taille du système de solveur de pression. Commissariat à l'énergie atomique et aux énergies alternatives A.PEITAVY short-event 2 / 12

Problème de Stokes

Navier-Stokes isotherme et incompressible

ρ(ut + (u • ∇ )u) -µ∆ u + ∇ p = f dans Ω × R + div u = 0 dans Ω × R + Objectif :
Améliorer la précision du code de résolution thermohydraulique de la DES à un nombre de degré de liberté fixé. Soit un maillage triangulaire T h composé de faces F ∈ F h .

Système semi-discrétisé :

Problème variationnel discret pour le problème de Stokes

Trouver (u h , p h ) ∈ X h,0 × M h tel que a(u h , v h ) + b(v h , p h ) = (f , v h ) 0,Ω ∀v h ∈ X h,0 b(u h , q h ) = 0 ∀q h ∈ M h avec      a h : X h × X h → R a h (u h , v h ) = ν T ∈T h T ∇u h : ∇v h      b : X h × M h → R b(v h , q h ) = - T ∈T h T div (v h )q h
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Les éléments finis de Crouzeix-Raviart non conforme

On définit l'espace des vitesses :

X h,0 := {v h ∈ L 2 (Ω), (v h ) |T ∈ P 1 (T ) ∀T ∈ T h et F [v h ] = 0 ∀F ∈ F h }
Plusieurs choix pour la pression : TrioCFD :

Crouzeix-Raviart non-conforme ▶ M h := {q h ∈ L 2 0 (Ω) q h ∈ P 0 (T ), ∀T ∈ T h } ▶ Nb : d composantes
▶ M h := {q h ∈ Q 0,h + Q 1,h } Q 0,h := L 2 0 (Ω) ∩ P 0 (T h ), Q 1,h := L 2 0 (Ω) ∩ P 1 LG (T h )
▶ Encore des modes parasites pour d = 3 , (P 1 + P 0 + P a ) 

           ν T ∈T h T ∇u h : ∇v h - T ∈T h T div (v h )p h = (∇ ϕ, v h ) 0,Ω ∀v h ∈ X h,0 - T ∈T h T div (u h )q h = 0 ∀q h ∈ M h
La solution est alors (u, p) = (0, ϕ). Or pour les éléments finis de Crouzeix-Raviart, on a

T ∈T h T ∇ ϕ • v h = - T ∈T h T ϕ div v h + ∂T ϕ v h • n = - T ∈T h T ϕ div v h + F ∈F h F ϕ [v h • n] Le terme F F ϕ [v h • n] est nul si ϕ est constante ("Patch test").
Autrement, ce terme devient une "source numérique" pour ν∆u h .

→ Erreur en vitesse qui dépend de la viscosité.

Néanmoins la convergence est garantie. ▶ Exprimer le gradient de la pression à l'aide des inconnues auxiliaires de pression sur les arêtes et celle de la cellule.

p T p S T 1 a 1 p S T 1 a 2 S T 1 S T 2 S T 3 n T 3 n T 2 n T 1 S p T p S 2 p S 1 n 2 n 1 n 4 n 3 Q S T F 1 T F 2 T F 3 T F 4 T G S T = 1 |Q S T | (p S 1 -p T ) • n 1 + (p S 2 -p T ) • n 2 (1)
La formule est exacte sur des simplexes pour des fonctions affines.

▶ Éliminer les inconnues auxiliaires en imposant la continuité du flux du gradient sur les arêtes.

▶ Éléments finis X h pour les composantes de la vitesse (seul la matrice de couplage vitesse/pression est modifiée).

▶ On garde les degrés du bord car on ne peut pas y imposer la continuité des flux.

▶ On applique ce schéma pour discrétiser le gradient de pression. On résout donc le problème de Stokes avec :

b h (v h , q h ) = T ∈T h Q∈Q(T ) Q v h • ∇ h q h n T 4 d n T 4 c p 4 p 1 p 2 p 3 p d pa p b pc S Q S T 3 Q S T 4 Q S T 1 Q S T 2 b a d c
La continuité des flux entre deux triangles T 2 et T 3 , partageant l'arête b, et le sommet S s'écrit

∇ S T 3 p • n b = ∇ S T 2 p • n b
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Système MPFA

Intégration par parties

On n'a pas l'égalité suivante : ▶ Erreur exacte pour une vitesse affine et une pression quadratique pour TrioCFD en 2D, mais plus de ddls (en 3D cela s'accentue).

T ∈T h T p T div v h ̸ = - T ∈T h T ∇ h p T • v h =⇒ B ne discrétise pas la divergence Système considéré   A G int G b D 0 0 G T b 0 0     U P int P b   =   F 0 G T b Ue   Avec : ▶ 0 ≤ i, j ≤ dN F ▶ 0 ≤ k ≤ N T ▶ 0 ≤ l ≤ 2N F b (A) ij := T ∈T h T ∇ ϕ i : ∇ ϕ j (G int ) ki : T ∈T h T ∇ h ψ int k • ϕ i (G b ) li : T ∈T h T ∇ h ψ b k • ϕ i (F ) i := T ∈T h T f • ϕ i (D) ik := T ∈T h T ψ int k div ϕ i ▶ La
▶ Plus de robustesse par rapport à la viscosité cinématique.
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Résultats pour l'équation de Stokes sur Ω = [0; 1] 2 ux = 0, uy = 0 p = sin(2πx)sin( 2πy)

h ∥u -u CR h ∥ 0 ∥u -u Trio h ∥ 0 ∥u -u Mps h ∥ 0 1.00 × 10 -1
3.01 × 10 -3 1.04 × 10 -5 1.44 × 10 -4 5.00 × 10 -2 6.93 × 10 -4 6.52 × 10 -7 1.75 × 10 -5 2.50 × 10 -2

1.63 × 10 -4 4.02 × 10 -8 2.09 × 10 -6 1.25 × 10 -2 4.14 × 10 -5 2.54 × 10 -9 3.91

× 10 -7 τ τ CR u = 2.06 τ Trio u = 4.00 τ MPs u = 2.84 h ∥p -p CR h ∥ 0 ∥p -p Trio h ∥ 0 ∥p -p Mps h ∥ 0 1.00 × 10 -1
1.88 × 10 -1 2.48 × 10 -2 1.99 × 10 -2 5.00 × 10 -2 9.06 × 10 -2 5.49 × 10 -3 4.31 × 10 -3 2.50 × 10 -2 4.40 × 10 -2 1.37

× 10 -3 1.09 × 10 -3 1.25 × 10 -2 2.22 × 10 -2 3.50 × 10 -4 2.78 × 10 -4 τ τ CR p = 1.03 τ Trio p = 2.05 τ MPs p = 2.05
ux = sin(2πy )(cos(2πx) -1), uy = -sin(2πx)(cos(2πy ) -1), p = sin(2πx)sin( 2πy)

h ∥u -u CR h ∥ 0 ∥u -u Trio h ∥ 0 ∥u -u Mps h ∥ 0 1.00 × 10 -1
2.69 × 10 -2 2.45 × 10 -2 2.61 × 10 -2 5.00 × 10 -2 6.92 × 10 -3 5.84 × 10 -3 6.77

× 10 -3 2.50 × 10 -2 1.70 × 10 -3 1.45 × 10 -3 1.66 × 10 -3 1.25 × 10 -2 4.28 × 10 -4 3.65 × 10 -4 4.22 × 10 -4 τ τ CR u = 1.99 τ Trio u = 2.02 τ MPs u = 1.98 h ∥p -p CR h ∥ 0 ∥p -p Trio h ∥ 0 ∥p -p Mps h ∥ 0 1.00 × 10 -1
8.35 × 10 -1 1.14 × 10 -0 1.47 × 10 -0 5.00 × 10 -2 4.06 × 10 -1 6.08 × 10 -1 5.75 × 10 -1 2.50 × 10 -2 1.88 × 10 -1 2.89 × 10 -1 2.28 × 10 -1 1.25 × 10 -2 9.50 × 10 -2 1.45 × 10 -1 1.13 × 10 -1 τ τ CR 9.99 × 10 -1 1.40 × 10 -0 2.59 × 10 -0 10 -1 1.25 × 10 -1 1.40 × 10 -1 2.59 × 10 -1 10 -2 7.66 × 10 -2 1.40 × 10 -2 2.59 × 10 -2 10 -3 7.59 × 10 -2 1.40 × 10 -3 2.59 × 10 -3 ux = sin(2πy )(cos(2πx) -1), uy = -sin(2πx)(cos(2πy ) -1), p = x 5 + x 4 y 3 + x 2 y + y 4 -7/12

p = x + y -1 ν[m 2 s -1 ] ∥u -u CR h ∥ 0 ∥u -u Trio h ∥ 0 ∥u -u Mps h ∥ 0 10 -0 2.
ν[m 2 s -1 ] ∥u -u CR h ∥ 0 ∥u -u Trio h ∥ 0 ∥u -u Mps h ∥ 0 10 -0 2.69 × 10 -2 2.45 × 10 -2 2.61 × 10 -2 10 -1 3.35 × 10 -2 2.45 × 10 -2 2.61 × 10 -2 10 -2 1.98 × 10 -1 2.45 × 10 -2 2.63 × 10 -2 10 -3 1.96 × 10 -0 2.44 × 10 -2 3.48 × 10 -2 ν[m 2 s -1 ] ∥p -p CR h ∥ 0 ∥p -p Trio h ∥ 0 ∥p -p Mps h ∥ 0 10 -0
6.53 × 10 -1 8.97 × 10 -1 2.59 × 10 -0 10 -1 1.45 × 10 -1 8.99 × 10 -2 2.59 × 10 -1 10 -2 1.30 × 10 -1 1.08 × 10 -2 2.70 × 10 -2 10 -3 1.30 × 10 -0 6.13 × 10 -3 7.86 × 10 -3 ▶ L'erreur en vitesse ne dépend plus de la viscosité. Les modes parasites en pression sont nuls.

▶ En 3D TrioCFD : P 1 + P 0 + P a ▶ Cas générale : on est plus robuste par rapport à la viscosité. 
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  Figure 2 -DDLs Crouzeix-Raviart non-conforme, d = 2

Figure 3 -
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u▶

  = 0, p = x 5 + x 4 y 3 + x 2 y + y 4 -Découper nos triangles en trois quadrangles ▶ Ajouter deux inconnues auxiliaires de pression par arête.

▶

  base pour la vitesse est donnée par(ϕ α F ) α∈{x,y } F ∈F f et pour la pression (ψ int T ) T ∈T h et (ψ b l ) 0≤l≤dN F b▶ La vitesse est imposée sur l'épaisseur du bord avec l'équation G Erreur exacte pour une vitesse affine et une pression affine pour TrioCFD et Mps mais pas pour CR.

▶

  En 3D TrioCFD : P 1 + P 0 + P a ▶ τu ≃ 2 et τp ≃ 1 -> Ordre de convergence attendu. ▶ ∥p -p Trio h ∥ 0 ≳ ∥p -p Mps h ux = sin(2πy )(cos(2πx) -1), uy = -sin(2πx)(cos(2πy ) -1),

▶▶Figure 5 -

 5 Figure 4 -MPFA en 3D
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