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Introduction Parcours académique Service de Thermo-Hydraulique et

o Master CEPS : (2019-2020) Parcours Mathématiques Mecanlque des Fluides

appliquées, calcul scientifique, équations aux dérivées o Logiciels de simulation a différentes échelles
partielles, probabilités, statistique

o Validation par expérience.
o Centrale Marseille : (2017/2020) Ecole d'ingénieur

_ o Expertises dans le domaine énergétique.
généraliste

o Université polytechnique de Catalogne :

(2019-2019) M2 MAMME Barcelone Laboratoire de Modélisation et de
o Université d’Avignon : (2016-2017) L3 Physique et L3 Simulation a I'échelle Systeme
Mathématiques ) . . . A
~ o Modélisation physiques et simulation a I'échelle
locale

o Neptune-CFD (EDF)
o TrioCFD (CEA)
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TRIO-CFD
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Cas d'étude de TrioCFD 5 ?v
o Développé au CEA depuis les années 90. TWU

o Dédié a la simulation d'écoulement turbulents instationnaire a
bas-Mach pour des cas industrielles.

o Modeéles : DNS / ALE / RANS / Incompressible /
quasi-compressible / Monophasique, diphasiques etc.

o Code orienté objet en C44-, massivement paralléle, open
source depuis 2015.

o Participation aux benchmarks FVCA8 (2017).

o Méthode Volumes Différences Finis (Harlow-Welch'65).

o Méthode Volumes Eléments Finis (Crouzeix-Raviart'73).

o Autres méthodes (PolyMAC, CoviMAC, DGFEM (en cours) ...

)

@ Schémas d'intégration en temps explicite et semi-implicite.




TRIO-CFD

15 5;%t2€]mbr€ Trouver (u7 P) c Hé(Q) X Lg(Q) tel que : Trouver (U, P) € RNu x RN tel que :
A.PEITAVY v A V= f du
u+(u-V)u—vAu+Vp= M— + AU+ L(U)U+B'P=F,
Introduction divu = 0 dt
-BU= 0,
u(t=0)= u°

Uit=0)= U°
Discrétisation en temps (Schéma Euler semi-implicite) :

@ Initialisation : U° donnée, P° approché.
@ Etape de prédiction : Calculer U* la solution de

StTIMU* + AU* + L(U™U™ + BEP™ = F™ 4§t~ MU™
Nb : On peut avoir BU* # 0
@ Calcul de la pression : Calculer P’ la solution de
BM~'B'P' =st7'BU*, P™t =P 4 P7
Q Etape de correction : Calculer U™ |a solution de

MU™ = MU* — §5tBtP’

Dans TrioCFD, ces étapes sont rapides car M est diagonale pour les éléments finis de Crouzeix-Raviart. J
27
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Introduction

Probléme de Stokes

plug+ (u-V)u) —pAu+Vp f dans Q x R"
divu= 0dans Q x R"

u= g sur 9Q
u= hdans Q x {0}

Navier-Stokes isotherme et incompressible

Stokes Stationnaire

Trouver (u, p) € H{(Q) x L2(Q)

—vAu+ Vp = f dans Q
divu = 0 dans Q

avec u qui représente la vitesse du fluide, p la pression du fluide, f est un terme source, v est la

cinématique et Q est un domaine ouvert borné connexe 3 frontiére Lipschitzienne dans RY

4

(1)

viscosité




Formulation variationnelle
15 septembre
2021

A.PEITAVY . .
Probléme variationnel
Introduction
Trouver (u, p) € HY(Q) x L2(R) tel que
a(u,v) + b(v,p) = (F,v)oa Vv e HQ)
b(u,q) =0
avec

a:H}(Q) x HY(Q) = R

b:HY)(Q) x L3(Q) = R
a(u,v) = V/Vu : Vv b(v,q) = —/div(v)q
Q Q )
Le probléme de Stokes est bien posé. (Banach-Necas-Babuska + Isomorphisme de I'opérateur div de
H(Q) — L2. Vq € L2(Q),3v € HY(Q) tel que divv = q + inégalité de Poincaré [Girault Raviart'86])

DA 7/97
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Les éléments finis de Crouzeix-Raviart non conforme

15 septembre o Soit x € Ty, pour £ ={1,...,Nt}.
2021 On note les sommets du triangles S; et leurs faces opposées F; pour i € {1,...,d + 1}.
APEITAVY On note alors les coefficients barycentrique de x : Aé(x) € R* les coefficients tels que :
Introduction
x = E X(x)0S!
Si

@ On peut donner alors |'expression suivante :

N (x) = (d|Tel) ' ng (0Sf—x), V[ = —(d|Tel) g

o Les fonctions de bases des éléments de
Crouzeix-Raviart sont : st

¢ )
Fy g,

vi=1—d\;

NB : Pour d = 2, on écrit la matrice de masse (Preuve : Utiliser une formule de quadrature ) :

T
M; ;= Z /v,vjdx76'71|3|

TIF;,FeT

27



Les éléments finis de Crouzeix-Raviart non conforme

15 septembre

2021 o Triangulation : T}, = UQ’:Tl Te, Fo={F/F=T,NTy} ° X,E‘g/[P’O [Crouzeix-Raviart'73] :
APEITAVY
Introduction o XR = {v, € P_/VF € Fl, fF[Vh]dS —0) @ vitesse
Pression
avec [vp]jF = (v, — VTZ,) - ng, pour F=T,NTy g
Vitesse : h R — {v, € (XFF)4 /Vhjaq = 0} ]
o Pression : Mu(Q2) = L2(Q) NFP. T

Probleme variationnel discret :

Trouver (up, pp) € th'g X Mp(Q) tel que :

ap(up, vi) + by(vh, p) = Z/ fovy Vv, € XSG
= Jr

bp(up, gn) = 0 Van € Mp(R) b(vh, qn) Z/ div (vs)qn

ah(umvh):Z/Vuh:Vvh
=




Limites des éléments finis de Crouzeix-Raviart non conformes

15 septembre Soit ¢ une fonction de H(£2). On considére le probleme de Stokes suivant :
2021 Trouver (u, p) € H(Q) x L2(R) tel que
APEITAVY
st u/ Vu: vV—/div(v)p =(Vé,v)on VveHIQ)
Q Q
- / div (u)g =0 Vg € L3(Q)
Q

La solution est alors (u, p) = (0, ¢). Or pour les éléments finis de Crouzeix-Raviart, on a

Z/w‘v,,
T T

u=0,p=x>+x*y+xy +y* -

— E / ¢div vy + / Gvy - n et | sonPNG e
T T oT

— E /¢div vy + E /¢[Vh - n) *
T JT  JF

Le terme ZF fl__ @[vh-n] est nul si ¢ est constante ("Patch test").
Autrement, ce terme devient une "source numérique" pour Auy,. 0 o
Néanmoins la convergence est garantie.

[Emonot’'92 ] : Trop de ddl de vitesse — modes parasites.
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Correction des éléments finis de Crouzeix-Raviart non conformes
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Augmenter |'espace des pressions discretes

Introduction

CR 0 1 . s
o On rajoute des degrés de libertés a I'espace des pressions : Xh,o / (P" +P°)2D : [Heib’03]
CR p0 1y . _ 2 0 2
(X<G, PO+ P« My = L3(Q) NFO + L(Q2) NP XCR / (P° + P! + P?)3D : [Fortin’06]

o Le patch test ZF fF @[vp, - n] = 0 se vérifie alors pour ¢ € P?

[Heib'03].
o Courants parasites nuls pour ¢, un polynéme d'ordre 2 et d'au @ vitesse
. ; 3
moins d'ordre h® pour les autres cas. @ Pression

@ Inconvénient :
On a des bonnes propriétés de convergence pour le 2D, mais
pour les garder lors du passage en 3D, il faut rajouter des
degrés de libertés situés sur les arétes. (En moyenne, 6 arétes
partagées par 6 éléments. On double les degrés de libertés)

u]
|
|
[
it
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Introduction

Correction des éléments finis de Crouzeix-Raviart

er sur un élément finis conforme dans H(div, Q) [Linke et al '14]

o L'objectif est d'avoir un schéma peu coliteux comme le Xhag mais plus précis.
o Projection I, conforme dans H(div, ) (EF de [Raviart-Thomas'77] ou BDM
[Brezzi-Douglas-Marini'85])

o Terme Source :

(Vo,v)o # = > _(w,div o,
T

Vv, € XE,RO :

(V,Mpvp)o = — Z(U’»diV Vh)o, T
T

o Inconvénient : La matrice de masse change : (up, v4)o,7 — (Mpup, My, vi)o, T
Elle n’est alors plus diagonale, on est alors limité avec les schémas explicites /semi-implicites ol
I'inverse de la matrice de masse intervient.

| N

Nouvelle solution proposée

Modifier le schéma de couplage vitesse / pression : Schéma MPFA symétrique.
Compromis : La matrice de masse reste inchangée, et quasiment les méme degrés de libertés pour la
pression.

27



Schéma P1INC-MPFA (Multi-Point Flux Approximation) pour Stokes

15 septembre
2021

APEITAVY Nouvelle solution proposée

@ Moins de degrés de libertés que les EF : X,i% / (P° + P1)

Schéma o On définit un gradient, qui sera exact pour les fonctions affines avec des degrés centrés sur les mailles
PINCMPFA (contrairement au EF de Crouzeix-Raviart non conforme).

pour Stokes
Stratégie du schéma

o Découper nos triangles en trois quadrangles

o Ajouter deux inconnues auxiliaires de pression par
aréte.

o Exprimer le gradient de la pression a |'aide des
inconnues auxiliaires de pression sur les arétes et
celle de la cellules.

Eliminer les inconnues auxiliaires en imposant la
continuité du flux du gradient sur les arétes.

©

©

Eléments finis X,f"; pour les composantes de la
vitesse (matrice de masse inchangée).

[=] =1 = =

IR 307



Principe
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APEITAVY Propriétés du schéma MPFA symétrique,
coercif consistant centré sur les mailles,
appliqué a 'opérateur Laplacien :

Schéma . .

SN o Consistant et coercif

pour Stokes

o Convergent avec des hypothéses sur les
triangles proches des hypothéses de
convergences des éléments finis P1.

sy

Gt = g5t O (B =Py (@)

. QS
JEAT

s
ol A? ={F ¢ (Q)‘;;—} La formule est
exacte sur des simplexes pour des fonctions
affines.

[m] = -

DA 14007



Continuités des flux
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@ Afin de supprimer les inconnues
intérieures, on va ajouter une
Schéma condition de continuité des flux
P1INC-MPFA
pour Stokes @ On garde les inconnues des
arétes du bord. P3 o
o La continuité des flux entre b
deux triangles T, et T3, QS
partageant |'aréte b, et le T3

sommet S s'écrit

S S
VT3p~nb:VTZp~nb

S
QT4

En insérant I'expression du gradient (2), on trouve

1 T T 1 T,
—((po— P3)n,* - nf + (pc — p3)nd* - ) = —<—((pa — P2)n3 - M + (Po — P2)m,* - 1)
Q37,1 Q7|

On ne peut pas appliquer la continuités des flux sur le bord. On garde les inconnues du bord dans le systeme.

o =

DA
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Continuités des flux

15 septembre

e On peut alors écrire un systéme linéaire pour chaque sommet :
Si on note [pr]* les inconnues des cellules, [ps]7 les inconnues d'arétes intérieures et [p,]; les inconnues

APEITAVY ot connt
d’arétes du bord associées a s.
Schena 3|n \2(i + ! ) sii=jet a est aréte commune & T2/, TS/
PINC-MPFA aj ‘Tall ITa,l =J i 1, 1y
pour Stokes
5=4 nl-n] (3)
J 3 7 J sii# jet a;, aj sont dans le méme triangle T
0 sinon
3 —(|n \2+n nT") iajeTietal nde aréte de T;
s T, a; aj si aj i et a; la seconde aréte de T;
RS = { TTi] @
ij
0 sinon

On peut éliminer les inconnues des arétes intérieures avec le systéme suivant :
S _ (1S\—-1pSsS S S5\—1;S S
[pa]l? = (L7) " R7[p7]” — (L7) ™ Lplpalp

Qui se ré-écrit :
[pal; = M°[p7]° + N°[pal;

= = = = = DA 627
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Schéma
PINC-MPFA
pour Stokes

Intégration sur un élément de référence

/v-Vp:G-l,-~/ v+G-2,—-/ v+G?—-/ v (5)
T Q1 @ Q3

On utilise les éléments de Crouzeix-Raviart non
conformes pour la vitesse. Les fonctions de base scalaires
sont :

Vi = 1-— d)\,‘ Vl-a = Vj€n

Les fonctions de base pour la pression sont :

pr, =11, et p,=1,

Stencil des Gradients

Nb : Pour intégrer, on peut utiliser des formules de quadrature d’ordre 1. On a alors :

_ [ a_ay= —2|T|/27sij=i
QVJ_ o 477" 11|T|/54 sinon

i

(6)

27
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Schéma
PINC-MPFA
pour Stokes

Matrice de couplage vitesse / pression.

On note la matrice de couplage vitesse / pression B tel que :

B(Vij’Te,b):Z(G}I‘m(ﬂTlvﬂb)'/ VJ'+G%'m(]lT/71b)'/ W+G%'m(]1T/7]1b)'/ Vj)
Q @ @3

Tm

Implémentation de la matrice B
Calculer la contribution de chacun des degrés de liberté :

@ Remplacer les degrés de liberté de pression des arétes intérieures avec les systémes donnés par la
continuité des flux.
[pa]? = M*[pr]® + N°[pa]3
@ Calculer les gradients pour les fonctions de base de la pression :
1 T T
—=((pa = pT)ny + (Po — PT)N} )
Q7

© Intégrer les fonctions de base sur les quadrangles ol la pression est constante.

. —2|T|/27sij=i
[V r— — i) =
o ! o ! 11| T|/54 sinon

@)

27



Matrice de couplage vitesse / pression.
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Pour tout les degrés de liberté de la pression des cellules pr, Pour tout les degrés de liberté de la pression des arétes du bord p,

Pour tout les degrés de liberté de vitesse associés aux arétes ;

Schéma
P1INC-MPFA Pour tout les degrés de liberté de vitesse associés aux arétes v;

pour Stokes

On remplace les inconnues des arétes avec
I’expression issues de la continuités des flux
pour p=1;

On remplace les inconnues des arétes avec
I’expression issues de la continuités des flux
pour p= I,

On calcule intégrale [, v,V p,

On calcule Vintégrale [, v;V Mg,

On sauvegarde le résultat dans By, .(j,b)

On sauvegarde le résultat dans B (j. )

DA 19707



Systeme final

15 septembre

2021
AEERR On peut alors écrire le systéme suivant :
Schéma
P1INC-MPFA
pour Stokes

(5 %) -0)

avec A la matrice des Crouzeix-Raviart, B = [BjntBporg] la matrice du gradient de Pression, U les degrés de
liberté associés a la vitesse, F le terme source calculé sur les arétes et P = <
de cellule associées a la pression.

(8)
Pr
équation, on trouve :

) les inconnues de bord et
Pp

W
On peut alors exprimer U en fonction de P avec la premiére équation, et en injectant cela dans la deuxiéme
U=A"YB"P+F] BA'B"P=BA"F
On trouve donc le systéme équivalent :
U= A YBTP+F]
BAT!1BTP= BAlF

(9)
&

DA 9007



Résultats pour I’équation de Stokes sur Q = [0; 1]°
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o ufR xR/ (P)

o ulfe : XCR /(P04 P1)
Résultats
Numériques o U,";"T 5 RT(X’?‘(?)) / (PO)

o u”* XER /) MPFASYM

Nombre de degrés de liberté pour la pression :

h ‘ p hCR ‘ p’;l'rio ‘ p II:/IF’S

1.00e — 01 242 138 322

5.00e — 02 1054 1622 1214
2.50e — 02 | 4262 6474 4582
1.25e — 02 | 16794 | 25352 | 17434

Nomenclature des différentes méthodes comparées

DA 2107



Résultats pour I’équation de Stokes sur Q = [0; 1]°
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2021

A.PEITAVY

Sur ce cas, on obtient une erreur machine pour le schéma MPFASYM et pour les Crouzeix-Raviart enrichis.

Résultats

Numériques h lu — ulRllo | Nlu—u"llo | llu—ulTllo | |lu— ulPs|jo

1.00e —01 | 5.8e— 04 - - 43ec- 06

5.00e — 02 | 1.4e— 04 - - 5.2e — 07

2.50e — 02 | 3.3e — 05 - - 7.5¢ — 08

1.25¢ — 02 | 8.4e — 06 - - l.1e — 08

EOC 2.0 - - 29

h lp=pFlo | Ip=p™lo | Ip=pFTlo | Ip—pMPo
1.00e —01 | 86e—02 | 1.8¢—03 | 81le—02 | 8de— 04
5.00e — 02 | 4.0e—02 | 4le—04 | 3.9e—02 | 2.0e—04
250e—02 | 1.9e—02 | 1.0e—04 | 1.9e—02 | 4.8e—05
1.25¢—02 | 9.7e—03 | 25¢—05 | 9.7e—03 | 1.2¢—05

EOC 1.0 2.0 1.0 2.0
W
o 9 RE T DG 4y
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Résultats
Numériques

Résultats pour I’équation de Stokes sur Q = [0; 1]°

=x5+xy 4Py +yt— 5
h lu = ufRllo | llu—uf™llo | llu=ufTllo | llu—ulPs|lo
1.00e —01 | 2.4e— 03 9.2¢ — 07 - 27e-05
5.00e — 02 5.8e — 04 6.0e — 08 — 4.4e — 06
250e — 02 | 1.3e— 04 3.6e — 09 - 5.2e — 07
1.25¢ — 02 | 3.4e — 05 - - 9.4 — 08
EOC 1.9 7.0 - 2.8
h le=pFlo | Ip=p™lo | Ip—pFTlo | Ip— P}
100e—01 | 13e—01 | 6.0e—03 | 1.2e—0l | 50e- 03
5.00e —02 | 5.8¢—02 | 1.4e—03 | 55e—02 | 1.5e—03
2.50e — 02 2.7¢ — 02 3.1e — 04 2.6e — 02 3.4e — 04
125¢—02 | 1.3e—02 | 7.9e—05 | 1.3e—02 | 89e—05
EOC 1.0 2.0 1.0 2.0
4
o & = .= =
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Résultats
Numériques

= sin(2mx) + sin(2my)

Résultats pour I’équation de Stokes sur Q = [0; 1]°

h llu—uRllo | llu—u™llo | llu—uMPllo
1.00e —01 | 42¢—03 | 53e-06 13e - 04
5.00e — 02 | 1.0e—03 | 4.6e— 07 1.3e — 05
2.50e — 02 | 2.4e—04 | 2.8e—08 2.1e — 06
1.25e—02 | 6.3e — 05 1.9¢ — 09 2.9e — 07
EOC 2.0 3.9 3.0
h lp=pERlo | Ip=p[™l0 | |p— P}
1.00e —01 | 14e—01 | 1.2e—02 | 1.8e-02
5.00e —02 | 6.5e—02 | 2.7e—03 | 4.5e—03
250e—02 | 3.1e—02 | 6.0e—04 | 1l.le—03
125e—02 | 1.6e—02 | 1.7e—04 | 2.8e—04
EOC 1.0 2.0 2.0
4
=} = = =
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Projets envisagés
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Axes Numériques
Travaux

envisagés pour la
suite

o Implémenter en 3D sur TrioCFD.

Axes Théoriques

o Etablir la condition Inf-Sup pour le schéma P}\IC — MPFASYM
o Analyse d'erreur classique

DA o507
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Systeme final

15 septembre On note M> = (L?)71R" et N° = (L?)1L;. Ainsi, si a° est une aréte de sommet S, son inconnue associée
2021 peut se réécrire :

A PEITAVY Pys = (M3s = [p7] + Nos * [p]” + pa * Tacon
Pas = Z Ms %P7 + Z Nis ,, *Pb + palacon
On peut alors calculer la contrlbutlon d'un triangle T, et d une aréte de bord b aux gradients Gs du
triangle T, :
Travaux 3 T S T
envisagés pour la S m _ m
envis A7 [(MaleJ_/ P a7 + Nale’b * pp + lb:alT’" Jle:T,)nalrm
S — .
GTm(]lTlv ]lb) - + (MsTm T * p }"m + NaTm b * pp + jlbfaT’" — ]le:TI)anm] s1 (Tm, T/) S (T(S))2
% 2 %2 )
0 sinon

Finalement la contribution du dégrée de liberté | associé a la pression, j a la vitesse et b a la pression du
bord vaut :

B(yj 11, 15) = Y | > G}, (n 1) | (10)

Tm Q7

27



