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Résumé. L'apprentissage statistique dans le cas de données simulées par un code de cal-
cul industriel, aussi appelé "métamodélisation", est une tâche dont la di�culté de mise
en ÷uvre croît avec la dimension du problème et le manque de données d'apprentissage.
Une analyse de sensibilité préliminaire peut venir en soutien de la construction du méta-
modèle pour éliminer les variables les moins pertinentes et trier les variables restantes par
ordre d'in�uence sur la sortie. Pour mener une analyse de sensibilité, l'approche historique
de Sobol' o�re un cadre conceptuel confortable qui est articulé autour de la décomposi-
tion de la variance de la sortie. Toutefois, l'estimation précise des indices associés n'est
plus possible si l'échantillon d'apprentissage est de petite taille. Pour contourner cette
di�culté, il est désormais fréquent d'utiliser une mesure de sensibilité basée sur le cri-
tère d'indépendance de Hilbert-Schmidt (notée HSIC). Elle est appliquée à chaque couple
entrée-sortie, et permet ainsi de dé�nir la collection des indices HSIC. Leur interpréta-
tion est généralement moins intuitive que celle des indices de Sobol car leur construction
repose sur la théorie des espaces de Hilbert à noyaux reproduisants. Face à ce constat,
les indices HSIC-ANOVA ont été récemment introduits et permettent une séparation des
e�ets principaux et des interactions, à l'instar de la décomposition de Hoe�ding dans le
formalisme des indices de Sobol'. Cette avancée a été obtenue au prix d'une hypothèse
d'indépendance mutuelle des entrées et sous réserve de l'utilisation de noyaux spéci�ques,
comme les noyaux de Sobolev. Dans ce travail, on commence par montrer que tout noyau
de Sobolev est caractéristique, c'est-à-dire que la nullité d'un indice HSIC-ANOVA est
équivalente à une situation d'indépendance au sein du couple formé par l'entrée consi-
dérée et la sortie. Dans un second temps, il est montré qu'un test d'indépendance peut
être construit pour l'indice HSIC-ANOVA d'ordre total en s'inspirant de ce qui est fait
pour l'indice HSIC traditionnel. En�n, une étude numérique révèle empiriquement que
le nouveau test d'indépendance est au moins aussi puissant que celui basé sur l'indice
HSIC traditionnel, ce qui o�re des perspectives intéressantes pour améliorer le processus
de sélection des variables à impliquer dans la construction d'un métamodèle.
Mots-clés. Analyse de sensibilité, criblage, critère d'indépendance de Hilbert-Schmidt,
test d'indépendance, analyse de la variance.
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Abstract. Building a surrogate model for an industrial computationally-expensive sim-
ulation code is made di�cult by the combined e�ect of the curse of dimensionality and
the lack of input-output data. A preliminary sensitivity analysis may help discard non-
in�uential inputs and rank the remaining inputs according to their impact on the output
distribution. In order to perform sensitivity analysis, the historical approach proposed by
Sobol' provides a convenient conceptual framework where the output variance is appor-
tioned between input variables. However, the accurate estimation of the corresponding
indices requires thousands of model evaluations, which is often una�ordable in an in-
dustrial context. To circumvent this pitfall, it has become quite common to resort to a
sensitivity measure based on Hilbert-Schmidt independence criterion (denoted by HSIC).
This measure is applied to all input-output pairs of variables and allows to de�ne the so-
called �HSIC indices�. Their interpretation is much less intuitive than the one related to
Sobol' indices since their foundations come from the theory of reproducing kernel Hilbert
spaces. To ease interpretation, the HSIC-ANOVA indices have been recently introduced
to allow for a strict separation of main e�ects and interactions, akin to what is proposed
in Sobol' formalism with Hoe�ding decomposition. This breakthrough was obtained after
assuming mutual independence between inputs and provided that speci�c kernels, like
Sobolev kernels, are used to compute HSIC-ANOVA indices. In this work, a �rst contri-
bution consists in demonstrating that Sobolev kernels are characteristic. Because of this
property, independence within input-output pairs of variables can be detected from the
observed values of HSIC-ANOVA indices. Then, it is shown that a test of independence
can be constructed for the total-order HSIC-ANOVA index after adapting existing meth-
odologies in the HSIC-related literature. Finally, an extensive simulation study proves
empirically that the newly-developed test of independence is, at least, as powerful as the
older one based on the traditional HSIC index, which o�ers interesting prospects in order
to improve the screening step performed before metamodeling.
Keywords. Sensitivity analysis, screening, Hilbert-Schmidt independence criterion, test
of independence, analysis of variance.

1 Généralités sur l'analyse de sensibilité

1.1 Propagation d'incertitudes en milieu industriel

L'étude des performances d'un système complexe (comme une centrale nucléaire, un
aéronef, une plate-forme pétrolière, un ouvrage d'art, etc.) requiert l'utilisation d'un
code de simulation qui modélise les phénomènes physiques mis en jeu et reproduit les
contraintes exercées sur le système. Ce code peut être vu comme une fonction détermi-
niste g : Rd −→ R de type "boîte noire" dont les entrées x := [x1, . . . , xd] sont des
variables physiques incertaines et dont la sortie y est une variable d'intérêt qui résume
l'état du système (valeur maximale d'une température, d'une pression, d'une déformation,
etc.) et guide une éventuelle prise de décision. Dans un cadre probabiliste, les entrées du

2



code sont décrites par un vecteur aléatoire X de loi conjointe PX et de lois marginales
PX1 , . . . ,PXd

. La propagation des incertitudes à travers le code g conduit à l'obtention
d'une loi de probabilité PY en sortie. Comme chaque appel au code de calcul est très
coûteux, la connaissance du fonctionnement interne de g se limite à un échantillon de
simulations Zobs =

{
(X(k), Y (k))

}n

k=1
appariant un petit nombre n d'entrées et de sorties

de la boîte noire (n ≈ 10 d). L'apprentissage statistique vise à construire un modèle de
substitution (ou métamodèle) ĝ en s'appuyant sur la seule connaissance de l'échantillon
Zobs. Lorsque la dimension augmente (plusieurs dizaines, voire une centaine d'entrées),
les techniques usuelles de métamodélisation ne peuvent plus être appliquées car elles im-
pliquent l'optimisation d'un trop grand nombre de paramètres et d'hyperparamètres du
métamodèle ĝ. Face à ce problème, mener une analyse de sensibilité préliminaire permet
d'écarter les entrées dont l'in�uence sur la sortie est négligeable (phase de criblage) et de
disposer d'un classement des entrées restantes (phase de hiérarchisation) qui peut être
exploité a posteriori si la construction du métamodèle obéit à une heuristique séquentielle.
Cette approche est notamment mise en ÷uvre dans Marrel et al. (2021).

1.2 Émergence et utilisation grandissante des indices HSIC

Pour analyser la sensibilité de la sortie Y à des entrées X1, . . . , Xd supposées indé-
pendantes, l'approche fondatrice de Sobol s'appuie sur la décomposition de Hoe�ding (ou
"ANOVA fonctionnelle") de g a�n de répartir la variance V(Y ) entre les di�érentes entrées
contributrices. L'indice de Sobol' du premier ordre Si quanti�e la part de variance expli-
quée uniquement à partir de l'incertitude portée par Xi. L'indice de Sobol' d'ordre total
ST
i s'obtient en agglomérant l'e�et principal et les interactions avec les autres entrées :

∀ 1 ≤ i ≤ d, Si :=
V
(
E[Y | Xi]

)
V(Y )

et ST
i := 1−

V
(
E[Y | X−i]

)
V(Y )

avec X−i :=
[
Xk

]
1≤k≤d

k ̸=i

.

La grande popularité de cette méthodologie ANOVA s'explique principalement par l'inter-
prétation intuitive qui en découle, les indices de Sobol' s'apparentant à des pourcentages
de V(Y ). Toutefois, l'utilisation pratique de ces indices n'est pas toujours possible car
leur dé�nition mathématique à partir de variances conditionnelles implique des schémas
d'estimation trop gourmands en termes de nombre d'appels à g. Pour remédier à cela, les
indices HSIC (Hilbert-Schmidt Independence Criterion) deGretton et al. (2005) ont été
repris par Da Veiga (2015) pour l'analyse de sensiblité des simulateurs numériques. Ces
indices sont d'une tout autre nature puisqu'ils puisent leurs fondements mathématiques
dans la théorie des espaces de Hilbert à noyaux reproduisants. L'indice HSIC(Xi, Y ) peut
s'écrire comme une mesure de dissimilarité entre la loi conjointe PXiY décrivant la nature
de la dépendance stochastique au sein de la paire (Xi, Y ) et la loi PXi

⊗ PY obtenue en
cas d'indépendance parfaite. Pour dé�nir cette mesure de dissimilarité, il faut commencer
par a�ecter des noyaux K1, . . . , Kd et KY aux entrées et à la sortie. On rappelle que pour
tout vecteur aléatoire Z à valeurs dans Z et de loi PZ , tout noyau KZ : Z × Z 7−→ R
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est en relation directe avec un espace fonctionnel HZ appelé RKHS (Reproducing Kernel

Hilbert Space) qui est susceptible d'o�r une certaine représentation de la loi PZ . L'in-
dice HSIC(Xi, Y ) rend alors compte de la distance entre les représentants des lois PXiY et
PXi

⊗PY dans le RKHS tensoriséHXi
⊗HY . Il est montré dansGretton et al. (2007) que

la quantité HSIC(Xi, Y ) fait uniquement intervenir les espérances de variables aléatoires
dé�nies à partir de deux copies indépendantes (Xi, Y ) et (X ′

i, Y
′) de la loi PXiY :

HSIC(Xi, Y ) = EXiY
X′

iY
′

[
Ki(Xi, X

′
i)KY (Y, Y

′)
]
+ EXiX′

i

[
Ki(Xi, X

′
i)
]
EY Y ′

[
KY (Y, Y

′)
]

−2EXiY

[
EX′

i

[
Ki(Xi, X

′
i)
]
EY ′

[
KY (Y, Y

′)
]]

.

Un tel indice peut donc être estimé à l'aide de la V-statistique suivante :

ĤSICi(Zobs) :=
1

n2
Tr

(
LiHLYH

)
avec Li :=

[
Ki

(
X

(s)
i , X

(t)
i

)]
1≤s,t≤n

,

LY :=
[
KY

(
Y (s), Y (t)

)]
1≤s,t≤n

et H := [δst − 1/n]1≤s,t≤n .

En pratique, on obtient une précision su�sante dès lors que n ≥ 100. L'indice HSIC(Xi, Y )
correspond en fait à la norme de Hilbert-Schmidt d'un hyper-opérateur de covariance qui
amalgame tout le catalogue des transformations constitutives (ou feature functions) des
RKHS HXi

et HY . Ainsi, lorsque les noyaux K1, ..., Kd et KY sont caractéristiques, le
spectre des motifs de dépendance détectables devient su�samment large pour que la
nullité de HSIC(Xi, Y ) traduise l'indépendance parfaite de Xi et Y .

Comme l'estimation de HSIC(Xi, Y ) à partir de Zobs ne donne jamais zéro, et ce
quelle que soit la nature de l'estimateur employé, on a besoin d'une procédure statistique
pour tester l'hypothèse (H0) : HSIC(Xi, Y ) = 0. La loi asymptotique de l'estimateur

ĤSICi(Zobs) sous (H0) étant connue, il est possible de s'appuyer sur cette statistique
pour construire un test d'indépendance dont la conclusion doit aiguiller le choix de sélec-
tionner ou d'évincer Xi lors du criblage des variables d'entrée. Toutefois, comme il est peu
raisonnable en pratique de se considérer en régime asymptotique, un test alternatif décrit
dans De Lozzo et Marrel (2016) permet de tester (H0) quel que soit n en e�ectuant
une séquence de permutations des observations Y (k) de la sortie.

Bien que les indices HSIC apportent une solution à de nombreux écueils (entrées
dépendantes, entrées fonctionnelles, faible budget d'observations), ils restent di�ciles à
appréhender pour les non-spécialistes car ils ne s'inscrivent pas dans un paradigme de
type ANOVA. Pour améliorer leur interprétabilité, Da Veiga (2021) a démontré qu'une
décomposition de la quantité HSIC(X, Y ) peut être mise en place, à condition que les
entrées soient indépendantes et moyennant l'utilisation de noyaux spéci�ques en entrée :

HSIC(X, Y ) =
∑

u⊆{1,...,d}

HSICu =
∑

u⊆{1,...,d}

∑
v⊆u

(−1)|u|−|v| HSIC(Xv, Y ) .
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Lorsque les variables Xi sont toutes de loi uniforme sur [0 , 1], les noyaux de Sobolev
véri�ent toutes les conditions requises. Ces noyaux sont dé�nis de la manière suivante :

∀x, x′ ∈ [0 , 1], Kr
Sob(x, x

′) = 1 + kr
Sob(x, x

′) = 1 +
r∑

k=1

Bk(x)Bk(x
′)

(k!)2
+

(−1)r+1

(2r)!
B2r

(
|x− x′|

)
avec (Bk)k≥1 les polynômes de Bernoulli et r un paramètre de lissage rendant compte de
la régularité des fonctions dans le RKHS sous-jacent. Sur le modèle des indices de Sobol',
on peut alors dé�nir des indices HSIC-ANOVA du premier ordre et d'ordre total :

∀ 1 ≤ i ≤ d, SHSIC
i :=

HSIC(Xi, Y )

HSIC(X, Y )
et THSIC

i := 1− HSIC(X−i, Y )

HSIC(X, Y )
=

τHSIC
i

HSIC(X, Y )
.

Dans ce contexte, l'objectif de ce travail est d'examiner le bienfondé théorique et la fai-
sabilité algorithmique d'un test d'indépendance basé sur la nullité de l'indice τHSIC

i .

2 Description de la contribution

On commence par démontrer que les noyaux de Sobolev sont caractéristiques. Il en
découle un résultat intéressant qui marque la singularité de l'approche HSIC-ANOVA :

Xi ⊥ Y ⇐⇒ SHSIC
i = 0 ⇐⇒ THSIC

i = 0 ⇐⇒ τHSIC
i = 0 .

La première équivalence, bien que très naturelle du point de vue des indices HSIC, est
fausse si on la transpose au cas des indices de Sobol'. Comme les indices HSIC-ANOVA
basés sur les noyaux de Sobolev sont capables de caractériser l'indépendance au sein d'une
paire de variables, on propose de les utiliser pour tester (H0) : Xi ⊥ Y . Pour cela, on
considère l'estimateur V-statistique du numérateur τHSIC

i de l'indice THSIC
i :

τ̂i(Zobs) :=
1

n2
Tr

[((⊙
j ̸=i

Lj

)
⊙ li

)
HLYH

]
avec


Lj :=

[
Kr

Sob

(
X

(s)
j , X

(t)
j

)]
1≤s,t≤n

,

li :=
[
kr
Sob

(
X

(s)
i , X

(t)
i

)]
1≤s,t≤n

,

où ⊙ est le produit de Hadamard. Pour simuler la loi de τ̂i(Zobs) sous (H0), on construit
une procédure de test articulée autour d'un schéma de permutation. Il s'agit plus précisé-
ment d'e�ectuer une séquence

(
σj

)
1≤j≤B

de permutations aléatoires des observations de

Xi au sein de Zobs puis de recalculer la statistique de test :

τ̂
[σj ]
i := τ̂i

(
Z

[σj ]
obs

)
avec Z

[σj ]
obs :=

{(
X

(σj(k))
i ,X

(k)
−i , Y

(k)
)}n

k=1
.

En reprenant les éléments de preuve deAlbert et al. (2022), et en notant q̂1−α le quantile

empirique d'ordre 1− α de la séquence
(
τ̂
[σj ]
i

)
1≤j≤B+1

où σB+1 = Id conduit à τ̂i(Zobs), il
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est facile de montrer que PH0

(
q̂1−α ≤ α

)
et donc que le test est de bon niveau. En termes

d'implémentation, la complexité de la procédure de test peut être limitée en adoptant la
stratégie de El Amri et Marrel (2021) visant à minimiser le nombre B de permutations
au regard de l'atteinte d'un objectif (stabilisation du criblage ou de la hiérarchisation). De
surcroît, une astuce algébrique permet d'écrire que n2 τ̂i(Zobs) = Tr(AW ) avec A et W
des matrices carrées symétriques. On montre qu'il est possible de calculer analytiquement
les deux premiers moments de la variable Tr(AW ) lorsque W subit des permutations
aléatoires a�ectant simultanément ses lignes et ses colonnes et que la loi uniforme discrète
modélise l'aléa sur l'ensemble Sn des permutations. La p-valeur du test peut ensuite être
estimée en supposant que la loi de n2 τ̂i(Zobs), sous l'e�et des permutations, est une loi
Gamma de paramètres calculés à l'aide de la méthode des moments exacts. On peut ainsi
se départir de toute permutation au moment de tester (H0). Une étude par simulation
des performances du test basé sur τ̂i(Zobs) est réalisée sur di�érents cas analytiques, dont
certains ont été spécialement conçus et/ou sélectionnés pour leur propension à fortement
activer les indices HSIC-ANOVA d'ordre total. Le test proposé s'avère au moins aussi
puissant (quand il ne l'est pas beaucoup plus) que le test initial basé sur l'indice HSIC
traditionnel avec utilisation de noyaux gaussiens.
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