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Résumé. L’apprentissage statistique dans le cas de données simulées par un code de cal-
cul industriel, aussi appelé "métamodélisation", est une tache dont la difficulté de mise
en ceuvre croit avec la dimension du probléme et le manque de données d’apprentissage.
Une analyse de sensibilité préliminaire peut venir en soutien de la construction du méta-
modéle pour éliminer les variables les moins pertinentes et trier les variables restantes par
ordre d’influence sur la sortie. Pour mener une analyse de sensibilité, ’approche historique
de Sobol’” offre un cadre conceptuel confortable qui est articulé autour de la décomposi-
tion de la variance de la sortie. Toutefois, I'estimation précise des indices associés n’est
plus possible si I'échantillon d’apprentissage est de petite taille. Pour contourner cette
difficulté, il est désormais fréquent d’utiliser une mesure de sensibilité basée sur le cri-
tére d’indépendance de Hilbert-Schmidt (notée HSIC). Elle est appliquée a chaque couple
entrée-sortie, et permet ainsi de définir la collection des indices HSIC. Leur interpréta-
tion est généralement moins intuitive que celle des indices de Sobol car leur construction
repose sur la théorie des espaces de Hilbert & noyaux reproduisants. Face a ce constat,
les indices HSIC-ANOVA ont été récemment introduits et permettent une séparation des
effets principaux et des interactions, a I'instar de la décomposition de Hoeffding dans le
formalisme des indices de Sobol’. Cette avancée a été obtenue au prix d’une hypothése
d’indépendance mutuelle des entrées et sous réserve de 'utilisation de noyaux spécifiques,
comme les noyaux de Sobolev. Dans ce travail, on commence par montrer que tout noyau
de Sobolev est caractéristique, c’est-a-dire que la nullité d’un indice HSIC-ANOVA est
équivalente & une situation d’indépendance au sein du couple formé par I’entrée consi-
dérée et la sortie. Dans un second temps, il est montré qu’'un test d’indépendance peut
étre construit pour l'indice HSIC-ANOVA d’ordre total en s’inspirant de ce qui est fait
pour l'indice HSIC traditionnel. Enfin, une étude numérique révéle empiriquement que
le nouveau test d’indépendance est au moins aussi puissant que celui basé sur 'indice
HSIC traditionnel, ce qui offre des perspectives intéressantes pour améliorer le processus
de sélection des variables a impliquer dans la construction d’un métamodeéle.
Mots-clés. Analyse de sensibilité, criblage, critére d’indépendance de Hilbert-Schmidt,
test d’indépendance, analyse de la variance.
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Abstract. Building a surrogate model for an industrial computationally-expensive sim-
ulation code is made difficult by the combined effect of the curse of dimensionality and
the lack of input-output data. A preliminary sensitivity analysis may help discard non-
influential inputs and rank the remaining inputs according to their impact on the output
distribution. In order to perform sensitivity analysis, the historical approach proposed by
Sobol’ provides a convenient conceptual framework where the output variance is appor-
tioned between input variables. However, the accurate estimation of the corresponding
indices requires thousands of model evaluations, which is often unaffordable in an in-
dustrial context. To circumvent this pitfall, it has become quite common to resort to a
sensitivity measure based on Hilbert-Schmidt independence criterion (denoted by HSIC).
This measure is applied to all input-output pairs of variables and allows to define the so-
called “HSIC indices”. Their interpretation is much less intuitive than the one related to
Sobol” indices since their foundations come from the theory of reproducing kernel Hilbert
spaces. To ease interpretation, the HSIC-ANOVA indices have been recently introduced
to allow for a strict separation of main effects and interactions, akin to what is proposed
in Sobol’ formalism with Hoeffding decomposition. This breakthrough was obtained after
assuming mutual independence between inputs and provided that specific kernels, like
Sobolev kernels, are used to compute HSIC-ANOVA indices. In this work, a first contri-
bution consists in demonstrating that Sobolev kernels are characteristic. Because of this
property, independence within input-output pairs of variables can be detected from the
observed values of HSIC-ANOVA indices. Then, it is shown that a test of independence
can be constructed for the total-order HSIC-ANOVA index after adapting existing meth-
odologies in the HSIC-related literature. Finally, an extensive simulation study proves
empirically that the newly-developed test of independence is, at least, as powerful as the
older one based on the traditional HSIC index, which offers interesting prospects in order
to improve the screening step performed before metamodeling.

Keywords. Sensitivity analysis, screening, Hilbert-Schmidt independence criterion, test
of independence, analysis of variance.

1 Généralités sur ’analyse de sensibilité

1.1 Propagation d’incertitudes en milieu industriel

L’étude des performances d’un systéme complexe (comme une centrale nucléaire, un
aéronef, une plate-forme pétroliére, un ouvrage d’art, etc.) requiert l'utilisation d’un
code de simulation qui modélise les phénoménes physiques mis en jeu et reproduit les
contraintes exercées sur le systéme. Ce code peut étre vu comme une fonction détermi-
niste ¢ : RY — R de type "boite noire" dont les entrées & := [r1,..., 74| sont des
variables physiques incertaines et dont la sortie y est une variable d’intérét qui résume
I'état du systéme (valeur maximale d'une température, d’une pression, d’une déformation,
etc.) et guide une éventuelle prise de décision. Dans un cadre probabiliste, les entrées du



code sont décrites par un vecteur aléatoire X de loi conjointe Px et de lois marginales
Px,,...,Px,. La propagation des incertitudes a travers le code g conduit a 'obtention
d’une loi de probabilité Py en sortie. Comme chaque appel au code de calcul est trés
coliteux, la connaissance du fonctionnement interne de g se limite a un échantillon de
simulations Zops = {(X®, Y(k))}Z:1 appariant un petit nombre n d’entrées et de sorties
de la boite noire (n ~ 10d). L’apprentissage statistique vise a construire un modéle de
substitution (ou métamodéle) § en s’appuyant sur la seule connaissance de 1’échantillon
Zs. Lorsque la dimension augmente (plusieurs dizaines, voire une centaine d’entrées),
les techniques usuelles de métamodélisation ne peuvent plus étre appliquées car elles im-
pliquent 'optimisation d'un trop grand nombre de paramétres et d’hyperparamétres du
métamodeéle §. Face a ce probléme, mener une analyse de sensibilité préliminaire permet
d’écarter les entrées dont I'influence sur la sortie est négligeable (phase de criblage) et de
disposer d’un classement des entrées restantes (phase de hiérarchisation) qui peut étre
exploité a posteriori si la construction du métamodeéle obéit & une heuristique séquentielle.
Cette approche est notamment mise en ccuvre dans Marrel et al. (2021).

1.2 Emergence et utilisation grandissante des indices HSIC

Pour analyser la sensibilité de la sortie Y a des entrées Xi,..., Xy supposées indé-
pendantes, ’approche fondatrice de Sobol s’appuie sur la décomposition de Hoeffding (ou
"ANOVA fonctionnelle") de g afin de répartir la variance V(Y') entre les différentes entrées
contributrices. I'indice de Sobol’ du premier ordre S; quantifie la part de variance expli-
quée uniquement a partir de 'incertitude portée par X;. L’indice de Sobol’ d’ordre total
ST g’obtient en agglomérant I'effet principal et les interactions avec les autres entrées :

VEY [ X)) o, VEN | X )
V(YY) L V(YY)

V1i<i<d,S;:= avec X_; := [Xk}lgkgd )

ki

La grande popularité de cette méthodologie ANOVA s’explique principalement par 'inter-
prétation intuitive qui en découle, les indices de Sobol’ s’apparentant a des pourcentages
de V(Y). Toutefois, Iutilisation pratique de ces indices n’est pas toujours possible car
leur définition mathématique a partir de variances conditionnelles implique des schémas
d’estimation trop gourmands en termes de nombre d’appels & g. Pour remédier a cela, les
indices HSIC (Hilbert-Schmidt Independence Criterion) de Gretton et al. (2005) ont été
repris par Da Veiga (2015) pour 'analyse de sensiblité des simulateurs numériques. Ces
indices sont d’une tout autre nature puisqu’ils puisent leurs fondements mathématiques
dans la théorie des espaces de Hilbert a noyaux reproduisants. L'indice HSIC(X;,Y") peut
s’écrire comme une mesure de dissimilarité entre la loi conjointe Py y décrivant la nature
de la dépendance stochastique au sein de la paire (X;,Y) et la loi Py, ® Py obtenue en
cas d’indépendance parfaite. Pour définir cette mesure de dissimilarité, il faut commencer
par affecter des noyaux K, ..., K et Ky aux entrées et a la sortie. On rappelle que pour
tout vecteur aléatoire Z a valeurs dans Z et de loi Pz, tout noyau Kz : Z x Z — R



est en relation directe avec un espace fonctionnel Hz appelé RKHS (Reproducing Kernel
Hilbert Space) qui est susceptible d’offir une certaine représentation de la loi Pz. L’in-
dice HSIC(X;,Y) rend alors compte de la distance entre les représentants des lois Py,y et
Py, ®Py dans le RKHS tensorisé Hx, @ Hy. Il est montré dans Gretton et al. (2007) que
la quantité HSIC(X;,Y) fait uniquement intervenir les espérances de variables aléatoires
définies & partir de deux copies indépendantes (X;,Y) et (X/,Y’) de la loi Py,y :

HSIC(X;,Y) = Exy [Ki(X;, X)) Ky (Y. Y")] + Ex,x/ [K:(Xi, X))] Eyy [Ky (Y, Y)]
2By [Ex; [Ki(Xi, X)) By [Kr (Y, V)] |
Un tel indice peut donc étre estimé a 'aide de la V-statistique suivante :

HSIC,(Zos) == %Tr(LZ-HLyH) avec L; = [Ki(XZ(S)7Xft))}

)
1<s,t<n

Ly = [Ky(Y®,YY)] _ .. et H := [0y —1/n] i, -
En pratique, on obtient une précision suffisante dés lors que n > 100. I’indice HSIC(X},Y)
correspond en fait & la norme de Hilbert-Schmidt d’un hyper-opérateur de covariance qui
amalgame tout le catalogue des transformations constitutives (ou feature functions) des
RKHS Hx, et Hy. Ainsi, lorsque les noyaux Ki,..., K; et Ky sont caractéristiques, le
spectre des motifs de dépendance détectables devient suffisamment large pour que la
nullité de HSIC(X;,Y) traduise I'indépendance parfaite de X; et Y.

Comme lestimation de HSIC(X,;,Y) & partir de Z,,s ne donne jamais zéro, et ce
quelle que soit la nature de I'estimateur employé, on a besoin d’une procédure statistique
pour tester 'hypothése (Hy) : HSIC(X;,Y) = 0. La loi asymptotique de l'estimateur

H/Sﬁi(ZobS) sous (Hp) étant connue, il est possible de s’appuyer sur cette statistique
pour construire un test d’indépendance dont la conclusion doit aiguiller le choix de sélec-
tionner ou d’évincer X; lors du criblage des variables d’entrée. Toutefois, comme il est peu
raisonnable en pratique de se considérer en régime asymptotique, un test alternatif décrit
dans De Lozzo et Marrel (2016) permet de tester (Hy) quel que soit n en effectuant
une séquence de permutations des observations Y*) de la sortie.

Bien que les indices HSIC apportent une solution a de nombreux écueils (entrées
dépendantes, entrées fonctionnelles, faible budget d’observations), ils restent difficiles &
appréhender pour les non-spécialistes car ils ne s’inscrivent pas dans un paradigme de
type ANOVA. Pour améliorer leur interprétabilité, Da Veiga (2021) a démontré qu’une
décomposition de la quantité HSIC(X,Y) peut étre mise en place, a condition que les
entrées soient indépendantes et moyennant I'utilisation de noyaux spécifiques en entrée :

HSIC(X,Y)= >  HSIC,= » > (-1 MHSICX,,Y).

uC{1,...,d} uC{1,...,d} vCu



Lorsque les variables X; sont toutes de loi uniforme sur [0,1], les noyaux de Sobolev
vérifient toutes les conditions requises. Ces noyaux sont définis de la maniére suivante :

By —1)rL
Vo, o' € [0,1], K§,(z,2") =1+ ki, (x,2") =1 +Z Kl + ( (22)! By, (Jz — 2'|)

avec (By)r>1 les polynomes de Bernoulli et r un paramétre de lissage rendant compte de
la régularité des fonctions dans le RKHS sous-jacent. Sur le modéle des indices de Sobol’,
on peut alors définir des indices HSIC-ANOVA du premier ordre et d’ordre total :

HSIC(X;,Y) o TSI [ _BSIOX_,Y) e

<i< HSIC . _ _ _ ‘
visisd 5 HSIC(X,Y) © HSIC(X,Y)  HSIC(X,Y)

Dans ce contexte, 'objectif de ce travail est d’examiner le bienfondé théorique et la fai-
sabilité algorithmique d’un test d’indépendance basé sur la nullité de I'indice 7151,

2 Description de la contribution

On commence par démontrer que les noyaux de Sobolev sont caractéristiques. Il en
découle un résultat intéressant qui marque la singularité de 'approche HSIC-ANOVA :
X;ilY = S§PF°=0 = TP=0 «— ¥%=0.

(2

La premiére équivalence, bien que trés naturelle du point de vue des indices HSIC, est
fausse si on la transpose au cas des indices de Sobol’. Comme les indices HSIC-ANOVA
basés sur les noyaux de Sobolev sont capables de caractériser I'indépendance au sein d’une
paire de variables, on propose de les utiliser pour tester (Hp) : X; L Y. Pour cela, on
considére I'estimateur V-statistique du numérateur 7%51¢ de I'indice T/51C .

L= K (X)), X"

J

l; = [ Sob(X(S) X(t))}

) | i
7 Zo) = 5T {((@Lj) ® l,—)HLyH} avec fsssn
i 1<s,t<n ’
ot ® est le produit de Hadamard. Pour simuler la loi de 7;(Z,ps) sous (Hp), on construit
une procédure de test articulée autour d’un schéma de permutation. Il s’agit plus précisé-
ment d’effectuer une séquence (Uj)1 <j<B de permutations aléatoires des observations de
X, au sein de Z,; puis de recalculer la statistique de test :

A0 =7 (2)) avee 25 = (X)X W vy

i obs

En reprenant les éléments de preuve de Albert et al. (2022), et en notant ¢;_,, le quantile

empirique d’ordre 1 — « de la séquence (?.[Uj]

; )1§j§B+1 ot opy1 = Id conduit a 7;(Zops), il
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est facile de montrer que Py, (q]_a < a) et donc que le test est de bon niveau. En termes
d’implémentation, la complexité de la procédure de test peut étre limitée en adoptant la
stratégie de E1 Amri et Marrel (2021) visant & minimiser le nombre B de permutations
au regard de Iatteinte d’un objectif (stabilisation du criblage ou de la hiérarchisation). De
surcroit, une astuce algébrique permet d’écrire que n?7;(Zops) = Tr(AW) avec A et W
des matrices carrées symétriques. On montre qu’il est possible de calculer analytiquement
les deux premiers moments de la variable Tr(AW) lorsque W subit des permutations
aléatoires affectant simultanément ses lignes et ses colonnes et que la loi uniforme discréte
modélise ’aléa sur I'ensemble S,, des permutations. La p-valeur du test peut ensuite étre
estimée en supposant que la loi de n%7;(Zgs), sous leffet des permutations, est une loi
Gamma de parameétres calculés a ’aide de la méthode des moments exacts. On peut ainsi
se départir de toute permutation au moment de tester (Hy). Une étude par simulation
des performances du test basé sur 7;(Z.ps) est réalisée sur différents cas analytiques, dont
certains ont été spécialement congus et/ou sélectionnés pour leur propension a fortement
activer les indices HSIC-ANOVA d’ordre total. Le test proposé s’avére au moins aussi
puissant (quand il ne I’est pas beaucoup plus) que le test initial basé sur I'indice HSIC
traditionnel avec utilisation de noyaux gaussiens.
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Introduction

- LetX :=[Xy, ..., X;] be arandom vector with independent components (d ~ 100).
> LetY := g(X) where g: R? - R is a computationally-expensive simulation code.

Uncertain parameters
Complex system

X1 Px

1

-~ n-sample of Y = g(X)

X. Px,
2 X Simulation code g(-) I

: BLACKBOX '

A X I Zob's
X Py, =——

— Ve T = {(XO, YO}

Screening/Ranking
= |] SENSITIVITY ANALYSIS H

- Total-order Sobol’ indices cannot be estimated from a small amount of input-output samples.
- The HSIC indices were defined by Gretton et al. (2005) and promoted by Da Veiga (2015).
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E Useful insights about HSIC indices

What are kernels used for in global sensitivity analysis?

- Let Py and Py be the probability measures associated to X to Y.
- Akerel K; : X; X X; = R (with feature space F; and feature map ¢;) is assigned to X;.
> Akemel Ky : Y XY - R (with feature space G and feature map ¢y) is assignedto Y.

V1<i<d, | Ki(zi,z;) = (pi(z}), pi(z:)) 7, | and | Ky (y,y") = {0y (¥'), vy (¥))g

n Kernel embeddings

- Let v be a probability measure with support Z < RP.
- LetK:Z x Z — Rbe akemel and let 7€ be its reproducing kernel Hilbert space (RKHS).

» vcanbe represented in 3 by the following function:
:Z — R

z — Bz [K(2,2)] /Kzz)dv( ")

K is said to be a characteristic kernel if the map v - p, is injective.

issariat a I'énergie atomique et aux én g' S alter atives IRESNEIDER | SESI | LEMS
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E Useful insights about HSIC indices

The Hilbert-Schmidt independence criterion (HSIC)

n Maximum Mean Discrepancy (MMD)

HSIC(XZ,Y) = MMD2 (IP)XiY’IPXi ®]PY) = H'u'PXiY o MPXz‘(X)PY”zfi@g

> Kernel-based dissimilarity measure between Py, and Py, ®Py.

n Hilbert-Schmidt norm of a covariance operator

Cx,y:G6 — F;
Cx,y =E[pi(X:) @ oy (V)] — E[ps(Xs)] @ E[py (V)]

> Explicit knowledge about the feature maps ¢; and ¢, helps to better understand HSIC indices.

HSIC(X;,Y) = [|Cx,v |5 with

Formula used in practice

HSIC(X;,Y) = Ex,v [Ki(Xi, X]) Ky (Y, Y")] + Ex,x; [Ki(Xi, X])] Eyy' [Ky (Y,Y)]
Xly’

—QEXiy[IEX{ [K:(Xi, X!)| Ey [KY(Y,Y’)]] with (X;,Y) L (X, Y") ~Py,y
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Useful insights about HSIC indices

n V-statistic estimator computational complexity: O(nz)

T

— 1
HSIC,(X,,Y) = — > KX X{") Ky (Y®,Y®)
1<p,g<n

2 1
5 X KPR YO s T KX K (r0 r )
1<p,q,r<n 1<p,q,m,s<n

— 1
v" Algebraic formula > |HSIC,(X;,Y) = ﬁTr [Li HLy H}

Gram matrices = L;:= [Ki(Xi(s),Xi(t))} and Ly := [Ky(Y(S),Y("))]

1<s,t<n 1<s,t<n

1
Centering matrix = H: =1, - —117
n

n Characterization of independence

> IfK,, ..., K, and K, are characteristic kernels, one has:|X; L Y < HSIC(X;,Y) =0

v’ Testing (HY) : X; L Y is equivalent to testing (HZ) : HSIC(X;,Y) = 0.
0 0
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E Tests of independence based on HSIC indices

> To build a test of independence, two elements are required:

M(X;,Y)=0
1. Ameasure of association M (-,-) characterizing independence > $
X, lY
2. An estimator of M (X;, V) with known distribution under (Hy).
Q What s the distribution of HSIC,,(X;, Y) under (H}) ?
’(‘: OlTlITIiSSETiaF"E' la;sr(‘;rAgie atomiql}e :{t;;;‘:(si:i;ii;\:: Ltue(gg;altsj:)/s:ﬂsesél’auton'sationdel’éme(teur Institut de recherche T té) uclé {RES’YE J stR i‘gs ESIIbIaLE’bvo’s n

E Tests of independence based on HSIC indices

Asymptotic test | > For LARGE sample sizes

Under (H}), the asymptotic distribution of HSIC,,(X;, V) is given by:

nﬁ/Sﬁv(Xi, Y) TL_)TOO> A= Zk,lZl )\k:ulNkQ:l

(Nk1) k11 is a collection of i.i.d. random variables with Ny, ~ NV (0,1).
(A1) k=1 and (i), are the eigenvalues of the integral operators associated to K; and K.

° I?z(mz, x}) <90Z ), Pi xz)>}_ with | @;(+) := ()Oi(')—,lt]pxi = | L; :=HL;H

o Ky(y,v):=(Bv (). Bv(W), with| By () =y () —pp,| = |Ly :== HLyH

CENTERED CENTERED
feature maps Gram matrices

» Ais apositive linear combination of independent chi-squared random variables.
v" This spectral distribution can be approximated by a Gamma distribution.
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E Tests of independence based on HSIC indices

Asymptotic test | > computational complexity: (8d + 5) n?

Under (HY), the asymptotic distribution of HSIC,,(X;,Y) is given by:

nH/Sﬁu(Xi,Y) THTO% A=3 1 >1 Mottt N7y

(Nk1) k11 is a collection of i.i.d. random variables with Ny, ~ V' (0,1).
(A1) k=1 and (i), are the eigenvalues of the integral operators associated to K; and K.

Gamma distribution .

713

Tr(L;) Tr(Ly)

R E[ﬁéﬁv(X,-, Y)] ~
Hi(zobs)

800 1000

V(ﬁéﬁv(){i,}’)) ~ %Tr(if)Tr(izy)

600
1

1. Fit based on the method of moments

o p-value
= 2. Parametric estimation of the p-value
o
&7 ~ A A
o Pi = 1 _FGa(Hi(Zobs))
T T T T T
0.000 0.001 0.002 0.003 0.004
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E Tests of independence based on HSIC indices

n Permutation-based test | > For SMALL sample sizes

> The distribution under (H}) of HSIC, (X;,Y) can be simulated from the available data.

1. Perform a sequence {0}, }1<p<p Of random permutations on Yo, = {Y 9} _ _ .

2. Recompute the test statistic ;" for each permuted output dataset Yo (...

3. Non-parametric estimation of the p-value > [p; = B Z 1 (A7 >H,(Zovs) }

obs obs
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E Tests of independence based on HSIC indices

n Permutation-based test | - computational complexity: (75d) n?

> The distribution under (H}) of HSIC, (X;,Y) can be simulated from the available data.

1. Perform a sequence {0}, }1<p<p Of random permutations on Yo, = {Y 9} _ _ .

2. Recompute the test statistic /1;” for each permuted output dataset Yo7

3. Non-parametric estimation of the p-value > [p; = B Z 1 {B7>>H,(Zovs) }

Hi(zobs)

:EH + - Hi(Zgps)
I

10 20 30 40 50 60 70

X Ooé]s Yobs

0
L I
k—

T T T T
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
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E Tests of independence based on HSIC indices

n Permutation-based test | - computational complexity: (75d) n?

> The distribution under (H}) of HSIC, (X;,Y) can be simulated from the available data.

1. Perform a sequence {0}, }1<p<p Of random permutations on Yo, = {Y 9} _ _ .

2. Recompute the test statistic ;" for each permuted output dataset Yo (...

3. Non-parametric estimation of the p-value > [p; = B Z 1 (A7 >H,(Zovs) }

o | M I/'|\i(zobs)

© I ]

3 | |
I ||

¥ ! —EH + - H
I i

a4 A | =

o | | ]

o~ l —

£ | | [+i] Ob

- [ Xobs YObS

T T T T T T T i
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 random permUtatlon
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Tests of independence based on HSIC indices

Non-asymptotic Gamma test | - computational complexity: 6(d + 1) n?

> The histogram of the {f; b}1<b<B is unimodal with support [0, +oo[ and positive skewness.

v" It looks like a Gamma distribution even if n is small.

n>HSIC, (X,,Y) = Tr(L,Ly) = Tr(AW)

> Applying o (+) on Y}, leads to apply simultaneously o () on the rows and columns of W.
» The first two moments of Tr(AW) can be computed - see Kazi-Aoual et al. (1995)

o | M o | M
~ N b ~
o | Ml Hi(zobs) o | Hi(zobs)
(o] w0
| |
S - | B 1 |
| |
o o
= | <+ 7 | - . .
| 1 Gamma distribution fitted
o | Q .
R ! @ ! with exact moments
o | | o !
(= | o -
o [ o A ’ = =
T T T T T T T T T T T T T T
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
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From HSIC indices to HSIC-ANOVA indices
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E From HSIC indices to HSIC-ANOVA indices

Towards an ANOVA decomposition in the HSIC paradigm
» Sobol (1993) > ANalysis Of VAriance : V(Y) is apportioned between independent inputs.

V(Y) = Z S > D (=nMMV(E]Y X))

uC{l,.. uC{l,...,d} vCu
> The first-order and total-order Sobol indices are then defined by:
vVi<i<d, S V(E[Y|Xi}) d sF.=1 V<E[Y|X_ZD
et T Ty T T T )
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E From HSIC indices to HSIC-ANOVA indices

Towards an ANOVA decomposition in the HSIC paradigm

» Da Veiga (2021) - HSIC(X, Y) may be apportioned between independent inputs.

HSIC(X,Y)= ) HSICu= » ) (-nM-MuasicX,,v)

uC{l,...,d} uC{1,....d} vCu

» The first-order and total-order HSIC-ANOVA indices are then defined by:

_ HSIC(X;,Y) HSIC(X_;,Y)
<i< HSIC ., : ) HSIC —1_ )
visisd STTT=feex,yy wd L L~ THsieX, v)

rbone
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E From HSIC indices to HSIC-ANOVA indices

Towards an ANOVA decomposition in the HSIC paradigm

» Da Veiga (2021) - HSIC(X, Y) may be apportioned between independent inputs.

HSIC(X,Y)= ) HSICu= » ) (-nM-MuasicX,,v)

uC{l,...,d} uC{1,....d} vCu

> The first-order and total-order HSIC-ANOVA indices are then defined by:

< < HSIC.
visisd, 5 HSIC(X Y) i HSIC(X,Y)

» Each input kernel K; must be an ANOVA kernel.
v K; =1+ k; with k; an orthogonal kernel.

Va, € &, / k:z(z,a:z)dIP’Xl(z) =0
X;

» The kernel K,, assigned to X,, (with u := {uy, ..., us}) is built as follows:
Ky=Ky, ®..0K, =(1+4+ky)®...0 (1+ky,) with u:={us,...,us}
» The choice of Ky remains free.
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E From HSIC indices to HSIC-ANOVA indices

Focus on Sobolev kernels

» They are very few ANOVA kernels among well-known kernels (e.g. Gaussian, Laplace, Matern).
> One example is given by Sobolev kernels provided that Py, = U([0,1]).

J@B,@) | (-1

Kop(7,2") = 1+ k§op(z,2") = 1+ Z TiE (2r)!

7j=1

Bgr(|a: — 9:'\)

v (B)),.,., are the Bernoulli polynomials.

v'r = 1 accounts for the degree of smoothness within the underlying RKHS.

Forany r > 1, the Sobolev kernel K, is characteristic on [0,1].

> Replacing B,, by its series expansion leads to a feature map ¢Z.,: [0,1] = £2(N, R).
» It can be shown that #£;, contains all Bernoulli polynomials (hence all polynomials).
» Stone-Weierstrass theorem = g, is dense in C([0,1]) = K<, is universal.
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From HSIC indices to HSIC-ANOVA indices

Focus on Sobolev kernels

» They are very few ANOVA kernels among well-known kernels (e.g. Gaussian, Laplace, Matern).
> One example is given by Sobolev kernels provided that Py, = U([0,1]).

> They are very few ANOVA kernels among well-known kernels (e.g. Gaussian, Laplace, Matérn).
> One example is given by Sobolev kernels provided that Py, = U ([0,1]).

Forany r > 1, the Sobolev kernel K¢, is characteristic on [0,1].

X;1lY

—

SHSIC —

HSIC(X;,Y) =0
with K5, ® Ky

—

—

Numerator of the first-order index

TEST STATISTICS:

|

S; = HSIC,(X;,Y)

Commlssarlat a [F energ|e atomlque et aux energles alternatlves
CEA

et diffusion externe:

u CEA soumises a |'autorisation de I'émetteur

TiHSIC =0

HSIC(X,Y) — HSIC(X_;,Y) =0
with K5, ®...® K5, ® Ky

Numerator of the total-order index

)

7; = HSIC,(X,Y) — HSIC,(X_;,Y)
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Tests of independence based on HSIC-ANOVA indices
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Tests of independence based on HSIC-ANOVA indices

Permutation-based test | > For SMALL sample sizes

> The distribution under (H}) of 7; can be simulated from the available data.

1. Perform a sequence {0}, };<,<p Of random permutations on X Lb]s = {X .(k)}

2. Recompute the test statistic 7;°” for each permuted input dataset X_ 0.

3. Non-parametric estimation of the p-value > | p; = B Z 1 {«7—_"1) ST (Zobs) }

obs obs

I .

1000 1200

400 600 8OO
1 1 1

=)

=

PP p——
o

a

-

200
1

0
1

T T T T T T T
0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006
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Tests of independence based on HSIC-ANOVA indices

Permutation-based test | - computational complexity: (d? + 7Bd) n?

> The distribution under (H}) of 7; can be simulated from the available data.

1. Perform a sequence {0}, },<,<p Of random permutations on X i~ {X .(k)}

obs

2. Recompute the test statistic 7, for each permuted input dataset X° 7.

3. Non-parametric estimation of the p-value > | p; = B Z 1 {«7—_"1) ST (Zobs) }

| :fi(zobs)
: E E i T(ZObS)
|
|
|
|
obs obs

| .

600 aoo 1000 1200
1 i 1 1

400
1

200
1

T T T T T T T
0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006
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E Tests of independence based on HSIC-ANOVA indices

Permutation-based test | - computational complexity: (d? + 7Bd) n?

> The distribution under (H}) of 7; can be simulated from the available data.

1. Perform a sequence {0}, };<,<p Of random permutations on X E)b]s = {X .(k)}

2. Recompute the test statistic 7;°” for each permuted input dataset X_ 0.

3. Non-parametric estimation of the p-value > | p; = B Z 1 {«7‘-_"6 ST (Zobs) }

1l random permutation

* = |

X[O'bl

I — obs

1000 1200

800
1

=)

=
N

o

a

-
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1
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E Tests of independence based on HSIC-ANOVA indices

Permutation-based test | - computational complexity: (d? + 7Bd) n?

> The distribution under (H}) of 7; can be simulated from the available data.

obs

1. Perform a sequence {0}, },<,<p Of random permutations on X i~ {X .(k)}

2. Recompute the test statistic 7, for each permuted input dataset X° 7.

3. Non-parametric estimation of the p-value > | p; = B Z 1 {«7‘-_"6 ST (Zobs) }

- o
o |
&
=)
s |
=
H -~

=)
28 Ti(zobs)

| 70b
| , — > 7
@

|
=
g |

|
&1 ' X
=
&

obs Yobs
o I o
T T T T T T T
0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006
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Tests of independence based on HSIC-ANOVA indices

n Non-asymptotic Gamma test | > For LARGE sample sizes

> The histogram of the {7;”"} _ _

v" It looks like a Gamma distribution even if n is small.

5 is unimodal with support [0, +oo[ and positive skewness.

n27, = n? [H/SI\C,,,(X,Y) - ﬁSI\C,,(X_l,Y)} - Tr((L1 ©...0 Ld)iy) - Tr((L2 ©...0 Ld)iy)

Ly g =Lyo...0L
11 = Ll—l

=Tr((lh © Lo.a) Ty ) = Tr((Dy © Lz.a)h ) = Tr(AW) with {

> Applying o(+) on X}, . leads to apply simultaneously o (+) on the rows and columns of W

» The moments of Tr(AW) are much harder to achieve.
= Aand W are NOT double centered matrices!
v Generalized formulas to compute the first two moments.
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Tests of independence based on HSIC-ANOVA indices

n Non-asymptotic Gamma test | - computational complexity: (d? + 14d + 4) n?

> The histogram of the {7} _

v" It looks like a Gamma distribution even if n is small.

is unimodal with support [0, +oo[ and positive skewness.

n2T; = n? [H/SI\C,,,(X,Y) . H/SI\C,,(X_l,Y)} - Tr((L1 ©...0 Ld)iy> - Tr((L2 ©...0 Ld)iy)

Ly g =Lyo...0L
11 = Ll—l

=Tr((lh © Lo.a) Ty ) = Tr((Dy © Lz.a)h ) = Tr(AW) with {
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Conclusion

> Both first-order and total-order HSIC-ANOVA indices allow to characterize independence.

X; LY = S =0 «— 7=

2 v Kj, ..., Kq mustbe ANOVA kernels > K; = K, if Py, = U([0,1]).

v Kj,...,K; and Ky must be characteristic kernels.
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> Both first-order and total-order HSIC-ANOVA indices allow to characterize independence.

X; LY = SPC—-0 «— 7=

2 v Kj, ..., K; must be ANOVAkernels 2> K; = K., if Py, = U([0,1]).
Sob i

v Kj,...,K; and Ky, must be characteristic kernels.

» Extension of HSIC-based tests of independence to HSIC-ANOVA indices.
First-order HSIC-ANOVA indices

Total-order HSIC-ANOVA indices

V-statistic: ~ S; = HSIC,(X;,Y) V-statistic: ~ 7; = HSIC,(X,Y) — HSIC,(X_;,Y)

Kernel: K&, ®Ky Kernel: Kb ® -+ ®KE o, @Ky

n large n small n large n small
Asymptotic test Permutation-based tests Asymptotic test Permutation-based tests

|

1

Gaussian kernel replaced by K¢, ,
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Conclusion

> Both first-order and total-order HSIC-ANOVA indices allow to characterize independence.

X; LY = S =0 «— 7=

2 v Kj, ..., K4 mustbe ANOVA kernels > K; = Ky, if Py, = U([0,1]).
v Kj,...,K; and Ky must be characteristic kernels.

» Extension of HSIC-based tests of independence to HSIC-ANOVA indices.
First-order HSIC-ANOVA indices Total-order HSIC-ANOVA indices

Vstatistic: ~ S; = FISIC, (X;,Y) | | V-statistic: 7, = ASIC, (X, Y) — ASIC,(X_;, )
Kernel: K3, ®Ky Kernel: K$ob® - ®KSo, @Ky

> The statistical power of both tests is estimated through a simulation study:

~

v Traditional benchmarks: | Power (S;) ~ Power(H/SﬁN) Power(?)

v’ Specific benchmarks: Power ( A,) < Povver(HSIC N) < Power(%)
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