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Analyse numeérique/Numerical Analysis

Condensation de la matrice masse pour les éléments finis
mixtes de H (rot) |

Yves Haucazeau et Patrick LacosTe

Résumé — Le remplacement par une matrice diagonale de la matrice masse, celle qui traduit le
produit L2(Q) sur un espace d’éléments finis, est source d’une économie de calcul dans divers
problémes : équations d’évolution, problémes spectraux. C’est ce que I’on réalise ici pour les éléments
finis les plus simples de H (rot, Q).

Lumping techniques for mixed finite elements of H(curl, Q) space

Abstract — The replacement by a diagonal matrix of the consistent mass matrix, expressing the
L2(Q) scalar product, result in less calculation in different numerical applications such as evolution or
eigenvalue problems. This is what we do here with the simplest finite elements of H (curl, Q) space.

INTRODUCTION AU SUJET. — L’utilisation effective de la masse condensée (condensation
correspond a Pexpression anglaise lumping), présentée ci-dessous, s’avére plus délicate
que celle des éléments P, par exemple. Des expériences numériques en ont montré -
Pefficacité [1], mais cet aspect n’est pas abordé ici. On se limite, d’une part a construire
la matrice condensée, d’autre part a €tablir une majoration de I'erreur commise.

&7 1. COoNSTRUCTION. — (a) Rappels [2], [3]. — Les éléments finis de H (rot, Q) ont pour
degres de liberté les circulations du champ sur les arétes des mailles T (trois arétes pour
les triangles en bidim, six arétes pour les tétraédres en tridim). Les fonctions de base

1 3 2
Fig. 1 Fig. 2

s’en déduisent naturellement (on adopte les orientations des figures I et 2). La dimension
m de Iespace V, des restrictions a la mailie t, est donc 3 en bidim, 6 en tridim.

(D) Principes et constructions effectives. — De méme que la matrice de masse M est
obtenue par assemblage des matrices élémentaires m, qui traduisent le produit L2 (Q) sur
la maille 7 relativement aux degrés de liberté de H (rot, Q), de méme la matrice condensée
M! s’obtient par assemblage de matrices élémentaires condensées m%. L’association de
mE & m_résulte du

TuiorEME 1. — Il existe une matrice diagonale m- et une seule telle que les formes
bilinéaires symétriques définies respectivement par m, et m sur I'espace V., coincident sur
. le sous-espace des champs constants.

Preuve. — On note m-(.,.) et m,(.,.) les formes bilinéaires définies par les matrices
mt et m..

Note présentée par Jacques-Louis LIONS.
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Cas de la dimension 2. — 1’espace des champs constants sur la maille est de dimension
2. Les gradients des 3 coordonnées barycentriques VA;, VA,, VA; en sont un systéme
générateur.

Sur la base canonique relative aux degrés de liberté (fig. 1), les coordonnées de ces
gradients sont données ci-dessous :

pour VA, par A,=(0, 1, — 1)
(D pour VA, par A,=(—1,0,1)
pour Vi, par A;=(1, —1,0)

Il apparait immeédiatement que :

(M), = —((m; A,, Ay))= —mf (VA,, V)
(2) (M), = —((mr Az, A)=—mr (Vs Vi)
| (M)s3=—((mr Ay, Ap))=—m; (Vi V1)

ot ((.,.)) désigne le produit scalaire usuel de R>.
En conséquence la condition nécessaire et suffisante de coincidence des deux formes
sur les champs constants s’écrit :

_ (ml“)11= —m (VA,, VA3)
3 (ml‘)zz: —m (VA Vi)
(ml“)s:a =—m,(VA;, V&)

C’est cette condition qui, d’une part prouve 'existence et I'unicité annoncées, et d’autre
) part p

part fournit Pexpression de (m}),,, (m5),,. (m7)s5 en fonction des coefficients de m,. La

preuve est donc aussi la méthode constructive.

Cas de la dimension 3. — L’espace des champs constants est de dimension 3. Iy a
quatre gradients V A,, et six paires différentes (VA;, V1) de gradients distincts, et les
valeurs de m,(VA;VA;) sont encore les opposés des six coefficients diagonaux de mr.
Tout s’obtient comme en dimension 2 4 partir du tableau des coordonnées des gradients
sur la base canonique des V2.

(¢) Expressions explicites des termes diagonaux des matrices lumpées. — Cas de la
dimension 2, avec P'orientation de la figure 1 :

(m:‘)1 1 =) H(m)zs— (M) —(M)1s
) (mbzz =(m)az+ (m)y3— m)12— (Mr)3
. (m:“)ss =(m)33+ (M), — (M) 53— (M)13
Cas de la dimension 3, avec I'orientation de la figure 2 :
(m:')1 1 =My — (M) 13+ (M) 14— (1)1 ()3 — ("71:)24 —(m)e1+ (M3~ (M6a
(mrL)zz = = (my) 1o+ (M)y3— (M) s+ (M) — (M3 + (m)ys5+ (M )2 — (M)s3 T (M5
(5) (M) 33=(Mm) 12— (M)3+ (M) 5= (M)3, +(m)33— (M)35+ (M) — (M)43 T (M )as
(M) ga=(m)1a— M)y s+ (M) 16— (M)3aT (M)35— ()36 T (M) gq— (M)gs+(M4e

(”"1’)55 = —(Mm)ag+(M)y5— (M)t (M35~ (M35t (M)as— (M)ss+ (m)ss—(m)se
(mbss = —(m) 4t (M)15— (M6 + (M)2a— (Mm)ys+ (m)ye+ M)y — (M)gs+ (m)ee
II. MAJORATION D'ERREUR. — Soit T, un maillage en triangles ou tétraédres de £, de

diamétre A, avec i vérifiant, pour tout triangle :
(H) h/p<y, ol y est une constante, et p le rayon du cercle inscrit.

On utilise les normes L2(Q) et H (rot, Q) des champs de 'espace H (rot, Q) et de son
approximation V, sur le maillage, et on les note |.|g ¢t ||.||o respectivement.
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De méme pour les restrictions 4 une maille 7, on a les normes |. |, et ||. ||, respectivement,
et donc :

©6) lulla=[ula+rotulg= 3 ull? et [uld=3 |uf?

TETH TETH

En outre on pose :
(7) dr(':')zmgd('a-)_mr(-s-)
Onale

THEOREME 2. — Pour tout champ u, de V, et toute maille ©, on a Uinégalité suivante :
®) |d, (uy, w) | S ey B |rot w, |24y h|uy |, |rot uy],

ou ¢,, ¢, sont des constantes qui ne dépendent que de la déformation de maille ¥.

Preuve. — Notons u la restriction de u, a la maille .
On a alors la décomposition suivante :

9 u=u’+ Yy n'’

ou u° appartient aux sous-espace des champs constants {V?\.l-} sur la maille 1, et ou
{¥"},=1.,={VA;}* et I'entier n vaut 1 en dimension 2, et 3 en dimension 3, de telle
sorte que :

en dimension 2 : y1=(1, 1, 1)

en dimension 3 :

¥i=(,1,1, —1,0, —1); V2=(1,0,1,1, —1, 0); V=, -1,0,0,1, —1).

On a alors : :
(10) d.(uy, u)=2 Y, n°d. %)+ Y n'nY 4,0, )

v=1 v,v=1
D’autre part si on pose :
u0= Z a?pis
i=1

et de méme :
m -
VW=> yp, avec V=-1,00ul.
i=1

il vient encore :

(1) Ao, w)=23 3 n'd.(p, ¥")+ 3 'm0, V)

i=1 v=1 v, v =1

Or le module de tout vecteur w, constant sur la maille T vérifie 1’égalité :

(12) ]w[=(mes T)_l’/?‘[wlT
d’ou :
(13) |af [£h|u®| et donc |af |<h(mes 1)~ 12|,

et donc il vient la majoration suivante pour tout indice ; :
(14) |of |<h (mes ©) 22|y, |,
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D’autre part les termes n* qui représentent les circulations du champ u, sur le bord du
triangle en dimension 2, le long de courbes fermées du tétraédre en dimension 3, admet-
tent les majorations suivantes (théoréme de Stokes) :

(15) || £ A% (mes 1) 12 |rot u, |,

Enfin en utilisant le

LEMME. — Pour tout i, j on a en dimension 2 et 3 :
1
(16) |mfj[§Pc mes T

otl ¢ est une constante ne dépendant que de la déformation de maille ¥,
En effet : |m,;]<mes t max max |p;(x)|* et d’autre part : max|p; (x)|£2/p=2y/h.

i XET XEeT
Alors le second membre de (11) est une somme finie de termes qu’on majore indépen-
damment, a I’aide des inegalites (14), (15) et (16).
En conséquence, il existe des constantes ¢, et ¢, telles qu’on ait les deux inégalités :

Y N 4.0, W)

v, v'=1

23 2 o d(p, V)

i=1 v=1

(17)

<c, h?|rot u,|?

(18)

gczhluthlrot u,,}r

La conséquence du résultat précédent est la majoration suivante :
(19) ldr(um ”h)lé(c1h+cz)h||”hn-c
d’ou découle le

THEOREME 3. — Soit un maillage t, de diamétre au plus h, assujetti aux hypothéses (H).

Soient ue H (rot, Q) et m,u son interpolé sur V, dont on note o le vecteur des degrés de
libertés.

Soit MY la matrice diagonale définie par (4) en dimension 2 ou par (5) en dimension 3.
Il existe hy>0, tel que pour tout h<h, on ait :

(20) (M =M)o, o) |£Ch| ]|

ou C est une constante ne dépendant que de la déformation de maille ..
Un corollaire de ce théoréme est le résultat de convergence suivant :

lim (M" o, o)) = lim |7, u|3=|u| 3
k— 0 h->0

Note remise le 21 septembre 1992, acceptée le 6 octobre 1992.
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