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Résumé

On présente un moyen pratique de réaliser la condensation de masse des éléments finis de Raviart—-Thomas—Nédéle
d'ordre 1. Appliqué a I'ntégration des équations de Maxwell poséesenosd ordre, cela perrd'utiliser des méthodes
explicites d’'intégration du systémeour citer cet article: P. Lacoste, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).

0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Mass-lumping for the first order Raviart—Thomas—Nédélec finite elementsWe present practical means to obtain a pos-
itive diagonal matrix for the first order Raviart-Thomas—Nédélec finite elements. Applying it to the second order Maxwell
equations allows us to use explicit time schemes to solve the resulting differential systete.thisarticle: P. Lacoste, C. R.

Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

A few years ago we exposed here, an algebraic and simple manner [2] to obtain lumped mass from the consister
mass matrix resulting from an approximation by mean of mixed finite elemeisairl). Its use leads to effective
time integration methods [1], but presents a major drawback: depending on the mesh regularity (obtuse angles)
the lumped mass matrix may become null or negative. Vild bere a numerical process to avoid such a difficulty.
We proceed as follows, using notations defined above(ikgt) and(k;;) be respectively the mass and stiffness
matrices; le{w;) and( f;) be respectively the vectors of degrees ekfilom and external forces — in our case arising
from Maxwell equation at second order in a lossless bounded medium (see [3], for example) — buiit( ottt
conforming finite elements [4] of order 1, on a triangl€RiA, or on a tetrahedron, iR3. That is, we consider the
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problem resulting in the following differential equation for tthe.f. on an edge numberafter the well-known as-
sembling processpz;; &; +Zj.v;1m,»ij&,»_, +kiioj +Z§V;1 kii;oi; = fi whereiy, ip, ..., iy, are the number of edges
connected to the eddeand distincts from (N, = 4 on Fig. 2(a),N. = 9 on Fig. 2(b)). Following Théoréme 2.1
and Proposition 3.1, we can substitute equivalentlynig), a diagonal matrix diag:) given by Eq. (5) in di-
mension 2 for a triangl&, and by Eg. (6) in dimension 3, for a tetrahed#nThen we can consider instead of the
problem above, the following differential equatioml‘,;&i + kijop + Z;V;l kii;oi; = fi The problem occurs when
the sum of all the cotangent terms in the above expresmfpris less or equal to zero. The goal of this paper is to
prove that we can replace the previous and consistent mass matrix by an invertible mass matrix, and then we are lea
to the formulation&; + k;;o; + Z?’;‘l kii;ti; = F (e, oy, . .., ary, ) Where thek;;)'s are new stiffness terms; is

a new second member, ang, oy, ..., a;,, are new artificial degrees of freedom lying on the etigend where
the integemV, indicates the number of elements linked to the ed@é, = 2 on Fig. 2(a) an&v, = 3 on Fig. 2(b)).

1. Introduction

On a présenté il y a quelques années ici méme [2], ectenique de condensation dasse des éléments finis
de H (rot). Son utilisation est efficace [1], mais cette méthod@naplortant défaut de la possible perte de définie
positivité pour des maillages non de Delaunay. On présente dans cette Note un moyen d'y remédier.

On choisit comme probléme type les équations de Maxwell posées au second ordre, dans un ouvert borne
£2 d’'un milieu sans pertes, de bord conducteur padfaile normale extérieure, aprés éliminations du champ
magnétique, dans lesquelles pour simplifier on a imposé toutes les constantes arbitrairement & tioRoar il
faut trouverE dansH (rot, £2; E A ni|f = 0), solution de [3] :3,2E + rotrotE = —d,J.

Une formulation variationnelle de ce probléme conduit, pour tBUte H(rot, 2; E A 1| = 0), a :

Jo 02E.E'dx + [, rotE.rotE dx = — [, 9;J.E"dx.

Soit t;, un maillage en triangles ou en tétraedres2lede diameétre:r vérifiant, pour tout triangle k/p < x,

ol x est une constante et le rayon du cercle inscrit. On utilise les norme$($2) et H(rot, £2) des champs
de I'espaceH (rot, £2) et de son approximatiol, sur le maillage, et on les note | et || - || respectivement.
De méme pour les restrictions a une mailleon a les normes- |, et || - ||; respectivement, et donc||u||_%2 =
lul3 + |rotuld, =3 . llul% et[ul3, =", lul%. Enfin Iutilisation d’éléments finis de Raviart-Thomas—
Nédélec sux2, conduit au probleme d’'algébre linéaire {gicc = &) :

Méa+Ka=F 1)
ou les matrices = (m;;), K = (ki;), F = (fi).« = (;), dont la taille égale le nombre d’arétes dg sont
obtenues par 'assemblage de matrices élémentaires définiesaalogues aux suivantes :

mij=/pi~pjdx, kij=/rotpi~r0tpjdx, i,j=1,N, et

T T

ﬁ=—/at1..pidx, i=LN @)

T

Si on a posée|,; ~ vazlaip,» eta|; = (¢)i=1,n, OUN = 3 en dimension 2V = 6 en dimension 3.
2. La condensation de masse des éléments finis de Nédélec d'ordre 1
On démontre dans [2], le résultat suivant :

Théoréme 2.1.1l existe une matrice diagonale’ et une seule telle que les formes bilinéaires symétriques définies
respectivement pan = (m;;) etml = diag(ml.Ll.) sur I'espace(Vy,)|;, coincident sur le sous-espace des champs
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M,

(a)

(©

Fig. 1. Elément fini triangle (a), tétraédre (b) ebpriété de Delaunay dans un quadrilatére convexe (c).

constants. Soit € H(rot, £2) et = («;) le vecteur des degrés de liberté de son interpolégurSi M~ est la
matrice diagonale obtenue par assemblage des matridgslors il existelg > 0 et une constant€ positive, tels
que pour toutz < ko, on ait: |(ML — M)a, o)| < Ch|lulgo.

On prouve qu’en dimension 2, avec I'orientation de la Fig. 1(a), ona:
mb=mi; +mjx —mij —mi, pouri, j, k= 1,3 deux a deux distincts (3)
et en dimension 3 (voir [2]), avec I'orientation de la Fig. 1(b), ona:

mi=mi+ Y €jx-mj, pouri=16etole; =1silesaréteg etk convergentou (4)

j k tés a : a Atrad i
J:k connecies a divergent au méme sommet du tétraédre, et= —1 sinon

3. Expression géométrique de la masse lumpée

On définit les quantités suivantes, aussi bien pour laagies que pour les tétraédrégys. 1(a) et (b)), consti-
tués deV; sommets : pour=1, N;, M; eti; sontrespectivementles sommets et leurs coordonnées barycentriques
du triangle ou du tétraédrg; la normale a I'aréte du triangle ou a la face du tétraédre, opposé au sdmnet
et H; sont respectivement I aire du triangle opposé au sonihedt la hauteur issue du sommit du tétraedre ;
pouri, j, k =1, Ny deux a deux distinctg;; est la longueur de l'aréte de sommefs et M; du triangle ou du
tetraedreh" est la hauteur issue du somnaét du triangleM; M ; M. et enfmek eto;; deS|gnent respectlvement
anglei |ssue du sommef; dans le trianglé/; M ; M et I'angle définis par les vecteurg i (ou gradk, , gradA ).
Avec ces grandeurs on prouve la

Proposition 3.1. On a en dimensioA, pour le triangle K:

1 i . L
mL, =3 cot®jx, pouri, j, k=1, N, deux a deux distincts (5)

1

et en dimensioB, pour le tétraedre K

1 i N — . . A
mIL, = 61,,,1 -COt@®jk, j,k, p,q =1, Ny deux a deux distincts = numeéro de l'arét¢p, g). (6)

Démonstration. Les calculs sont eIementalres Les champs constants sont defn{@gm, Yi=1. N, -

En dimension 2 d’espace, on gradk L. On a par définition ;

jk
i megkK 1010
c Nk _ 5 )COS@jk:— ij ~lik c
hk hgk . h{;j 4megk)

/gradk gradkk dx = mes{K) 0s0O j,

zk
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or: mesK) = 31;; - lix Sin® i, donc :mk = 3 cot® jx.
En dimension 3 d’espace, si on pase numéro de I'arétep, g), on a:

. megKk) 18
mi; = COS® jy = - — COSO j,
Hj - Hy 3H;

Or @ Sp = 3hpg-h = 3(siN0! - 1jg) - Lpg, €8 1 Hj =SNGt - hpy = SINOjx(sindl, - 1), donc :mk =
l -

5lpgCOtOjr. O

Définition 3.2 (AssemblageOn définit, pour une arétésiu maillage(K}l)Fl,Na, 'ensemble ded/, mailles (élé-

ments) du maillage ayant I'aréteen commun. Si I'on note:;; (7) le terme élémentaire définit par la relation (2),
il en résulte que les termes;, sont données par :

mi; Zmii(Ki)+n’lii(Ké)+"'+mii(K5vﬂ) (7)
et de méme pour le terme de la relation (5) ou (6) :
ml =mf;(Ky) +mf; (K§) + - +mf; (K}, ). (8)

L'approximation par €léments finis selon (1) et (2) conduit pour le d.é&.l'équation :
m;;d; + Z mjjdj +kijo; + Z kijaj = fi. 9
jeK;‘. jeK}l

L'opération de condensation de masse conduit au systeme différentiel ordinaire :

mbd; + kijoi + Z kijoj = fi (10)
jeK}l
ou m,LI est fourni par (8). Il est clair que le termeiLi, qui en vertu de la Proposition 3.1 est une somme de

cotangentes, en nombig,, peut étre négatif ou nul. Cela résultey gxemple, en dimension 2 d’'espadg & 2),
de la propriété simple suivante :

Propriété 3.3.Dans un quadrilatére convexXgig.1(c)), on a toujours (cotd; + cotbs) - (cotd;’ 4 cotb,) < 0.

Si lorsque la matrice lumpéw = = (ml.Ll.) est définie positive, I'intégration de (1) est aisée — et construite a cet
effet — cette perte éventuelle de positivité interdit I'intégration de ce systéme. Nous présentons dans ce qui suit un
solution pour remédier a ce probléme de perte de positivité.

4. Modification de la masse lumpée

Aussi bien en dimension 2 qu’en dimension 3 d’espace, on se place dans le cas ou la partie du taillage
U?’;l K; c’est-a-dire les mailles qui ont I'aréteen commun, produit un termﬂ:ﬁ. < 0. On va alors fabriquer un

sous-maillage de; qui subdivise les angles concernés dans le calcmtli;icet substituer & la relation (10), dans
Iaquelleml.Ll. est négatif, une équation différentielle intégrable. C’est I'objet de la

Proposition 4.1.L’approximation par éléments finis de Raviart—-Thomas—Nédélec d’ardesl’équation de Max-
well, conduit pour chaque d.d.l. de numéra

miid; + Z mijd']- + kjjo + Z kijOlj = fi. (11)
jek! jek:

La condensation de masse (dd) se traduit, & I'aide deniLl. donné par(8) et Iorsque»nl.Ll. >0, par:
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(a) (b)

Fig. 2. Découpage des mailles pour Iesquebkélsg 0 en dimension 2 (a) et en dimension 3 (b).

mILlOll + kijo; + Z kijOlj = fi, (12)
jeK}
IorsquemiLl. <0, il existe des constanteéij), un second membrg ne dépendant que des données initiales et de
valeurs de type d.d&,, as,, ...,y Situées sur l'aréte, telles que la condensation de mass¢ B s’ecrit :

&; + kijo; + Z kijai; = F(ouy, oy, N (13)
jeKj.

Démonstration. On considére le cas omfl est négatif. La mise sous forme (13) exige de rompre avec la technique
de I'assemblage matriciel. C'est pourquoi on raisonne sur un modéle de majdmérique (i.e. dont les arétes

sont numérotées de 1M.) et ou l'arétei est numérotéd/,. + 1.

Cas de la dimension.Dn considére les deux triangles de la Fig. 2(a), pour lesquels le te[;rest suposé négatif

pour I'aréte numérev, +1=5 (mé5 < 0). On procéde a un sous-découpage de ces deux triangles comme suit : on
trace sur ces deux triangles les deux bissectrices des angles opposés a I'aréte 5, puis chacune est prolongée jusqu
sommet opposeé, de telle sorte que — d’une maniere générale — chaque angle opposé est au plus divisé en 3 ang
strictement inférieur & /2 (donc avec des cotangentes strictement positives) et en sorte que 'aréte numéro 5 est
partagée en trois arétes numérotées 8. L'approximation par éléments finis datysconduit aux relations :

mk fie + kaeota + kaeas + ke oot + ke 11011 + kesote = f6,  danskPU K,
mk 7 + kyootg + k710000 + k7110011 + k7120002 + k77007 = f7,  dansk{ UK, (14)
mkqiig + k1ot + kasoa + kg 110+ ks 12012 + kggos = fa,  dansk$ U K3,

Dans (14) lesn’: sont strictement positifs et donc en multipliant chaque relatior(rpé}b‘l, en sommant et en
utilisant la relatiorwus = ag + a7 + ag, On obtient une équation de type (13) pour le d.d.l. numéro 5. Il faut encore
éliminer les d.d.lag, ..., a12, Ce qui s'obtient grace aux relations (Stokes) suivantes :

0192—012—016"‘fo rotE dx, alo:—i—otl—}—ag—fkfrotde,
0111=—053+056+ng rotE dx, 0112=+054—053—ng rotE dx, (15)
otg:—ozl—ocz—oze—ow—i—fKir,rOtde=a3+a4—ae—a7—fkésr0tde.
On obtient au final une expression du type (13), avec un second mefntépendant d’une part des, «7), des
donnéeg; et d'autre part des intégrales de fFosur IesK}.

Cas de la dimension.30n considére legv, tétraedres de la Fig. 2(b) (on choigW, = 3, qui est le mini-
mum d’une quantité variable), pour lesquels le temfg est supposé négatif pour I'aréte numévo+ 1= 10
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(mfom< 0). On procéde a un sous-découpage de ces trois tétraedres comme suit : on trace dans ces tétraedr
les plans bissecteurs des angles opposés a l'aréte 10 de sorte que I'aréte numéro 10 est partagée en quatre ar
numérotées 112 13, 14. A partir des points ainsi définis sur I'aréte 10, on prolonge chacun des plans bissec-
teurs auxN, — 1 = 2 tétraedres restants, de telle sorte qu’en général, chaque angle opposé est au plus divisé
en N, + 1 =4 angles strictement inférieur/8/2. L'approximation par éléments finis dagsconduit dans les
tétraédre$K}1)j:1,Nﬂ, aux relations :

miy 1811 + k110 + k21100 + k31103 + ke 11006 + k711007
+ k91109 + k1113015 + k11 18va8 + k1121021 + k11110011 = f11. (16)

On a des relations analogues a (16) pour les d.d.l. numéro 12, 13 et 14, respectivement dans les #trgedres
K}3 et Kjl“, et donc en multipliant chaque relation p(miLl.)—l, en sommant et en utilisant la relatiofng =

a11 + @12 + @13 + @14, ON obtient une équation de type (13) pour le d.d.l. numéro 10. Comme en dimension 2,
on élimine les d.d.l. intérieutsy, 4 n.43, - - -, &N, (N,+1)+N.+2, grace aux relations (theoréme de Stokes) suivantes
dans les tétragdresi©:

15 =02 — 11+ / roty E¢dx, o1 =02 — 011 — Q12 + / roty Eydx + / roty E¢dx,
k)3 K3 KB

17 =0a5+ 14 — / roty Ey dx,
K
ou on note, de maniere non univoqm;é]’y" le triangle issue du poin¥; et comportant I'aréte numérpet ou on
note, avec des orientations adequates)a composante tangentielle desur la facef du tétraédre concerné, de
normaleri, et rot; 'opérateur rotationnel surfacique sur la fageel que rof E; =rotE - i. Avec des relations
analogues on élimine les d.d.l. intériedrss, a19 et app dans les tétraédrdézlo, et les d.d.lao1, a2 et apz dans
les tétraédre 2°. Cette élimination est indépendanteig

Enfin on utilise aussi les relationsvis = oz — a5 — 011 — 012 — 013 — fKM3 roty Epdx = o3 — g — 11 —

10

alz—alg—fK%g, roty Erdx =7 —og — 11 — o120 — 13 — IK%“ roty E¢dx.

On obtient au final une expression du type (13), avec un second mefmkdépendant d’'une part de
(a11, @12, @13), des donnéeg;, et enfin des intégrales de Btsur desk ™. On montre finalement qu'il est pos-
sible, & I'aide des relations (12) et (13), d’obtenir un systeme général (1) pourvu d’'une matrice diagonale (définie)
positive et donc utiliser un schéma explicite pour son intégration, comme par exemple le schéma de Newmark. Les

résultats s’étendentyutatis mutendisa I'opérateur divergence et aux éléments finis mixtes de I'esflader) a
lordreun [5]. O
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