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Résumé :
Dans cet article, nous explorons le mécanisme d’infé-

rence min-max d’un système de n règles possibilistes.
Nous établissons une formule additive pour la distribu-
tion des possibilités de sortie obtenue par l’inférence. À
partir de ce résultat, nous calculons les mesures de pos-
sibilité et de nécessité correspondantes. Nous donnons
des conditions nécessaires et suffisantes pour obtenir la
normalisation de la distribution des possibilités de sortie.
Comme application de nos résultats, nous étudions le cas
d’une cascade de deux ensembles de règles possibilistes
et établissons une relation liant leurs systèmes d’équa-
tions respectifs. Enfin, nous associons à une telle cascade
un réseau de neurones min-max.

Mots-clés :
Théorie des possibilités, système à base de règles, ré-

seau de neurones

Abstract:
In this paper, we give a canonical construction for the

matrices governing the min-max equation system of Far-
reny and Prade, which is associated to a rule-based sys-
tem composed of n parallel possibilistic rules. From this
construction and with the help of a partition of the output
attribute domain, we establish an additive formula for the
output possibility distribution and deduce the correspon-
ding possibility and necessity measures. We give neces-
sary and sufficient conditions for the normalization of the
output possibility distribution. In addition, we tackle the
case of a cascade and establish for it an input-output rela-
tion between the two min-max equation systems. Finally,
we represent this cascade construction by a min-max neu-
ral network.

Keywords:
Possibility theory, rule-based system, neural network

1 Introduction

La théorie des possibilités permet de représen-
ter des informations incomplètes ou imprécises
à l’aide de deux mesures duales appelées pos-
sibilité et nécessité [2, 3]. Ces mesures per-
mettent de distinguer ce qui est possible sans
être du tout certain et ce qui est certain dans
une moindre mesure. Récemment, Dubois et

Prade ont affirmé que la théorie des possibili-
tés offre un cadre intéressant pour le dévelop-
pement d’interfaces cohérentes entre l’appren-
tissage et le raisonnement [4].

Initialement introduite par Zadeh [7], la théo-
rie des possibilités a été considérablement dé-
veloppée par Dubois et Prade. Cela a conduit
à l’étude de systèmes à base de règles possi-
bilistes [6]. Les capacités explicatives de ces
systèmes ont été développées par Farreny et
Prade [5]. Ces auteurs ont introduit un système
d’équations min-max pour effectuer une ana-
lyse de sensibilité. Ils ont illustré leurs travaux à
l’aide d’un exemple d’un système composé de
trois règles parallèles. Ces travaux ont récem-
ment été repris par Dubois et Prade pour dé-
velopper des méthodes d’apprentissage possibi-
listes cohérentes avec le raisonnement basé sur
les règles [4]. Dans ce but, les auteurs de [4]
soulignent que l’on peut tirer profit du système
d’équations min-max de Farreny et Prade [5] et
l’importance d’un tel système d’équations pour
une cascade i.e., un système utilisant consécuti-
vement deux ensembles de règles possibilistes,
les règles du second ensemble étant chaînées
avec celles du premier ensemble.

Dans cet article, nous étudions un certain
nombre de questions ou de problèmes mention-
nés dans [4] et [5]. Dans la section 2, nous com-
mençons par rappeler le mécanisme d’inférence
d’un système à base de règles possibilistes et
le système d’équations de Farreny et Prade [5].
Dans le cas de n règles possibilistes, nous don-
nons (section 3) une construction canonique des



matrices gouvernant ce système d’équations.
Ceci nous permet d’établir une formule addi-
tive pour la distribution des possibilités de sor-
tie (section 4). La distribution des possibilités
de sortie doit être normalisée pour assurer la
cohérence des règles et traiter une cascade. En
utilisant notre formule additive, nous donnons
une condition nécessaire et suffisante pour que
la distribution des possibilités de sortie soit nor-
malisée (section 4). Nous déterminons égale-
ment les solutions d’entrée minimales pour ob-
tenir la normalisation, lorsque cela est possible.
Dans la section 5, nous calculons explicitement
les mesures de possibilité et de nécessité cor-
respondantes à la distribution des possibilités
de sortie. Tous ces travaux nous permettent de
traiter une cascade (section 6) et nous la décri-
vons par un réseau de neurones min-max. En-
fin, nous terminons avec quelques perspectives
(section 7).

2 Rappels

Dans cette section, nous rappelons les défini-
tions d’un système à base de règles possibilistes
et d’une cascade, ainsi que le système d’équa-
tions introduit dans [5]. Nous fixons également
quelques notations pour la suite.

2.1 Système à base de règles possibilistes

Un tel système est composé de n règles pos-
sibilistes R1, R2, . . . , Rn. Pour chaque règle
Ri, une matrice de propagation de l’incertitude[
π(qi|pi) π(qi|¬pi)
π(¬qi|pi) π(¬qi|¬pi)

]
=

[
1 si
ri 1

]
encode

l’incertitude de “si pi alors qi” et de “si ¬pi
alors ¬qi”.

Une prémisse non composée pi est une propo-
sition de la forme “ai(x) ∈ Pi”. L’attribut ai
est appliqué à un élément x. Son information
est représentée par une distribution des possi-
bilités πai(x) : Dai → [0, 1] définie sur son
domaine Dai et qui est supposée normalisée
i.e., ∃u ∈ Dai tel que πai(x)(u) = 1. Le de-
gré de possibilité de pi et celui de sa négation

sont définis à l’aide de la mesure de possibilité
Π par π(pi) = Π(Pi) = supu∈Pi

πai(x)(u) et
π(¬pi) = Π(Pi) = supu∈Pi

πai(x)(u) respec-
tivement, où Pi est un sous-ensemble de Dai

et Pi son complémentaire. On les note respec-
tivement λi et ρi. Dans le cas d’une prémisse
composée pi = p1,i ∧ · · · ∧ pk,i, on prend λi =
mink

j=1 π(pj,i) et ρi = maxk
j=1 π(¬pj,i) [4].

La conclusion qi est de la forme “b(x) ∈
Qi”, où Qi est un sous-ensemble de Db, le
domaine de l’attribut b. Le degré de possi-
bilité de qi et celui de sa négation sont res-
pectivement notés αi et βi et sont donnés par[
π(qi)
π(¬qi)

]
=

[
1 si
ri 1

]
�max

min

[
λi
ρi

]
. Le produit

matriciel �max
min utilise min pour le produit et

max pour l’addition. La normalisation de pi i.e.,
max(λi, ρi) = 1 entraîne αi = max(si, λi)
et βi = max(ri, ρi). Enfin, la distribution des
possibilités de l’attribut b associé à la règle Ri

est : π∗ib(x)(u) = αiµQi
(u) + βiµQi

(u) pour tout
u ∈ Db. Dans le cas de n règles, la distri-
bution des possibilités de b est obtenue par la
combinaison conjonctive suivante : π∗b(x)(u) =

min(π∗1b(x)(u), π∗2b(x)(u), . . . , π∗nb(x)(u)).

2.2 Cascade

Une cascade est un système à base de règles
possibilistes composée de deux ensembles de
règles R1, R2, . . . , Rn et R′1, R′2, . . . , R′m, où
les conclusions des Ri et les prémisses des R′j

utilisent le même attribut, établissant un chaî-
nage des deux ensembles de règles. La pré-
misse p′j de chaque règle R′j est une proposi-
tion “b(x) ∈ Q′j” où Q′j ⊆ Db. La conclusion q′j
de R′j est de la forme “c(x) ∈ Q′′j ” où Q′′j est un
sous-ensemble deDc, le domaine de l’attribut c.
Les degrés de possibilité associés àR′j sont cal-
culés de la même manière que ceux des règles
Ri : λ′j = π(p′j) et ρ′j = π(¬p′j). De même,
R′j est munie d’une matrice de propagation de
l’incertitude avec ses paramètres s′j, r

′
j .



2.3 Système d’équations

Dans [5], un système d’équations noté OV =
MR IV a été formulé, où OV et IV sont res-
pectivement les vecteurs de sortie et d’entrée.
Pour un exemple d’un système de trois règles
parallèles, les auteurs ont montré que le système
d’équations décrit la distribution des possibili-
tés de sortie et ont proposé de l’utiliser pour ef-
fectuer une analyse de sensibilité. Les auteurs
de [4] ont explicité le système d’équations pour
le cas de deux règles R1 et R2 :


Π(Q1 ∩Q2)
Π(Q1 ∩Q2)
Π(Q1 ∩Q2)
Π(Q1 ∩Q2)

 =


s1 1 s2 1
s1 1 1 r2
1 r1 s2 1
1 r1 1 r2

�min
max


λ1
ρ1
λ2
ρ2

 . (1)

Le produit matriciel �min
max utilise max pour le

produit et min pour l’addition. Les auteurs ont
obtenu Π(Q1 ∩ Q2) = min(α1, α2), Π(Q1 ∩
Q2) = min(α1, β2), Π(Q1∩Q2) = min(β1, α2)
et Π(Q1 ∩ Q2) = min(β1, β2). Les quatre en-
sembles utilisés forment une partition de Db

construite à partir des ensembles Q1, Q2 utili-
sés dans les conclusions q1, q2 de R1 et R2, et
de leurs complémentaires.

2.4 Notations

Dans notre travail, toutes les matrices ont leurs
coefficients dans [0, 1]. A toute matrice A =
[aij], on associe la matriceA◦ = [1−aij]. SiA et
B sont des matrices de tailles respectives (n,m)
et (m, p), la transformation A 7→ A◦ permute
les deux produits matriciels au sens suivant :

(A�min
maxB)◦ = A◦�max

minB
◦ et (A�max

minB)◦ = A◦�min
maxB

◦.

Ce résultat ainsi que la propriété (A◦)◦ = A
jouent un rôle important pour traiter le cas d’une
cascade.

Enfin, nous introduisons un opérateur noté �min

qui associe à une matrice, la matrice colonne
obtenue en prenant le minimum des coefficients
de chaque ligne de cette matrice.

3 Système d’équations généralisé

Dans cette section, nous étudions un sys-
tème composé de n règles possibilistes
R1, R2, . . . , Rn. Nous introduisons le système
d’équations généralisé, que nous notons :

On = Mn�
min
maxIn.

Pour n = 2, notre construction est équivalente
à la construction précédemment rappelée, voir
(1). Pour comprendre le vecteur de sortie On

du système d’équations, nous introduisons une
partition explicite de Db. De plus, cette parti-
tion est directement liée à une matrice Bn que
nous construisons inductivement par rapport au
nombre de règles.

3.1 Partition et paramètres

À partir des ensembles Q1, Q2, . . . , Qn utilisés
dans les conclusions des règles et de leurs com-
plémentaires, pour chaque i = 1, 2, . . . , n, on
définit (E

(i)
k )1≤k≤2i une partition de Db par les

deux conditions suivantes :

•E(1)
1 = Q1 et E(1)

2 = Q1 (2a)
et pour i > 1 :

•E(i)
k =

{
E

(i−1)
k ∩Qi if 1 ≤ k ≤ 2i−1

E
(i−1)
k−2i−1 ∩Qi if 2i−1 < k ≤ 2i

. (2b)

Pour i = 1, 2, . . . , n, on définit les matrices
Mi, Ii et Bi selon :

— s1, s2, . . . , si et r1, r2, . . . , ri pour Mi,
— λ1, λ2, . . . , λi et ρ1, ρ2, . . . , ρi pour Ii,
— α1, α2, . . . , αi et β1, β2, . . . , βi pour Bi.

3.2 Construction de Mi

Pour i = 1, on prend M1 =

[
s1 1
1 r1

]
. Pour

i > 1, on définit Mi de taille (2i, 2i) par une
construction de matrices par blocs :

Mi =

[
Mi−1 Si

Mi−1 Ri

]
.



où Si =


si 1
si 1
...

...
si 1

 etRi =


1 ri
1 ri
...

...
1 ri

 sont de taille

(2i−1, 2).

On note N1, N2, . . . , N2i les lignes de Mi.

3.3 Construction de Ii

Pour i = 1, on prend I1 =

[
λ1
ρ1

]
. Pour i > 1, on

définit Ii de taille (2i, 1) :

Ii =

Ii−1λi
ρi

 =

θ1...
θ2i

 .
où θ2j−1 = λj et θ2j = ρj pour j = 1, 2, . . . , i.

3.4 Construction de Bi

Pour i = 1, on prendB1 =

[
α1

β1

]
. Pour i > 1, on

définitBi de taille (2i, i) par une construction de
matrices par blocs :

Bi =



Bi−1

αi

αi
...
αi

Bi−1

βi
βi
...
βi


.

Les lignes L1, L2, . . . , L2i de Bi s’obtiennent à
partir des lignes L′1, L

′
2, . . . , L

′
2i−1 de Bi−1 par

la règle suivante :

Lk =

{
(L′k, αi) if 1 ≤ k ≤ 2i−1

(L′k−2i−1 , βi) if 2i−1 < k ≤ 2i . (3)

Nous pouvons retrouver la matrice Mi à partir
de la matrice Bi de manière explicite.

3.5 Relation entre Bi et la partition

Soit k ∈ {1, 2, . . . , 2i} et Lk = (γ1, γ2, . . . , γi)
une ligne de la matrice Bi avec γ ∈ {α, β}.

Alors l’ensemble correspondant E(i)
k de la par-

tition est égal à :

E
(i)
k = T1 ∩ T2 · · · ∩ Ti où Tj =

{
Qj si γj = αj

Qj si γj = βj
. (4)

Ce résultat étant clair pour i = 1, il se déduit de
la description des lignes de Bi par les lignes de
Bi−1, voir (3).

3.6 Coefficients de �minBi

Pour tout i = 1, 2, . . . , n, on pose :

�minBi = [o
(i)
k ]1≤k≤2i .

Pour tout k ∈ {1, 2, . . . , 2i}, nous avons
les relations suivantes entre les coefficients de
�minBi et ceux de �minBi−1 :

o
(i)
k =

{
min(o

(i−1)
k , αi) si 1 ≤ k ≤ 2i−1

min(o
(i−1)
k−2i−1 , βi) si 2i−1 < k ≤ 2i

. (5)

Ce résultat est directement déduit de (3) et de
l’associativité de la fonction min. On a :

Théorème 1 Le produit matriciel min-max de
Mi par la matrice colonne Ii est obtenu en ap-
pliquant l’opérateur �min à la matrice Bi :

Mi�
min
maxIi = �minBi. (6)

La preuve abrégée de ce résultat est la suivante.
Elle est claire pour i = 1. En partant de l’hy-
pothèse (6) pour i − 1, on montre que chaque
coefficient o(i)k de �minBi est égal à Nk�min

maxIi,
Nk étant la k-ième ligne de Mi.

4 Propriétés du système d’équa-
tions

Dans cette section, nous étudions les propriétés
du système d’équations. Nous établissons une
formule additive pour π∗b(x) à partir de la par-

tition (E
(i)
k )1≤k≤2i . Nous donnons une condi-

tion nécessaire et suffisante pour la normalisa-
tion de π∗b(x). Nous montrons ensuite que, en



supprimant les ensembles vides de la partition
et les lignes correspondantes de Oi, Mi et Bi,
nous obtenons des matrices Oi,Mi et Bi avec
un nombre raisonnable de lignes. Nous étudions
également les solutions extrémales pour obtenir
la normalisation et donnons une méthode pour
déduire le système d’équations obtenu par sup-
pression d’une règle.

4.1 Formule additive pour π∗b(x)

En se basant sur l’égalité Oi = �minBi,
voir (6), et en notant µ

E
(i)
1
, µ

E
(i)
2
, . . . , µ

E
(i)

2i

les fonctions caractéristiques des ensembles
E

(i)
1 , E

(i)
2 , . . . , E

(i)

2i
, on obtient :

Théorème 2 La distribution des possibili-
tés de sortie π∗b(x),i associée aux i premières
règles est :

π∗b(x),i =
∑

1≤k≤2i
o
(i)
k µE

(i)
k
. (7)

Cette égalité fonctionnelle, où le membre de
droite est une combinaison linéaire de fonctions
caractéristiques d’ensembles d’une partition, se
démontre par récurrence sur i en utilisant (2),
(5) et l’associativité de la fonction min. Il s’en-
suit que ∀u ∈ Db, il existe un unique indice k0
tel que u ∈ E(i)

k0
et π∗b(x),i(u) = o

(i)
k0

. Il en résulte
que π∗b(x),i est normalisée si et seulement si :

∃k ∈ {1, 2, . . . , 2i} tq E(i)
k 6= ∅ et o(i)k = 1. (8)

On déduit de (7) que la mesure de possibilité de
chaque ensemble non vide E(i)

k de la partition
est égale à o(i)k . Il est alors naturel d’introduire :

J =
{
k ∈ {1, 2, . . . , 2i}

∣∣ E(i)
k 6= ∅

}
.

Posons ω = card(J). On a ω ≤ min(d, 2i),
où d = card(Db). En rangeant les entiers de J
en une suite strictement croissante : 1 ≤ k1 <
k2 < · · · < kω ≤ 2i, on déduit :

[Π(E
(i)
k )]k∈J = [o

(i)
k ]k∈J .

Dans ce qui suit, on note Oi,Mi et Bi, les ma-
trices obtenues à partir de Oi, Mi et Bi respec-
tivement, en supprimant chaque ligne dont l’in-
dice n’est pas dans J .

4.2 Solutions de π∗b(x),i(u) = 1

Dans ce qui suit, nous étudions comment ob-
tenir π∗b(x),i(u) = 1 pour une valeur u ∈ Db.
En combinant (6) et (7), on a π∗b(x),i(u) =

N�min
maxIi, où N = [t1, t2, . . . , t2i−1, t2i] est une

ligne deMi et tj ∈ {1, r∗, s∗}.

Avec les notations de la sous-section
3.3, π∗b(x),i(u) = min

1≤j≤2i
max(tj, θj). Donc

π∗b(x),i(u) = 1 est équivalent à ∀j ∈ E, θj = 1,
où E = {j ∈ {1, 2, . . . , 2i} | tj < 1}. Ainsi, la
normalisation de la distribution des possibilités
de b peut être établie par la résolution d’un
système min-max de ω équations, où le second
membre d’au moins une équation doit être égal
à 1. Par conséquent, il est intéressant d’étudier
s’il existe des solutions extrémales Ii pour
obtenir π∗b(x),i(u) = 1.

Dans ce qui suit, nous notons X =
[xj]1≤j≤2i un vecteur d’entrée vérifiant l’hypo-
thèse de normalisation : ∀k ∈ {1, 2, . . . , i} :
max(x2k−1, x2k) = 1, satisfaisant l’équation
suivante :

N�min
maxX = 1. (9)

Pour deux vecteurs X = [xj]1≤j≤2i et X ′ =
[x′j]1≤j≤2i, on pose :

X ≤ X ′, ssi ∀j ∈ {1, 2, . . . , 2i} : xj ≤ x′j.

Nous pouvons étudier l’existence d’une solu-
tion minimale unique notée Smin ou d’une so-
lution maximale Smax.

Il est clair que Smax = [θ∗j ] où θ∗j = 1
pour chaque j = 1, 2, . . . , 2i. Pour cette solu-
tion maximale Smax, on remarque que ∀k ∈
{1, 2, . . . , i}, (λk, ρk) = (1, 1) : pour chaque
règle, la prémisse est considérée comme incon-
nue [4].

Cherchons une unique solution minimale :
• Si on a :

∃k ∈ {1, 2, . . . , i} tq (t2k−1, t2k) = (1, 1), (10)

alors l’équation (9) n’admet pas une solution
minimale.



• Si on suppose que :

∀k ∈ {1, 2, . . . , i} on a (t2k−1, t2k) 6= (1, 1), (11)

alors il existe une solution minimale unique
Smin = [θ∗j ]1≤j≤2i où (θ∗2k−1, θ

∗
2k) ={

(1, 0) if t2k = 1

(0, 1) if t2k−1 = 1
. Ainsi, avec l’hypothèse

(11), nous donnons une condition suffisante
pour la normalisation de π∗b(x),i.

4.3 Reconstruire le système d’équations
obtenu par suppression d’une règle

Pour effectuer de l’analyse de sensibilité de
notre système de i règles R1, R2, . . . , Ri, on se
propose de supprimer une règle Rz et d’étudier
le système d’équations correspondant. Notons
Bz

i la matrice associée à ce système de i − 1
règles par la construction de la sous-section 3.4.
Nous affirmons que la matrice Bz

i , qui est de
taille (2i−1, i− 1), peut être obtenue à partir de
la matrice Bi par la règle pratique suivante :

1. Nous supprimons la z-ième colonne de
Bi. On obtient alors une matrice de taille
(2i, i−1), où chaque ligne se répète une
et une seule fois.

2. Dans la matrice résultante, nous sup-
primons les lignes Lk′ dans toutes les
paires de lignes (Lk, Lk′) où Lk = Lk′

et k < k′.

Après ces deux opérations, on obtient Bz
i . On

peut alors déduire la partition (Ez
k)1≤k≤2i−1 de

Db à partir de Bz
i en utilisant la relation (4). Ses

ensembles peuvent également être déterminés
directement à partir de la partition (E

(i)
k )1≤k≤2i .

En effet, pour tout k ∈ {1, 2, . . . , 2i−1}, on
peut trouver deux indices k′, k′′ ∈ {1, 2, . . . , 2i}
tels que :

Ez
k = E

(i)
k′ ∪ E

(i)
k′′ (12)

où, avec les notations de (4), E(i)
k′ et E(i)

k′′ ne dif-
fèrent que sur la composante Tz, par exemple
Tz = Qz pour E(i)

k′ , et Tz = Qz pour E(i)
k′′ .

Si Ez
k 6= ∅, la décomposition (12) est unique,

où E(i)
k′ et E(i)

k′′ satisfont toujours l’hypothèse ci-
dessus. Ces deux ensembles peuvent être facile-
ment déterminés de manière algorithmique.

Enfin, nous déduisons de la relation (12)
que ωz = card(Jz) ≤ ω avec Jz ={
k ∈ {1, 2, . . . , 2i−1}

∣∣ Ez
k 6= ∅

}
. La partition

(Ez
k)k∈Jz et la matrice Bz

i sont particulièrement
utiles pour effectuer de l’analyse de sensibilité.

5 Mesures de possibilité et de néces-
sité associées à π∗b(x)

Rappelons que la mesure de possibilité Π∗ et la
mesure de nécessité N∗ associées à π∗b(x) sont
définies par [2] :

Π∗ : P(Db)→ [0, 1] : Q 7→ Π∗(Q) = max
u∈Q

π∗b(x)(u),

N∗ : P(Db)→ [0, 1] : Q 7→ N∗(Q) = 1− Π∗(Q).

Pour une proposition p : “b(x) ∈ Q”, le degré de
possibilité π(p) et son degré de nécessité n(p)
sont donnés par [2] :

π(p) = Π∗(Q) et n(p) = 1− π(¬p) = N∗(Q).

Dans ce qui suit, nous déduisons de (7) des for-
mules explicites pour Π∗(Q) et N∗(Q) où nous
utilisons une fonction ε qui vérifie si un en-
semble n’est pas vide :

ε(T ) =

{
1 si T 6= ∅
0 if T = ∅

.

5.1 Mesure de possibilité

Pour tout sous-ensemble Q ⊆ Db, on a Q =⋃
1≤i≤ω E

(n)
ki
∩Q, et nous savons que ∀u ∈ E(n)

ki

nous avons π∗b(x)(u) = o
(n)
ki

. On obtient donc la
mesure de possibilité de Q par :

Π∗(Q) = max
u∈Q

π∗b(x)(u) = max
1≤i≤ω s.t E(n)

ki
∩Q6=∅

o
(n)
ki
.

Par conséquent, nous pouvons reformuler ce ré-
sultat comme suit :

Π∗(Q) = max
1≤i≤ω

ε(E
(n)
ki
∩Q)ȯ

(n)
ki

= max
1≤i≤ω

min(ε(E
(n)
ki

) ∩Q), o
n)
ki

). (13)



Soit ∆Q la matrice de taille (1, ω) définie par :

∆Q =
[
ε(E

(n)
k1
∩Q) ε(E

(n)
k2
∩Q) . . . ε(E

(n)
kω
∩Q)

]
.

Alors, l’égalité (13) est exactement :

Π∗(Q) = ∆Q�
max
minOn. (14)

5.2 Mesure de nécessité

En utilisant (14), nous avons pour Q :

Π∗(Q) = ∆Q�
max
minOn.

La mesure de nécessité est alors :

N∗(Q) = 1− Π∗(Q) = (Π∗(Q))◦.

Par la relation entre �min
max et �max

min on obtient :

N∗(Q) = (∆Q�
max
minOn)◦ = ∆Q

◦�min
maxOn

◦. (15)

6 Cascade

Dans cette section, nous utilisons deux
ensembles de règles possibilistes :
les n règles R1, R2, . . . , Rn et les m
règles R′1, R′2, . . . , R′m. Nous formons
On =Mn�min

maxIn pour le premier ensemble de
règles etO′m =M′

m�
min
maxI

′
m pour le second, où

nous notons respectivement ω et ω′ le nombre
d’ensembles non vides des partitions (E

(n)
k ) et

(E
′(m)
k ). Dans ce qui suit, nous établissons une

relation liant les deux systèmes d’équations
et associons à une telle cascade un réseau de
neurones min-max.

6.1 vecteurs I ′m et O′m

Chaque prémisse p′j d’une règle R′j est une pro-
position de la forme “b(x) ∈ Q′j”. Par consé-
quent, nous obtenons λ′j et ρ′j par le calcul des
mesures de possibilité de Q′j et Q′j :

λ′j = Π∗(Q′j) et ρ′j = Π∗(Q′j).

Par l’égalité (14), on définit le vecteur d’entrée
I ′m de taille (2m, 1), comme un produit max-
min entre une matrice ∆ = [δt,k]1≤t≤2m,1≤k≤ω,
et On de taille (ω, 1) :

I ′m = ∆�max
minOn. (16)

Les coefficients de ∆ sont 1 ou 0, et s’ob-
tiennent comme suit :

δt,k =

{
ε(E

(n)
k ∩Q′j) if t = 2j − 1 et 1 ≤ j ≤ m

ε(E
(n)
k ∩Q′j) if t = 2j and 1 ≤ j ≤ m

.

Nous notons S1, S2, . . . , S2m les lignes de ∆.
Chaque ligne de ∆ est en fait la matrice ∆Q′

associée à un ensemble Q′ ⊆ Db comme
dans (14) :

∆ =


∆Q′1
∆Q′1...
∆Q′m

∆Q′m

 .

Le vecteur de sortie du second système O′m
s’obtient à partir du premier système, ∆ et
M′

m :

O′m =M′
m�

min
maxI

′
m

=M′
m�

min
max(∆�max

minOn)

=M′
m�

min
max(∆�max

min )(Mn�
min
maxIn)).

6.2 Représentation par un réseau de neu-
rones min-max

Nous établissons une correspondance entre une
cascade et un réseau de neurones min-max, qui
donne lieu à une représentation graphique de
la construction d’une cascade. Dubois et Prade
ont suggéré que le système d’équations associé
à une cascade aurait une ressemblance structu-
relle avec un tel réseau [4].

Les matrices In
◦, Mn

◦ et M′
m
◦ permettent

d’exprimer les équations impliquées dans la
cascade en utilisant uniquement l’opérateur
(A�max

minB)◦ : On = (Mn
◦�max

min In
◦)◦, I ′m

◦ =
(∆�max

minOn)◦ et O′m = (M′
m
◦�max

min I
′
m
◦)◦.

Nous définissons le réseau de neurones min-
max à quatre couches comme suit :

— la couche 1 possède 2n neurones d’en-
trée i1, i2, . . . , i2n,

— la couche 2 possède ω neurones cachés
h1, h2, . . . , hω,



— la couche 3 possède 2m neurones cachés
h′1, h

′
2, . . . , h

′
2m,

— la couche 4 a ω′ neurones de sortie :
o′1, o

′
2, . . . , o

′
ω′ .

Dans ce réseau de neurones, la valeur d’en-
trée de chaque neurone s’obtient par l’opérateur
(A�max

minB)◦. Sa valeur de sortie est donnée par
la fonction d’activation f(x) = x.

x1

x2

· · ·

x2n

i1

i2

· · ·

i2n

h1

h2

· · ·

hω

v
(1)
1,1

v
(1)
2,1

v
(1)
2n,1

h′1

h′2

· · ·

h′2m

v
(2)
1,1

v
(2)
2,1

v
(2)
ω,1

o′1

o′2

· · ·

o′
ω′

v
(3)
1,1

v
(3)
2,1

v
(3)
2m,1

Figure 1 – Architecture du réseau de neurones

Nous explicitons son architecture (Figure 1) et
définissons les arêtes :

— xj = 1 − θj , un coefficient de In◦ avec
1 ≤ j ≤ 2n,

— v
(1)
i,j = 1 − tj,i, un coefficient de Mn

◦

avec 1 ≤ j ≤ ω et 1 ≤ i ≤ 2n,
— v

(2)
i,j = δj,i, un coefficient de ∆ avec 1 ≤
j ≤ 2m et 1 ≤ i ≤ ω,

— v
(3)
i,j = 1 − t′j,i, un coefficient de M′

m
◦

avec 1 ≤ j ≤ ω′ et 1 ≤ i ≤ 2m.
Ce réseau de neurones présente une certaine
ressemblance avec un réseau de neurones flou
hybride [1]. En utilisant davantage de couches,
nous pouvons étendre ce réseau de neurones
pour prendre en compte les calculs de λ, ρ
lorsque les prémisses sont composées.

7 Conclusion et perspectives

Dans cet article, nous avons donné une
construction canonique pour les matrices gou-
vernant le système d’équations min-max de Far-
reny et Prade [5]. Nous avons obtenu une for-
mule explicite pour la distribution des possibi-
lités de sortie et calculé les mesures de possibi-
lité et de nécessité correspondantes. Enfin, nous
avons montré que le système d’équations formé
pour une cascade peut être représenté par un ré-
seau de neurones min-max. Le système d’équa-
tions de Farreny et Prade peut être utilisé pour

de nombreuses études. Nous pouvons effectuer
une analyse de sensibilité, comme l’avait initia-
lement suggéré Farreny et Prade. Nous pouvons
rechercher des conditions générales pour établir
qu’une base de règles possibiliste est cohérente.
Ces conditions porteraient sur les paramètres
des règles et le vecteur d’entrée. Enfin, pour
l’apprentissage possibiliste, il serait intéressant
d’adapter une méthode de descente de gradient
pour notre réseau de neurones min-max.
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