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Plan

Problématique des vitesses parasites;
Eléments finis de Trio U 2D et 3D:
Extension 1 : décomposition de Helmholtz-Hodge ;

Extension 2 : éléments quadrangulaires.
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Problématique des vitesses parasites : situation physique

— zones en écoulement fort : u >> 1;

— zones stratifiées :

- u~0;

_ 0 _
- f= £.(2) = VF(z)

Accident grave dans les centrales

nucléaires
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Problématique des vitesses parasites : modele numérique

—vAu = —Vp—l—f o o 4
[] { V.ou = 0O avec f =V F(y) —V{y}
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Problématique des vitesses parasites : modele numérique

Vitesses parasites :
— absentes en maillage structuré aligné sur les horizontales;

— génantes 7 Pas toujours en tant que telles mais modele de turbulence : vy, ¢ HVU + VtuHQ.

Solutions envisagées :

— raffiner;

— éléments finis plus riches en pression (Trio U);

— décomposition de Helmholtz explicite du terme source : | f = V¢ 4 rot ¢
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Eléments finis Trio U 2D

N
\4 \4
N < N <
Ve N Ve N\
X A A
~ Y
~ < > K< >
o u Pric A
X P
P *0 \% \%
N < N <
—_ . V S Ve N
Stable pour Stokes 2\ \
— Ordre 2 en u, 1 en p;
. Y
— V-1 = 0 en presque tout point et

globalement. Mode “parasite”
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Eléments finis Trio U : historique

[Emonot, 1992] : méthodologie Volumes Eléments Finis (VEF) basé sur 'élément de Crouzeix-
Raviart PY°/Pg ;

Clément, 1996] : écoulements océaniques, éléments P’iC/IP)il_ et P1/IP1 (2D);
Bernardi and Hecht, 2000] : analyse numérique du IP"{C/IP’T (2D, 3D);

Benhamadouche and Laurence, 2002] : conservation de I'énergie cinétique, utilisation du
Pc/P7 (2D, 3D);

[Heib, 2003] : analyse numérique du IP{°/Pg + IP1 (2D, 3D), superconvergence en 2D;
[Fortin, 2006] : analyse numérique du P}°/Pg + IP; + IPa (3D), superconvergence en 3D.
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Eléments finis Trio U 2D : convergence

—vAu —Vp+ f
V-u 0

avec f =V F(x,y) =V {(a: - 1.23y)4}

O X X

Py /Py P7°/Po PI°/Po + Py
n lupll  llpn =2l | lluwnll  llen =2l | llusll  llpn — 2l
8 4.0x107% 4.8x1072|2.7x1072 6.5x10°1|1.3x107° 3.6x10°2
16 4.9%x107° 1.2x1072|7.4x1073 3.1x107 1| 7.7x1077 8.8x10°3
32 6.8x107% 3.1x1073|2.0x10°3 15x10°1|59x108 22x10°3
ordre 3 2 2 1 4 2
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Eléments finis Trio U 3D
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— PY“/Po + P1 non super-convergent en 3D ;

— ajout de la pression aux arétes P“/Pg + P + Pp ~ P{°/Pg + P5;

— PY“/Po + P1 + Pa a nsommets pressions en trop => élimination de nisommets arétes;
— PY“/Po + Pa ok en vitesse, pas de convergence en pression ;

— stabilité (conditionnelle) montrée dans [Fortin, 2006].
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Eléments finis Trio U 3D : convergence

—Vp—+f
0

—vAu
V-u

avec f =V F(x,y,z) =V {(:c + 1.23y — O.89z)4}

PT°/Po P1¢/Po + Py Pi¢/Po + Py + Pa
n lupll  llep =2l t | llupll  llpn =2l t | lupll  lpp—pl ¢
8 4.1x103 1.4x101 1 |28x107% 1.3x1072 2 |3.1x10°% 1.7x1072 30
12 2.0x1073 9.1x1072 5 |9.1x107° 59x1073 14 |6.8x10~7 8.5x1073 500
16 1.2x1073 6.6x1072 20 |4.0x107° 3.3x10°3 60|2.3x10~7 5.7x10-3 4000
ordre 2 1 3 2 4 2
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Eléments finis Trio U : bilan

Avantages Inconvénients

nc . : 4 L.
~ PI%/Pg + Py (4+Pa) : précision, super- — IPY* : maillage pas trop déformé;

convergence — IP1¢ : pas stable pour Stokes en formula-

~ V- = 0 en presque tout point et glo- tion tenseur des contraintes :

balement : { —V-u (Vu - Vtu) = —Vp+rf
— stable pour Stokes | et | Darcy (2D, 3D 7); V-u = 0
— PI° Matrice masse diagonale (2D sauf axi- — coiit (surtout Pp);

symétrique) ; — gestion des coins.
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Décomposition de Helmholtz : méthode

Equivalence continue :

] f:ng—l—l’Ot’Qb
{ V.u — 0 R o { TYAY = VRt (FVe)
Vv = 0
(u’p) = (’U,pQ _I_ ¢)
Calcul de ¢ :

A¢ =div f (approche moindres carrés)

Remarque : le choix de |'espace pour ¢ n'est pas contraint par la condition inf-sup de [I.
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Décomposition de Helmholtz : convergence 3D

O |[A¢p =divf| avec f =VF(x,y,z) =V {(a:' + 1.23y — 0.892)4}
|:| _VAU — _vp2+(f_v¢)
V-v = 0
Q Q
[] []
PI¢/Po + P1 + Pa P> P7°/Po

n lupl| o =Dl lupll  lpp —pl
8 3.1x107% 1.7x1072 30 |2.6x107° 9.0x107% 1 |3.3x10°% 1.0x103 1
12 6.8x10°7 85x103 500 |57x10°% 27x107% 6 |7.3x10°7 3.1x107% 7
16 2.3x107 57x1073 4000|1.9x107% 1.1x10% 24 |25x10~7 1.3x10™%4 25
ordre 4 2 4 3 4 3
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Décomposition de Helmholtz : bilan

Avantages Inconvénients

— précision en pression (ordre 3 avec P resolution d'un Laplacien en plus;

pour @) ; — post-traitement de la pression;

— découplage : liberté de choix sur les élé-  ~ decouplage = pas de prise en compte

équilibre terme implicite—pression :

—Vp
O

ments finis pour ¢ et (u,p);
— gain en temps calcul; { (Vu)-u — vAu

V-u

— gestion des coins.
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Eléments quadrangulaires 2D

Problemes des coins pour I'élément P} /Pg + PP;

— [Bernardi and Hecht, 2000] : au plus une aréte sur le bord en 2D, au plus 2 faces sur le bord en
3D:

— mot-clé VerifierCoin dans Trio U.

X—@—%----
@ X O

- - X
®
X
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Eléments quadrangulaires 2D : exemple

En éléments finis, lorsque les quadrangles sont déformés, perte de bonnes propriétés : supercon-

vergence, V- u = O en presque tout point, matrice de masse diagonale. ..
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Conclusion

1. Etat des lieux
2. Décomposition de Helmholtz-Hodge pour les vitesses parasites;

3. Problématique des coins pour le P1¢/Pg 4+ P1 et extension aux quadrangles;
q P 1 0 1 g

Perspectives :

— applications réalistes ;

— Darcy-Stokes 3D ;

— Décomposition de Helmholtz “riche” : | f = V¢ 4+ rot ¢ |;
— extension du P{/IPg + P1 aux prismes et hexaedres;

— extension du P{/IPg + P + Pa aux prismes et hexaedres;

— existe-t-il un autre EF 3D différent du IP[°/IPg + P1 + Pp ayant des propriétés similaires 7

— instabilité du P} pour I'opérateur — V- (Vu -+ Vtu) (pistes explorées dans [Fortin, 2006]).
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