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Plan

1. Problématique des vitesses parasites ;

2. Éléments finis de Trio U 2D et 3D ;

3. Extension 1 : décomposition de Helmholtz-Hodge ;

4. Extension 2 : éléments quadrangulaires.
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Problématique des vitesses parasites : situation physique

Accident grave dans les centrales

nucléaires

– zones en écoulement fort : u >> 1 ;

– zones stratifiées :

– u ≈ 0 ;

– f =

(

0
fz(z)

)

= ∇F (z)
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Problématique des vitesses parasites : modèle numérique

➀

{

−ν∆u = −∇p + f

∇· u = 0
avec f =∇F (y) =∇

{

y4
}

◦ u P
nc
1

× p P0

Maillage Ω = [0,1]2 ‖u‖∞ = 1.2 × 10−2
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Problématique des vitesses parasites : modèle numérique

Vitesses parasites :

– absentes en maillage structuré aligné sur les horizontales ;

– gênantes ? Pas toujours en tant que telles mais modèle de turbulence : νturb ∝
∥

∥

∥∇u + ∇
tu

∥

∥

∥

2
.

Solutions envisagées :

– raffiner ;

– éléments finis plus riches en pression (Trio U) ;

– décomposition de Helmholtz explicite du terme source : f = ∇φ + rot ψ
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Éléments finis Trio U 2D

◦ u P
nc
1

× p P0

– Stable pour Stokes ;

– Ordre 2 en u, 1 en p ;

– ∇· u = 0 en presque tout point et

globalement. Mode“parasite”
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Éléments finis Trio U : historique

[Émonot, 1992] : méthodologie Volumes Éléments Finis (VEF) basé sur l’élément de Crouzeix-

Raviart P
nc
1 /P0 ;

[Clément, 1996] : écoulements océaniques, éléments P
nc
1 /P

+
1 et P

nc
1 /P1 (2D) ;

[Bernardi and Hecht, 2000] : analyse numérique du P
nc
1 /P

+
1 (2D, 3D) ;

[Benhamadouche and Laurence, 2002] : conservation de l’énergie cinétique, utilisation du

P
nc
1 /P

+
1 (2D, 3D) ;

[Heib, 2003] : analyse numérique du P
nc
1 /P0 + P1 (2D, 3D), superconvergence en 2D ;

[Fortin, 2006] : analyse numérique du P
nc
1 /P0 + P1 + PA (3D), superconvergence en 3D.
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Éléments finis Trio U 2D : convergence

{

−ν∆u = −∇p + f

∇· u = 0

avec f =∇F (x, y) =∇
{

(x + 1.23y)4
}

P
+
1 /P1 P

nc
1 /P0 P

nc
1 /P0 + P1

n ‖uh‖ ‖ph − p‖ ‖uh‖ ‖ph − p‖ ‖uh‖ ‖ph − p‖
8 4.0×10−4 4.8×10−2 2.7×10−2 6.5×10−1 1.3×10−5 3.6×10−2

16 4.9×10−5 1.2×10−2 7.4×10−3 3.1×10−1 7.7×10−7 8.8×10−3

32 6.8×10−6 3.1×10−3 2.0×10−3 1.5×10−1 5.9×10−8 2.2×10−3

ordre 3 2 2 1 4 2
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Éléments finis Trio U 3D

– P
nc
1 /P0 + P1 non super-convergent en 3D ;

– ajout de la pression aux arêtes P
nc
1 /P0 + P1 + PA ≈ P

nc
1 /P0 + P2 ;

– P
nc
1 /P0 + P1 + PA a nsommets pressions en trop ⇒ élimination de nsommets arêtes ;

– P
nc
1 /P0 + PA ok en vitesse, pas de convergence en pression ;

– stabilité (conditionnelle) montrée dans [Fortin, 2006].
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Éléments finis Trio U 3D : convergence

{

−ν∆u = −∇p + f

∇· u = 0

avec f =∇F (x, y, z) =∇
{

(x + 1.23y − 0.89z)4
}

P
nc
1 /P0 P

nc
1 /P0 + P1 P

nc
1 /P0 + P1 + PA

n ‖uh‖ ‖ph − p‖ t ‖uh‖ ‖ph − p‖ t ‖uh‖ ‖ph − p‖ t
8 4.1×10−3 1.4×10−1 1 2.8×10−4 1.3×10−2 2 3.1×10−6 1.7×10−2 30

12 2.0×10−3 9.1×10−2 5 9.1×10−5 5.9×10−3 14 6.8×10−7 8.5×10−3 500

16 1.2×10−3 6.6×10−2 20 4.0×10−5 3.3×10−3 60 2.3×10−7 5.7×10−3 4000

ordre 2 1 3 2 4 2
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Éléments finis Trio U : bilan

Avantages Inconvénients

– P
nc
1 /P0 + P1(+PA) : précision, super-

convergence ;

– ∇· u = 0 en presque tout point et glo-

balement ;

– stable pour Stokes et Darcy (2D, 3D ?) ;

– P
nc
1 Matrice masse diagonale (2D sauf axi-

symétrique) ;

– P
nc
1 : maillage pas trop déformé ;

– P
nc
1 : pas stable pour Stokes en formula-

tion tenseur des contraintes :
{

−∇·µ
(

∇u + ∇
tu

)

= −∇p + f

∇· u = 0

– coût (surtout PA) ;

– gestion des coins.
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Décomposition de Helmholtz : méthode

Équivalence continue :

{

−ν∆u = −∇p + f

∇· u = 0
⇐⇒

➀ f = ∇φ + rot ψ

➁

{

−ν∆v = −∇p2 + (f −∇φ)
∇· v = 0

(u, p) = (v, p2 + φ)

Calcul de φ :

∆φ = div f (approche moindres carrés)

Remarque : le choix de l’espace pour φ n’est pas contraint par la condition inf-sup de ➁.
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Décomposition de Helmholtz : convergence 3D

➀ ∆φ = div f avec f =∇F (x, y, z) =∇
{

(x + 1.23y − 0.89z)4
}

➁

{

−ν∆v = −∇p2 + (f −∇φ)
∇· v = 0

➀ ➁ ➀ ➁

P
nc
1 /P0 + P1 + PA P2 P

nc
1 /P0 P2 P

+
1 /P1

n ‖uh‖ ‖ph − p‖ t ‖uh‖ ‖ph − p‖ t ‖uh‖ ‖ph − p‖ t
8 3.1×10−6 1.7×10−2 30 2.6×10−5 9.0×10−4 1 3.3×10−6 1.0×10−3 1

12 6.8×10−7 8.5×10−3 500 5.7×10−6 2.7×10−4 6 7.3×10−7 3.1×10−4 7

16 2.3×10−7 5.7×10−3 4000 1.9×10−6 1.1×10−4 24 2.5×10−7 1.3×10−4 25

ordre 4 2 4 3 4 3
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Décomposition de Helmholtz : bilan

Avantages Inconvénients

– précision en pression (ordre 3 avec P2

pour φ) ;

– découplage : liberté de choix sur les élé-

ments finis pour φ et (u, p) ;

– gain en temps calcul ;

– gestion des coins.

– résolution d’un Laplacien en plus ;

– post-traitement de la pression ;

– découplage ⇒ pas de prise en compte

équilibre terme implicite–pression :
{

(∇u)·u − ν∆u = −∇p
∇· u = 0
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Éléments quadrangulaires 2D

Problèmes des coins pour l’élément P
nc
1 /P0 + P1 :

– [Bernardi and Hecht, 2000] : au plus une arête sur le bord en 2D, au plus 2 faces sur le bord en

3D ;

– mot-clé VerifierCoin dans Trio U.
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Éléments quadrangulaires 2D : exemple

En éléments finis, lorsque les quadrangles sont déformés, perte de bonnes propriétés : supercon-

vergence, ∇· u = 0 en presque tout point, matrice de masse diagonale. . .
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Éléments finis de Trio U Transparent 17

Conclusion

1. État des lieux ;

2. Décomposition de Helmholtz-Hodge pour les vitesses parasites ;

3. Problématique des coins pour le P
nc
1 /P0 + P1 et extension aux quadrangles ;

Perspectives :

– applications réalistes ;

– Darcy-Stokes 3D ;

– Décomposition de Helmholtz“riche” : f = ∇φ + rot ψ ;

– extension du P
nc
1 /P0 + P1 aux prismes et hexaèdres ;

– extension du P
nc
1 /P0 + P1 + PA aux prismes et hexaèdres ;

– existe-t-il un autre EF 3D différent du P
nc
1 /P0 + P1 + PA ayant des propriétés similaires ?

– instabilité du P
nc
1 pour l’opérateur −∇·µ

(

∇u + ∇
tu

)

(pistes explorées dans [Fortin, 2006]).
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