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La transformée de Fresnel généralisée est étendue afin de prendre en compte l’astigmatisme induit 
par des éléments optiques en holographie numérique en ligne. Une réponse impulsionnelle et une 
fonction de transfert généralisées, ainsi que des conditions d’échantillonnage ad hoc, permettent 
une implémentation rigoureuse de cette transformation. Il est également proposé de localiser le jet 
photonique produit par chaque goutte pour accroitre de manière notable la précision sur la position 
axiale des gouttes. L'applicabilité de ces différents développements théoriques et numériques est 
démontrée expérimentalement sur un écoulement de gouttes en conduite cylindrique, en obtenant 
avec une bonne précision leurs positions 3D et leurs tailles. 

1 Introduction 
L’Holographie Numérique (HN) en ligne est une technique de référence pour la caractérisation des 
écoulements multiphasiques en permettant la mesure simultanée de la position dans l’espace et de 
la taille des particules dans la phase dispersée [1-7]. Cependant, cette technique optique souffre 
encore de certaines limitations, l’une des plus critiques étant la prise en compte de l’astigmatisme 
[8]. Cet astigmatisme, pouvant être généré par certains éléments optiques, induit une courbure des 
fronts d'onde du faisceau incident et des ondes diffusées qui rend inutilisable les outils 
classiquement utilisés en HN. En effet ces outils, comme par exemple la propagation via la fonction 
de transfert de Fresnel (ou sa réponse impulsionnelle [9]) supposent un milieu homogène et des 
noyaux de propagation symétriques. Étant donné qu'un grand nombre de procédés industriels ou 
d’expériences en laboratoire de génie chimique sont effectués dans des réacteurs cylindriques, 
traiter de l’astigmatisme en HN en ligne est important. Dans la littérature, deux méthodes sont 
souvent utilisées pour répondre à cette problématique. La première, introduite par Collins et al. [10], 
est une généralisation de l’intégrale de diffraction scalaire pour des systèmes optiques pouvant être 
décrits par des matrices de transfert dans le cadre de l’approximation paraxiale. La formulation de 
Collins, qui permet d’exprimer la distribution des amplitudes complexes du champ après propagation 
dans un système optique, peut être exprimée analytiquement (Verrier et al. [11]) soit via une fonction 
de transfert de Fresnel généralisée [12]. La deuxième méthode, introduite par Ozaktas et al. [13], 
repose sur les propriétés de la transformée de Fourier fractionnaire. Dans ce cadre théorique [13], 
tous les systèmes optiques à phase quadratique peuvent être modélisés par une transformée de 
Fourier fractionnaire magnifiée par une courbure de phase qui leur est spécifique [14]. 
Dans cette communication, nous proposons un modèle général pour la simulation directe et inverse 
des hologrammes dans les systèmes optiques astigmates. La propagation de la lumière est simulée 
en utilisant une fonction de transfert de Fresnel généralisée qui est préférée à la transformée de 
Fourier fractionnaire [15] parce que moins couteuse en temps de calcul. En outre, cette méthode 
permet de répondre à certaines limites de la solution analytique [11], où la propagation associée à 
chaque particule doit être considérée séparément et qui exige la mise en place d'une décomposition 
spécifique pour chaque forme de particule considérée [8, 16, 17]. 
Cet article est divisé en cinq parties. Apres cette brève introduction, la mise en œuvre de la 
transformé de Fresnel généralisée pour la simulation directe d'hologrammes est décrite dans la 
section 2. La méthode de détermination des paramètres caractéristiques des particules est détaillée 
dans la section 3. La robustesse de cette méthode a été testée sur un dispositif expérimental, les 
résultats obtenus sont présentés dans la section 4. Enfin, la section 5 propose une conclusion à ces 
travaux. 
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2 Modèle direct pour la simulation d’hologrammes dans des systèmes 
optiques astigmates 

2.1 La Transformée d’Huygens-Fresnel Généralisée (THFG) 
En espace libre (milieu continu uniforme), l’intégrale de Rayleigh-Sommerfeld décrit l’amplitude  zU
d’une onde plane non polarisée de longueur d’onde λ  et de vecteur d’onde π λ= 2k  qui se 
propage selon l’axe  z  [9]. Dans des systèmes optiques astigmates, l’amplitude zU  peut être 
exprimée par la formule de Collins [10, 12] : 

( ) ( ) ( ) π π
λ λλ

 − + − +
=        R

∬
2

2 22 2 22, , y yx x
z

x yx y

A v yv D yexp ikz A u xu D xU x y U u v exp i exp i dudv
B Bi B B

(1) 

avec ( ),U u v la distribution d’amplitude complexe du faisceau incident et i  l'unité imaginaire. Les 
coefficients ,  ,  , x x x xA B C D  et ,  ,  , y yy yA B C D  sont les éléments de la matrice de transfert dans les 
directions correspondantes (indice x ou y ). 

L’Eq. (1) est une généralisation de l’intégrale de diffraction scalaire pour un système optique 
représenté par une matrice ABCD  dans l'approximation paraxiale. Dans le cas d’un milieu 
introduisant de l’astigmatisme, le noyau du propagateur est asymétrique puisque les propriétés 
optiques sont différentes selon les axes x et y  perpendiculaires à l'axe de propagation z. Le 
formalisme matriciel est dans ce cas particulièrement pertinent puisque deux matrices spécifiques, 
une pour chaque axe, peuvent être utilisées. 
Une configuration expérimentale classique d’HN en ligne et en géométrie astigmate est représentée 
sur la Figure 1. Ce dispositif peut être divisé en deux zones selon la direction de propagation z: la 
zone n°1 entre la source et la particule, et la zone n°2 entre la particule et le plan d’observation. Ces 
deux régions peuvent chacune contenir une ou plusieurs interfaces courbes. La dimension latérale 
caractéristique du plan d'observation est notée L. Chaque particule est caractérisée par son 
diamètre D , un indice de réfraction relatif n , et une position ( ), ,p p px y z . En conséquence, l'intensité 
du champ électromagnétique diffracté par chaque particule sur le plan d'observation peut être 
calculée en trois étapes: (i) propagation de l'onde incidente dans la zone n°1 en utilisant l'Eq. (1) ; 
(ii) multiplication du champ, à la position de la particule, par la fonction de transfert T  de la particule ; 
(iii) propagation du champ résultant dans la zone n°2 en utilisant l'Eq. (1). 

 
Figure 1 : Représentation d’un système holographique astigmate du point de vue de la 

propagation. 
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Comme en espace libre, il est plus pratique du point de vue numérique de réécrire l’Eq. (1) comme 
un produit de convolution. Après quelques calculs et en utilisant le théorème dit de « mise à 
l’échelle » proposé par Palma et al [12], l’Eq (1) devient : 

( ) ( ) ( ) ( )( )
22

, , * , ,yx
z

x y x yx y x y

C yexp ikz C x x yU x y exp i exp i U u v h u v
A A A Ai A A B B

π π
λ λλ

    
=              

  (2) 

Avec ( ) ( )( ) ( )( )2 2, / /x x y yh u v exp i u A B exp i v A Bπ λ π λ=  la réponse impulsionnelle généralisée et * 

l’opérateur produit de convolution. A noter que plusieurs changements doivent être réalisés avant 
d’appliquer ce produit de convolution : les coefficients des matrices sont remplacés par 

( )2 2
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )  x y x y x y x y x y x yB B A et C C A= =  dans le propagateur h  et le changement de variables 

( ),x yx A y A  est réalisé par une simple interpolation linéaire. 

On peut alors introduire la Transformée de Fourier (TF) de la réponse impulsionnelle généralisée 
( )H TF h=  et sa fonction de transfert de Fresnel généralisée ( ),x yH ϑ ϑ  : 

( ) ( ) ( )( )2 2,x y x x x y y y
x y

exp ikz
H exp i A B A B

A A
ϑ ϑ π ϑ ϑ= − +   (3) 

Avec ( ) ( ),x x x y y yu A B u A Bϑ λ ϑ λ= =  les fréquences spatiales selon x  et y  respectivement. 
Finalement, le produit de convolution dans l’Eq. (3) peut être calculé par des TF successives : 

( ) ( )( )1* FTU h FT U FT h−=    (4) 

Pour échantillonner correctement la phase quadratique de la réponse impulsionnelle généralisée 
( ) ( ) ( )2 2, / /x x y yu v u A B v A Bϕ π λ π λ= +  (i.e. ( ) ( )( ), exp ,h u v i u vϕ= ), il faut bien évidement 

respecter le théorème de Shannon. Pour un pas d’échantillonnage uniforme ,x yd d  dans le plan 
d’observation, les conditions d’échantillonnage sont les suivantes : 

;   pour h
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d Ld LA B A B

d Ld LA B A B

λ λ

λ λ
≤

≥

≤

≥
    (5) 

Dans ce qui suit cette nouvelle approche est nommée « Transformé d’Huygens-Fresnel 
Généralisé » (THFG). Elle permet de simuler les hologrammes de particules de forme arbitraire avec 
un temps de calcul faible (de l’ordre de la dizaine de millisecondes sur un ordinateur de bureau). De 
la même manière, cette transformée permet de restituer (rétro-propager) les hologrammes selon 
des plans successifs le long de l’axe optique z . 

2.2 Description de la particule  
Dans le cadre de la diffraction scalaire, l'interaction des particules avec le champ incident est 
caractérisée par une fonction de transmission, notéeT , qui s’applique uniquement à la position de 
la particule. Le modèle classique du Disque Opaque (DO) ne convient pas pour la modélisation de 
la fonction de transmission de grosses particules transparentes. En effet, en raison de la réfraction 
simple (rayons d’ordre = 1p  dans la terminologie de Van de Hulst [18, 19]), ces particules réfractent 
une quantité non négligeable de lumière vers l’avant. Ces rayons réfractés interfèrent avec le champ 
diffracté [20]. Ces effets peuvent être modélisés simplement en introduisant une lentille sphérique 
de rayon ≤ 2lr D  et de distance focale effective ( )( )= −/ 4 1f nD n  au centre du disque opaque [21]. 
Sa distance focale effective dépend à la fois de l'indice de réfraction n  et du diamètre D  de la 
particule, alors que son rayon est conditionné par l'échantillonnage de son terme de phase (voir réf. 
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[21] pour plus de détails). Ainsi, avec ce modèle de Disque Opaque avec Phase (DOP), la fonction 
de transmission de la particule s’exprime par : 

( ) ( ) ( )
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2 2
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2
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3 Estimation numérique des paramètres des particules 
Parmi les approches existantes pour déterminer les caractéristiques des particules à partir d’un 
hologramme, deux classes principales se distinguent. La première est basée sur des méthodes 
d'ajustement qui comparent le champ reconstruit avec des données numériques générées par 
différents modèles directs [8, 22]. La deuxième classe est basée sur des méthodes de focalisation 
d'hologramme. Concrètement l'hologramme enregistré est reconstitué selon différents plans z. La 
position z occupée par la particule à l’origine de l’hologramme enregistré est déterminée à l’aide d'un 
indicateur de focalisation. En espace libre (ou pour des systèmes non-astigmates), les indicateurs 
de focalisation les plus efficaces sont basés sur l'analyse de la partie imaginaire [4, 23] ou de la 
partie réelle [24] du champ reconstruit. 
Dans cette étude, la première approche qui a été employée pour estimer les caractéristiques des 
particules consiste à comparer, au sens des moindres carrés, un hologramme enregistré par un 
capteur CCD et des hologrammes simulés avec la THFG. La différence majeure avec une résolution 
en espace libre réside dans le fait que le nombre d’inconnues est plus important. En effet, du fait de 
l’astigmatisme, le centre de l’hologramme diffère de celui de la particule. Cette méthode permet 
d’obtenir le diamètre D et les coordonnées x et y avec précision (moins de 4% d’écart avec les 
valeurs attendues). Cependant, la précision du positionnement des particules sur l’axe optique z 
reste insuffisante. 
Pour améliorer la détermination de cette position axiale, une méthode s’appuyant sur l’analyse du 
jet photonique (tache de focalisation) généré par l’interaction entre le faisceau de lumière cohérente 
et la particule sphérique transparente a été développée. Le principe physique de cette méthode est 
illustrée sur la Figure 2 qui présente différents calculs de l'intensité du champ électromagnétique 
externe pour  une particule de 1mm de diamètre dans l'air, avec un indice de réfraction relatif de 
m=1,08 pour λ =0.6328μm. Le calcul direct de l'intensité du champ proche avec la Théorie de 
Lorenz-Mie (TLM) est donné sur la Figure 2 (a). Les reconstructions du champ proche obtenu avec 
la THFG sont illustrées lorsque le modèle de disque opaque et la THFG sont couplés pour simuler 
l'hologramme (b), lorsque le TLM est utilisée pour le calcul de l'hologramme sur le plan d'observation 
(c) et lorsque le modèle de DOP et la THFG sont employés (d). La restitution à partir d’un 
hologramme expérimental est également présentée (e). 
Nous observons que la reconstruction de l'hologramme ne permet pas de restituer  tous les détails 
du champ proche calculé par la TLM. Néanmoins la position du maximum d’intensité de la région de 
focalisation obtenue avec le modèle DOP est très proche de celle prédite par la TLM. La méthode 
proposée ici peut donc se résumer de la manière suivante : de la mesure du diamètre D (déterminé 
ici via la méthode des moindres carrées présentée plus haut) et de la position maxz  de la tache de 
focalisation, on peut raffiner l’estimation de la position axiale de la particule via l’équation :  

= −maxpz z aD    (7) 

Selon le modèle DOP (Eq. (6)), la constante a  ne dépend que de l’indice de réfraction de la particule 
( )( )≡ −4 1a n n . 
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Pour déterminer efficacement la position maxz , l’hologramme enregistré est restitué avec la THFG 
selon différents plans le long de l’axe optique. Pour chaque plan de restitution, un indicateur est 
calculé afin de déterminer le plan optimal de focalisation maxz . Pour ce faire, plusieurs indicateurs de 
focalisation ont été testés.  De cette étude numérique, il est ressorti que la variance du Tenengrad 
(notée Teng [25]) semble offrir le meilleur compromis entre temps de calcul et précision. 

 
Figure 2 : Intensité du champ proche électromagnétique - (a) calcul direct avec la TLM; 

Reconstructions avec la THFG lorsque l'hologramme est : (b) généré avec le modèle DO ; (c) 
généré avec la TLM ; (d) généré avec le modèle DOP; et (e) enregistré expérimentalement 
(seulement une propagation inverse). Le cercle blanc délimite les contours de la particule. 

4 Validation expérimentale 

4.1 Montage expérimental 
La pertinence des différentes méthodes proposées a été évaluée sur le montage expérimental 
représenté sur la Figure 3. La source lumineuse du système holographique est un laser hélium-néon 
(30mW, 632,8nmλ =  ) continu et non polarisé injecté dans une fibre. La sortie de la fibre optique 
est collimatée en un faisceau de diamètre 50 mm (représentée en rouge sur la Figure 3 (a)), 
présentant un front d'onde plan sur l'entrée de la colonne d'essai. Cette colonne, représentée Figure 
3 (b), se compose d'un réservoir rectangulaire rempli d'eau déminéralisée encapsulant une cellule 
cylindrique en verre de qualité optique. Des gouttes de diamètre bien contrôlé (allant de 0,5 à 2,8mm), 
sont générées au fond de la cellule cylindrique à l'aide d'un réseau de sept aiguilles 
chromatographiques [21]. Les gouttes sont composées de Tétra Propylène Hydrogéné (TPH), un 
liquide transparent (d’indice relatif dans l’eau 1,08m =  ), non miscible dans l'eau. Ce liquide est 
utilisé dans l'industrie nucléaire pour le recyclage de combustible nucléaire [23]. La lumière diffusée 
vers l'avant par les gouttes est enregistrée par une caméra CMOS (Camera 2 sur la Figure 3 (a)). 
Le capteur a une dynamique de 12 bits et une résolution de 1024×1024 pixels, chaque pixels carrés 
mesurant 17μm de côté. 
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Un système d’ombroscopie est positionné perpendiculairement à, et synchronisé avec, le système 
holographique (voir la Figure 3(a)). L'ombroscopie permet d’observer les gouttes dans le plan yOz, 
fournissant une seconde estimation de leur diamètre et leurs coordonnées dans ce plan. Ce système 
se compose essentiellement d'une source de lumière incohérente (faisceau lumineux en jaune), 
d’une lentille bi-télécentrique (grossissement × 0,275) et d’une caméra CMOS (Caméra 1) identique 
à la précédente. Les images ombroscopiques sont traitées avec un algorithme de Hough classique 
[26]. 

 
Figure 3 : Schémas (a) du dispositif expérimental et (b) de la colonne d'essai. Les gouttelettes sont 
générées au fond de la cellule cylindrique en verre. Celle-ci, remplie d'eau, est contenue dans une 

cuve rectangulaire. 

Un hologramme expérimental et son profil en intensité selon x sont présentés sur la Figure 4 pour 
une goutte de 1 mm de diamètre. L'hologramme correspondant, simulé avec la THFG, est également 
donné à titre de comparaison (Figure 4). Ce dernier reproduit parfaitement le profil de l’hologramme 
expérimental en termes de structure basse fréquence. Cependant, de petites différences sont 
observées. Celles-ci sont liées au faible rapport signal-sur-bruit des séquences enregistrées (bruit 
électronique, particules de poussière dans la phase continue…) qui est de l’ordre de 23 dB pour une 
séquence de 900 images.  
Une illustration de la performance globale de la méthode est donnée Figure 5 (a). Cette dernière 
montre une population polydisperse de gouttes restituée à partir d’un hologramme expérimental type. 
Le diamètre D et les coordonnées px  et py  de chaque goutte sont déterminés avec la méthode des 
moindres carrés alors que la coordonnée pz  est obtenue, grâce à la localisation du maxima du jet 
photonique avec l’indicateur Teng. L'image ombroscopique correspondante est donnée Figure 5 (b) 
pour comparaison. L'accord est remarquablement bon. Une seule goutte est manquante dans la 
reconstruction holographique, tout simplement parce que cette dernière n’est pas dans le champ de 
vision du système holographique. 

 
Figure 4 : Comparaison des hologrammes obtenus (i) expérimentalement et (ii) par simulation 

avec la THFG pour une goutte millimétrique de TPH dans de l’eau. 
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Figure 5 : (a) Reconstruction d’un volume de goutte polydisperse de TPH et (b) comparaison avec 

l’ombroscopie dans le plan yOz. 

5 Conclusion 
Ce travail propose des solutions pour la caractérisation par holographie numérique en ligne des 
écoulements diphasiques dans des cellules ou conduites astigmates. Pour ce faire, plusieurs outils 
mathématiques ont été développés et validés. A partir des travaux de Collins, la THFG ainsi que les 
conditions d'échantillonnage associées ont été dérivées pour calculer la propagation directe et 
inverse du champ électromagnétique diffusé par les particules dans des systèmes optiques 
astigmates. Formulée sous la forme d’un produit de convolution, la THFG fournit exactement les 
mêmes résultats que ceux de la littérature (notamment le modèle analytique), tout en étant plus 
polyvalente. Elle s’applique notamment directement à toute forme de particule. Les résultats 
expérimentaux ont prouvés que, combinée avec le modèle DOP, une méthode des moindres carrés 
permet d’obtenir le diamètre et la position 3D des gouttes avec une bonne précision dans une cellule 
(ou conduite) cylindrique, une configuration optique difficile, très fréquemment rencontrées dans les 
laboratoires et l’industrie. Une méthode couplant la THFG et la variance du Tenengrad a été mise 
en place afin d'améliorer la détermination de la position des gouttes sur l'axe optique. 
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