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ELEMENTS FINIS H(rot) ex VOLUME gr H(div) ex SURFACE.
LE CODE FuMker.

SEBASTIEN CAMBON ET PATRICK LACOSTE !

Résumé. On présente ici une nouvelle formulation des équations de Maxwell en volume et équations
intégrales couplées, en régime harmonique, approchées par éléments finis, pour des domaines a symétrie
de révolution (azisymétrie).

En utilisant la décomposition en série de Fourier, on définit des espaces de Sobolev avec poids comme
espace des solutions. On propose des éléments finis que I'on batit a partir des éléments finis Lagrange
et d’éléments finis mixtes, aussi bien pour I’approximation dans un plan méridien de I'ouvert que pour
I’équation intégrale linéique. En conséquence il n’y pas de nécessité d’introduire des fonctions spéciales.
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1. INTRODUCTION

Il existe plusieurs manieres d’aborder le probléme de la diffraction d’ondes électromagnétiques par des objets

axisymétriques inhomogenes. Depuis les travaux pionniers de Morgan et Mei [30], repris, développés et améliorés
dans les codes SHF [2], [35], jusqu’a ceux de Dunn & al. [14], de nombreuses formules ont été proposées. Il
s’agit dans toutes ces méthodes de traduire deux formulations variationnelles: 1'une portant sur les inconnues de
type champ, intérieur au domaine diffracté, ’autre portant sur la frontiere de couplage, simulant I’espace infini
homogene et a inconnues de type courants électrique et magnétique. Toutes ces formulations ont néanmoins
linconvénient de ne considérer que des éléments finis de type lagrange (ou nodaux).
On a voulu dans ce travail revenir & une formulation plus naturelle, au sens ou les inconnues du probléme
coincident avec la nature mathématique (physique) des opérateurs de Maxwell. Les inconnues sont de type
champ et traces tangentielles de champ, de telle sorte que cela exige une prise en compte du champ complet: le
champ électrique a trois composantes et des courants surfaciques. Le résultat en est la proposition d’éléments
finis mixtes de type Nédélec, ou Raviart-Thomas [34], [31], avec la possibilité de réaliser des montées en ordre.
Le but est bien siir de traiter des géométries qui nécessitent ’utilisation de mailles triangles dont les tailles des
cOtés deviennent petites, a cause:

e des matériaux a faible épaisseurs et des contrastes d’indices électriques,
e de l'utilisation de la gamme des hautes fréquences.

Ce texte expose donc la formulation mathématique du probleme couplé, non borné, des équations de Maxwell
en volume et des équations de Maxwell en surface, pour résoudre le probleme de la diffraction d’ondes planes
par un objet borné. 1l se place dans la géométrie particuliere des objets a symétrie de révolution pour laquelle
de nombreux notations et calculs sont exposés. La décomposition en séries de Fourier ramene le probleme
global, apres troncature, a une somme finie de problémes posés dans le plan R,... Ce texte utilise les travaux
antérieurs de Gay et Haugazeau [18], [19], [20], [24], la theése [23] et pour de nombreux points, en particulier
certains aspects de l'intégration numérique, la these [15].
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2. LES EQUATIONS DE MAXWELL DANS UN DOMAINE BORNE

On considere les équations de Maxwell dans un domaine ouvert borné O de R3, possédant une frontiere
reguliere JO et supposé tout au long du texte, axisymétrique, i.e. avec une symétrie de révolution. Soit € et
u, des constantes positives, qui sont les propriétés électriques du domaine O. On suppose que le probleme a
une dépendance harmonique du temps comme exp(—iwt). Si (z,y,2) € O relativement & une base (e, ey, €, ),
on écrit indifféremment le champ électrique complexe E = (E,, By, E.), ou E(z,y, z), et le flux magnétique

B = (Bg, By, B.), ou B(z,y,z). On utilise 'opérateur rotationel , noté rot aussi bien dans R? que dans R? et

OF oFE, OF OE, OF OF
Afini 3 . _ z y r z y Ty
définie dans R? par: rotE = ( oy 92’ 82 97 Om ay )

Le probléme est alors de déterminer le champ électromagnétique (F, B) solution de:

—w?eE + rot(p~trotE) = iwJ dans O

—iwB + rotE = 0 dans O

divB = 0 dans O (1)
dive E = 0 dans O

E 7 =0 sur 00

oit T est le vecteur unitaire sortant & 9O et on la densité de courant J est donné dans (L?(0))? - espaces
des fonctions de carré sommable - et vérifie les conditions de compatibilité divJ = 0. Si on utilise 1’espace
fonctionnel classique,

H(rot,0) = {E,/ |Ededydz < oo;/ |rot E|*dedydz < oo},
0 o
Hy(rot,0) = {E € H(rot,0), Ex7|s0 = 0},
H(div°,0) = {B,/ |B|?dzdydz < oo;divB = 0}.
o

Il est bien connu que le probleme (1) a une et une seule solution (E, B) € Hy(rot, O)x H(div", O), deés lors que
ew? n’est pas une valeur propre de 'operateur rotu~'rot du probléme intérieur dans O (voir [13]). On s’intéresse
a la discrétisation et a I’approximation de ce systeme d’équations pour tirer avantage du cas particulier de la
géométrie axisymétrique. Pour cela on prend comme probléme modele: pour J, fonction donnée de (L?(0))3,
trouwver E € Hy(rot,0), solution de

~w?eE + rot(p~rotE) = iwJ in O
2)
E 7 =0 on d0

pour cela, une formulation variationnelle est: trouver E € Hy(rot,O), solution de
—wz/ eE. . Fdxdydz —|—/ wtrotE.rotF dedydz = iw/ J.F dxdydz, (3)
o o o

VF € Hy(rot,O).
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3. LES EQUATIONS DE MAXWELL EN COORDONNEES CYLINDRIQUES

3.1. Passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées cylindriques

Soit S le cercle unité dans R? : Ty = [0, 27[—S; défini par § — (cos 6, sin 6).
On définit Q C R? comme le méridien de O, et appelé axisymétrique, (c’est-a-dire une section de Ri engendrant
O) et on pose: O' =Q x Ty et T tel que 90" =T x T1 U (2 x {0}) U (© x {27}), comme indiqué en figure 1.
A chaque champ E défini dans O, on peut associer une fonction

FIGURE 1
up(r, 0,z
u(r,0,2) = | up(r,0,2) | défini dans O’ relativement & une base orthonormalisée (€, €5, €, ), de telle sorte que:
uy(r,0,2)
E.(r,0,2) cosf —sinf 0 up(r,0,2)
E,(r,0,z) | = | sinf cosf 0 ug(r,0,z) (4)
E.(r,0,z) 0 0 1 u,(r, 0, 2)

On rappelle que cela entraine la relation suivante:

cosf —sinf 0
rotE = | sinf cosf 0 | rot,.u,
0 0 1

si rot, désigne I'opérateur rotationnel en coordonnées cylindriques:

r l(ﬁuz B a(rue)) )
r- 00 0z
Uy
rot, | ug | = Ou, — O . (5)
u, 0z or
l(a(rug) B 8uT)
L r> Or a0 "
Jr(r,0,2)
Alors si on se donne des seconds membres j(r,0,z) = | jo(r,0,2z) |, correspondant & J par équation (4), le
Ja(r,0,2)

probleme modele devient le suivant:
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pour j, vecteur donné dans O, trouver u solution de

1 0ug 10%uy 1 0%u, O%*u, O%u,

J— 2 — — _— —_— — —_— f— ) )
WMt S T rager 2 oer 92 oror M
26 4 } 82u2 (9%1,9 32’&9 4 182% 1% . . (6)
WERYe T 5002 922 or ' rorod  r oe | “HIe

e+ lﬁur B lﬁuz 3 i82uz n lague n 0%u, B 0%u, —iowi
pte T 2 Oz r Or 1?2 902 r000z  Irdz  Or2 1=

et vérifiant une condition de Dirichlet homogene sur I X T} et les conditions périodiques ujp—g = u|g—2, dans
Q). La formulation variationnelle associée est alors:

—w25,u/ UV rdrdzdé’—i—/ rot,u.rot,v rdrdzdf :iwu/ jwrdrdzdf. (7)
’ ’ O/

3.2. Décomposition en séries de Fourier du champ électromagnétique en dimension 3

Pour un champ E donné dans H (rot,O), on décompose classiquement le champ inconnu u, donné par (4),
en série de Fourier, par rapport & la variable 6 [13]. Reprenant une idée de [18], si on observe que le rotationnel
d’un champ symétrique - par rapport au plan {r = 0} - est antisymétrique, (et réciproquement), on réécrit u
comme la somme de sa partie symétrique u® et de sa partie antisymétrique u®:

u(/r7 07 Z) = uS(T’ 9’ Z) + ua(','-7 6) Z) (8)
et on pose, omettant les variables:
u? u;”* cosmé
u'=1 0 |+ Z up'sinmf |, (9)
m>1
u? ul* cosmé
et:
0 u ™ sinmf
u = | ud | + Z uy ™ cosmb |, (10)
m>1
0 uy ™ sinmé

ou u,", ug', ', pour m € Z, sont des fonctions scalaires réelles des variables r et z. De la méme maniere le
rotationnel est écrit, comme la somme de ses parties symétriques:

0 —(@u;" + Oug ) sin mé
r z
ou? B oul
rotyu® = | 97 Or +mz>:1 (ag; - 8;; ) cos mf ; (11)
0 =
1, .. my , Oug'
I (;(ug + mut) + o ) sinm# |
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et le rotationnel de sa partie antisymétrique:

[ dug (ﬂu;m _ % ) cosmb
e r 0z
ou. ™  Ou;™
rot,u® = 0 + r 7% i . 12
mz>1 ( P o ) sinmé (12)
% 4 luo s
L or " 7] I (;(ue_’”—mu;m)+ 807“ ) cosmb ]

On définit et on utilise indifféremment la notation (.,.) pour produit scalaire de L? aussi bien pour E que pour
son équivalent u donné par (4), et on note

2m
(E,F) = / E.Fdxdydz = (u,v) = / uw.vrdrdzdf :/ / w.vrdrdzdf (13)
o 0 JQ

’

et on a alors:

27
(rotE,rotF) = (rot,u, rot,v) = / / rot,u.rot,v rdrdzdf (14)
0 JQ

A cause de Pannulation sur 'intervalle ]0,27[, des fonctions réelles: cosmf.cosm’6, sinmf.sinm’d, pour les
entiers m # m/, et cos mf. sinm’f, pour tous les entiers m, m/, on peut écrire les produits scalaires suivants:

27
(E,F) = (u,v) = Z/ / u™ ™ rdrdzdf,
0 JQ

neZ

27
(rotE,rotF) = (rot,u,rot,v) = Z/ / rot,u™.rot, 0" rdrdzdf
o Ja

meZ
Si on introduit la décomposition classique pour j:
_ gr(rz) |
g(r0,2) = " (r2)e™ = > | jirz) | e
meEZ mez | j0(r, z)

le probleme associé & (7) peut se décomposer en problémes indépendants pour chaque mode de Fourier, c¢’est-
a-dire pour chaque m € Z:

—w2€,u/ u™ ™ rdrdzdf —|—/ rot.u™.rot, 0™ rdrdzdf = iwu/ "™ rdrdzdf

’ ’

Si on supprime dans (7) le terme égal & 7 provenant de I'intégration en la variable , on déduit la formulation
variationnelle des équations de Maxwell pour le m-iéme terme de Fourier pour chaque m € Z:
Oup* 1 ov* 1
—wgs,u/ (w4 ugtogt +ultool) rdrdz + / (=% + —(uf* + mu™)) (=% + = (v§* +mo™)) rdrdz
Q qQ Or r or r

m

ou  oulr, ov  ovl m ., Oug' m . Ovg
+/Q( 0z or it 0z or )rdrdz Jr/Q(ruer 0z )(rvz + 0z

) rdrdz

= iw,u/ (Gl 4 gotoogt 4+ g2t oelt) rdrdz
Q
(15)
On appelle le probleme associé a (15) le probléme de Mazwell-Fourier pour le m-iéme mode.
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4. DEFINITIONS DE L’ESPACE DES SOLUTIONS

4.1. Définitions et rappels

On note D(), 'espace vectoriel de fonctions C°° & support compact dans 2, D’(Q) lespace des distributions
sur Q et L?(Q) l'espace de Hilbert des fonctions de carré intégrable sur 2 par rapport & la mesure de Lebesgue
drdz, pourvu de la norme:

| u|= (/Q u?(r, z) drdz)"/?

On définit 'espace de Sobolev avec poids des distributions sur €,[1]:
LY(Q) = {u € L*(Q), Vru € L*(Q)} (16)

avec la norme suivante:

= (/Q W2(r, 2) rdrdz) 2 (17)

Remarque 4.1. On écrit cette norme, selon le contexte: | u |1=| u |L§(Q):\ U |L% et si nécessaire:
| w [(z2())x=| u |(z2)x la norme vectorielle correspondante, pour k = 2 ou 3.

L2(Q) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire associé | |;. La continuité de la fonction r pour la
mesure rdrdz, entraine le:

Lemme 4.2. D(Q) est dense dans L3(Q2)) pour la norme | |;.

On utilise aussi 'espace:
L>(Q) = {u, drdz—mesurable avec | u |< C presque partout, C constante } avec la norme: | |o= inf{C, | u |<
C presque partout dans 2 }. On utilise aussi les espaces de Sobolev classiques suivants:

Définition 4.3. soit £ € N et o € R. On définit:
WE(Q) ={uecD(Q):r*D°u c L?(Q),| 3 |< k}

qui est un espace de Hilbert avec la norme:

| w HW(Q(Q)Z ( Z | r*Dy Hg(g))l/2
1BI<k

On a le résultat de densité suivant:

Lemme 4.4. Soit k € N,a € R, alors
(i) si k > 1, Uespace D(SY) des restrictions a 0 des fonctions de D(R2) est dense dans WE(Q), pour o < —1

ouk <o+ %
(it) si o+ 5 > 0,D(Q) est dense dans WEF()

Preuve. Voir [21] [22].

Théoréme 4.5. Soit k € N, k > 2, on a linclusion continue suivante:

Wi(Q) ¢ L*())
Preuve. Voir [29].

Si on définit P (), comme l'espace des polynomes en la variable (r,z), d’ordre inférieur ou égal & k, on a
un résultat analogue au cas classique, mais ici avec la mesure a poids rdrdz:
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Théoreme 4.6. soit k =2 or 3, et X un espace de Banach tel que l'on ait l’inclusion continue

soit IT un opérateur linéaire continu de Wlk/2(Q) dans X tel que:

(I —I)p = 0, pour tout p € Pr_1(Q),

alors il existe une constante C' > 0 telle que pour tout u € Wlk/Q(Q), on ait:

lu—1lu [x< Clu w9 -

Preuve. Voir [29].

4.2. Etude d’un espace de Sobolev a poids

On considere uniquement le probleme de Maxwell-Fourier pour le mode m = 1, puisqu’on déduira naturelle-
ment les propriétés des solutions pour les autre modes m > 1, et de la méme manieére pour les modes m < —1 et
m = 0. On considére un domaine axisymétrique 2, qui rencontre 'axe z {r = 0}, et dont la frontiere réguliére
est constituée de I'g, son intersection avec {r = 0} et par I dans le demi-plan {r > 0}, lui-méme avec une partie
dans {z = 21} et une partie dans {z = 23}, comme on le voit sur la figure 2.

On introduit maintenant certains espaces de Sobolev & poids qui fournissent le cadre fonctionnel adéquat a

V2

FIGURE 2

cette étude. On cherche des solutions de (15), avec m = 1, dans l’espace noté H(£2) ou H:

u, Oug Ou, Ou, u,+ug Oug

H(Q) = {(UT,UQ,UZ) € (L%(Q))Satel que (7 + gv E - Wv r + or ) € (Lf(Q))i)‘} (18)

On peut définir différemment I’espace des solutions. Pour cela on introduit:

Uy + Ug %
Ur r or Uy ]
= >
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Qu. _ duy
or 0z

desquels on déduit certaines relations comme: V(rug) = rU — Umer, ou rot(rU) = rotume, =

(V et rot considerés ici en coordonnées cartésiennes dans le plan rz). Alors on a aussi:
H(Q) = {(ur,up,uz) € (L3(Q))*},U € (L3(N))?, rotume, € LI(Q)}.
Remarque 4.7. Quand 'adhérence de I'ouvert € est strictement contenue dans Ri on a:
H(Q) = {(ur,up,u) € (L*(Q))*},ug € HY(Q), (u,,u.) € H(rot,Q)},
ou encore formellement (si on intervertit la premiere et la seconde composante de )
H(Q) = HY(Q) x H(rot, Q).

Cela signifie que dans le cas d’'un domaine axisymétrique, I’espace de Hilbert H se décompose en un produit
d’espaces de Sobolev classiques.

Remarque 4.8. On peut aussi imaginer de prendre comme inconnues principales: (U, ug) ou (U, ug,U.), et
travailler dans ’espace:

Hi(Q) = {(Ur,uo, Uz) € (LI(2))*, V(rug) € (LT(2))?, rot(rU) € LT ()}
Si on définit H{ relatif & H', comme L7 est relatif & L? et:
Hy(rot,, Q) = {(u,,u.) € (L)%, rot,(u,u.) € L3 (Q)},
On peut méme considérer ’espace de solutions suivant:
H1(Q) = {(Uy,up,U.) € (L3(Q))%,7up € H(Q),rU € Hy(rot,,Q)}.

Un tel changement d’inconnues, simplifie clairement les notations et transforme la forme bilinéaire du probleme
initial en:

fwzau/ (U.U" + ug.uy) rdrdz + / (rot(rU).rot(rU’) + V(rug).V(rugy)) rdrdz
Q Q

On utilise ce changement d’inconnues pour déterminer une base de fonctions pour ’approximation de H et une
forme linéaire d’interpolation. On munit H de la norme suivante:

[ 3=l ur [F+ [ug [T+ | us i (20)
ur +up  Oug o uy  Oug o Our  Ouy o
+1 r + or +1 r + 0z +1 0z ar

Il est clair que I'on a la

Proposition 4.9. H est un espace de Hilbert pour la norme || ||%-

4.3. Caractérisation des fonctions C? de H(rot) en géométrie axisymétrique

On établit dans ce paragraphe les conditions d’équivalence pour un C2-vecteur fonction d’appartenance a
lespace de Sobolev H(rot,O) et pour ses associées (4), d’appartenir a l'espace H en géométrie axisymétrique.
On étudie les modes non-zéro de Fourier. On donne d’abord la
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Définition 4.10. On note H™ () l'espace de Sobolev avec poids des solutions du probléme de Maxwell-Fourier
pour le mode m € Z, comme dans (18), I’espace suivant:

mu; | Qug Qup  Ouy mur tup | Oug
0z 0z 0z’ r or

H™(Q) = {(ur, ug, uz) € (LF())” tel ques( ) € (LI(Q)°}  (21)

On a alors la proposition suivante (voir la relation (8.11) de [15]):

Proposition 4.11. un champ E est dans H(rot,0) N (C%(0))? si et seulement si, pour tout m € Z*, u™ =
(W, uf’, ul) défini par (9),(10), est dans H™(Q) et vérifie de plus la propriété suivante:

(22)

4.4. Formule de Green

Pour caractériser H il nous faut employer une formule de Green. On note (n,,0,n.) la normale unitaire
sortante a la frontiere JO dans le plan {# = 0} du domaine ouvert initial O. On montre que pour u et
v € (D(Q))3>NH, on a la formule d’intégration par parties:

[ v Ov ] [ _us_Ouw ]
Uy r 0z r 0z
Uy
/ ug | . Ouvy — ov: rdrdz = / Ouy — Ous .| ve | rdrdz
Q 0z or Q 0z or v,
L Or r A L Or r J
Uy Ny | Uy
+ / (r| w | A| O |).| va | dT (23)
r Uy n. | v,

dans laquelle disparaissent les intégrales le long de 'y, & cause du poids r.

5. FORMULATION DES EQUATIONS DE MAXWELL EN VOLUME

On reprend ’écriture complete de la formulation variationnelle (15) des équations Maxwell pour le m-ieme
mode de Fourier, pour chaque m € Z, il s’agit du probleme suivant:

pour j™, fonction donnée de (L?(Q))3, trouver u™ € H(rot, (), solution, pour tout v'™ € H(rot,), de:

oug* 1 vy 1
—w2/ e (ut o +uptogt +ult ol rdrdz —|—/ ot (& + —(ug' + muT))(i + —(vp* +mv)) rdrdz
Q Q or r or T

ou™  ou™  ovm’ ov™” m oul*. m ol
—1 o z o z -1 m [ m 6
/Q/J ( 0z or ) 0z or Jrdrdz /Q'u ( r 0z A oz 0z Jrdrdz

= —iw / Gl + gatogt + 7wl rdrdz.
Q
(24)
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6. FORMULATION INTEGRALE DES EQUATIONS DE MAXWELL

6.1. Le probleme de la diffraction dans R?

On se place dans I'espace R? occupé par une structure O présentant une symétrie axiale, une axisymétrie. On
appelle Oy le complémentaire vide de O dans R®. On suppose que O est un domaine diélectrique inhomogene
sans conducteur. La prise en compte d’une partie conductrice ne constitue en rien une difficulté pour ce qui
suit. On ne traite pas par contre des conditions d’impédance de surface, ce cas sera regardé séparément. On
s'intéresse aux équations de Maxwell homogenes déduites de (1), posées dans R? = O UJO U O,y On suppose
que dans O les constantes électromagnétiques ¢, u, sont ”analytiques par morceaux et discontinues le long de
surfaces analytiques” [32], telles que: | € |< 400, | u |< +00. Soient €y et o les constantes positives, qui sont
les propriétés électriques du domaine O,,;. Dans la suite 7 est la normale sortante & O. Le probleme a une
dépendance harmonique du temps en exp(—iwt). La source est une onde incidente (E"¢, H"¢) qui satisfait les
équations de Maxwell homogene, dans tout ’espace, avec les coefficients électriques du vide. On pose probleme
de transmission suivant:

pour une fonction source donnée (E™¢, H"¢) dans R3, trouver le champ total (E*, H™*) € H(rot,R3), solution
de:

(i) rotE™ —jwpH™* =0  dans O,
(it) rotH™ +iweFE™ =0  dans O,
(i91) rotFE —iwugH =0 dans Oy,
(iv) rotH +iwegE =0 dans Oz,

(’U) Etot — Eginc + F dans Oewta

(vi) H'=H™ + H dans Oz, (25)
(vii) (W AE™),,, = (W AE"),,,  su O,
(viid) (7 A HYY) 0 = (7 A H'Y) sur 90,

(iz) conditions de rayonnement & 'infini, ou de Silver-Muller:

lim, o T(%—If —iwy/Eopo E) = lim, o0 r(%—lz —iwy/EooH) =0,

pour 1 = |(z,y, 2)| si (z,y,2) € R®.

C’est ce systeme qu’il s’agit de modéliser et d’approximer.

6.2. Représentation intégrale des solutions

On rappelle la définition de certains opérateurs différentiels sur une surface 90. Si IIgp est la projection sur
le plan tangent a 0O du vecteur J, c’est-a-dire le vecteur:

HaO J:iv

alors on peut énoncer la
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Définition 6.1. (opérateurs différentiels surfaciques) [8]. Si W et 1) = ¥ 50 sont des fonctions scalaires, on
définit I'opérateur Vo et I'opérateur rotgo dans R2, par:

Voo ¥ =1lpo V¥ 50

rotgo | = - ]_{)OtJ |80

et par dualité l'opérateur divyo et 'opérateur R—ot>30 dans R3, par:
(divoo f,v) = —(i, Voo ¥)

(Rotgo 1,j) = — (b, rotao )
| |

On rappelle le théoréme de représentation des champs [32] sous la forme intégrale de bord. Pour cela on pose
d’abord les notations suivantes: Feyy = E|o,,, €t Hext = H|o_,, et de méme Ej,y = E|p et Hiye = Hip. On ale

Théoréme 6.2. Soient E et H des solutions régulieres des équations de Mazwell, pour € et pu quelconques mais
identiques dans O et Oy, Suivante:

rotE —iwpH =0 dans O,
rotH + iweEE =0 dans O,
rotE —iwpuH =0 dans Oeyt, (26)

rotH +iweE =0 dans Oy,

condition de Silver-Muller vérifiée par le champ diffracté E et H.

On définit les sauts de traces tangentielles suivantes:

J = _(W /\Hint - ﬁ /\Hezt)|8Oa
(27)
M = (H> AEint — w /\Eext)k')O-

Si d’autre part pour k = w.\/en, ® désigne la solution élémentaire des ondes sortantes pour l’équation de
Helmhotz (opérateur A + w?ep 1d):

1 )
O(z) = ———ekllzl (28)
||zl

on a les formules ! de représentation suivantes: pour tout y € O U Ogpy,y & 0O:

B(w, y)J (@)dy () + wigvy /3 S(a)divoo T (2)dr(z) = o, /6 S ()

B() = iwn |

00

B(z, y)divoo M (x)dy(x) + rot, / B(z,y) T (x)dy(x)  (30)

H(y) = iwe /ao O (z,y) M (z)dy(z) + @Vy o

o0
u

P’indice = ou y sur V ou rot désigne la variable d’action de l'opérateur.
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Pour des champs E et H dans H(rot,0), les traces correspondantes J et M sont dans H~2(90). En fait,
I’espace naturel des courants est un sous-espace de H -3 (00) puisqu’on exige en outre I'appartenance de divgof

A H2(div,90)), dont la définition est la suivante:
H~3(div,00) = {j € TH~7(90), divgof € H™7(90)}

ott TH~2(90) est le dual de TH?(90) = {j = npE 90, E € (H'(0)*}.

En fait il est clair que pour 'utilisation d’éléments finis, on choisit en général d’approcher les domaines bornés par
des sous-domaines polyedriques, de telle sorte que ’on se place en fait dans des sous-espaces de H —z (div, 00)),
pour cela il faut se reporter & [21] et surtout [5].

Remarque 6.3. Avec les différentes propriétés des opérateurs de différentiation surfacique (voir [8]), on peut
aussi écrire ces formules sous la forme condensée de [12]. On a la formule suivante dans le volume:
divy((ngp H(2)) (2, y)) = iz - oty (H(2)®(2,y)) — (2, y)n; - rotH (z)
On déduit du théoreme de stokes et de la relation rotH = —iweE, la relation:
div/ N H (2)®(z,y)dy(z) = iws/ Mg - E(2)®(x,y)dy(v)
a0 a0
d’oli découle la relation:

T H @),y (@) + =9, [T B, y)dy )

1
- rotyroty/ nanH(2)®(z,y)dy(x) = iw,u/
e 20 a0

20
soit:

,.i rotymty/ na H(2)®(z, y)dy(x) :iw,u/ O(z,y)J(x)dy(z) + ivy/ O(x,y)diveoJ (z)dy(x)
we 90 90 we 90

et finalement, pour y ¢ 00:

E(y) = —iwp rotyrot, /80 O(z,y)J (z)dy(z) — roty /60 O(x,y) M (z)dy(x) (31)
H(y) = —iwe rotyrot, /80 O (z,y) M (x)dv(x) + rot, /80 O(x,y)J (z)dvy(x) (32)
[

On peut introduire les opérateurs suivant [32] qui permettent aussi de définir les opérateurs de Calderon [8]:

S J(y) = /3 ¥ (@)r(a) (33)

T30) =V, [ #(a.y) diveo(z) dr(a) (34)

RI@) =rot, [ ®(e.y) J@) dre) = [ (V,0(00)0T@) dofa) (35)
00 o0

D’oti expression de la représentation intégrale du champ, pour y ¢ 90:

Bly) = itop 81(y) + — TJ(y) = RM(y) (36)
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H(y) = iwe SM(y) + ;7 TM(y) + RJ(y) (37)

On s’intéresse maintenant a létablissement d’équations intégrales du probleme général (25). On va écrire
des équations intégrales pures pour le probleme extérieur et les formulations variationnelles associées pour la
solution de (25) dans Og,;. Pour le reste du probleéme, dans O, interviendra le couplage proprement dit et une
formulation variationnelle a la fois sur 9O et dans O, ouvert borné. On peut noter que, comme dans [32], il est
bien siir possible de traiter le probleme de Maxwell, posé dans R?, sous une forme purement intégrale. Pour
cela il faut exprimer des problemes de Maxwell intérieurs et extérieurs avec des fonctions de Green associées
a chaque sous-domaine (I’ouvert borné et son complémentaire). Pour notre part on écrit le probléme intérieur
sous une forme volumique mieux & méme de prendre en compte des matériaux tres inhomogenes.

6.3. Une équation intégrale et une formulation variationnelle du probleme extérieur

On a besoin de maniere essentielle dans la suite de la propriété suivante de comportement a la limite a la
frontiere OO du champ électromagnétique fournit par (29) et (30):

Lemme 6.4. Discontinuité du potentiel de double couche.
Si la frontiére est réguliére, i.e. y & & un coin ou & une aréte de O, on a:

i oty [ @) (@) drlo)ai =57 4 [ (ot (@) (@) dr(o)
J(y)

=F57+ /80(Vy(<1>(:c,y)AJ(w))A@ dry ()

(On utilise le symbolisme £ pour désigner l'intérieur (-) de l'ouvert O et Pouvert extérieur (+) Oegt.)
Preuve. [32]

Alors sachant que le potentiel de simple couche est continu a la frontiere, on a les expressions suivantes, pour
tout y € 90:

(Ban¥(y) = i [ @, ) (T (2) 7)) + -V, / B (e, y)divooJ (@) Tty dy(a)
00

(38)
M —
20 [ (9,000 )0 M (@) dr ()
2 a0
. N i ) _
(Han)* () = i foo B, ) M (@))dr(2) + ==V, [ @la)divoo M ()7 dr(a)
00
(39)
J —
s [ @) o
De telle sorte que pour tout y € O, avec toujours les notations du théoreme 6.2 :
+ . — i — — M(y)
(Ean)*(y) = iwpS T (y)any + —TJ(y)any — RM(y)any £ —= (40)
+ . — 1 — — J(y)
(Han)*(y) = iweSM(y)any + @TM(y)/\ny + RJ(y)any F —~ (41)
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On va utiliser ces quatre derniéres relations pour exhiber des équations intégrales permettant de résoudre
le systeme (25). Ecrire des équations intégrales, c’est écrire des équations dont les densités J et M qui inter-
viennent dans la représentation par potentiel, sont les solutions. Une équation intégrale sera par exemple une
formulation équivalente au bord, des équations de Maxwell dans O.y;.

A cette fin on considére des systeémes de la forme (26) pour lesquels on choisit des solutions particulieres. On
construit [19] d’abord le prolongement du champ diffracté (E, H) de (25), en définissant (E, H) dans tout R3,
par:

E Elot EMe, dans O
P _ N
—Eine 0 Eine, dans O
et :
H Htot Hirne dans Oeyt
i _ _
—Hine 0 Hire, dans O.

On peut définir des traces, au sens des espaces H(rot), des restrictions & 90 de E** et H't. On introduit les
courants surfaciques J et M - distributions a support dans O - qui sont dorénavant dans tout le texte, les
inconnues du probléme, les traces suivantes, restrictions au bord extérieur, de E?° et H®":

J=(m AH"") s0,

(42)
M = —(n \E) 100+
D’autre part J et M sont aussi les sauts de E et H sur 8O:
J = HC = (ﬁ/\gezt — T AHint) oo = (T AHegt — 1 AHI) |00 "
M = —T B = (W Lot = T 7Eint) 190 = (T nBeat = TAEf) 100 w

Alors il est clair que le couple E et H satisfait aux hypothéses requises et est donc solution du systéme (26)
dans lequel on choisit € = g9 et u = pg. Et donc 'application du théoreme 6.2 avec ses conséquences au bord
(40) et (41), conduisent aux expressions qui suivent:

Si (E)t = na(Ean) désigne la composante tangente du vecteur E et pour tout y € 90, on a:

(B)E () = ol SIely) + ——(TT)l) = (RM)ly) +75; 1252 (44)
(B0 () = ol Su(o) + — () = (RMu(y) =1y p 2L (45)
() () = iwea(SM)ly) + ——(TM:(o) + (RIN(y) — 755 1L (46)
(~H)7 (3) = wzo(SM)u(w) + —— (TM)u(y) + (RI)uly) -+t 272 (47)

Wl 2

On peut regrouper les opérateurs qui précedent sous la forme des deux opérateurs 7, K suivant:

T J(y)=5J(y)+

T J(y) = /ao O(z,y)J(x)dy(z) + /ao Vy@(z,y)divaoJ(x) dy(z)  (48)

w2eppio w2eq o
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KJy)=RJy) = ; Vy@(z,y)ad (x) dy(z) (49)
o)
Les opérateurs 7 et K sont respectivement les opérateurs de simple couche et de double couche. On les note
aussi des fois respectivement Wy, et Wpr ( [27], [5], [6])-
Il vient donc encore la forme équivalente du probléme pour tout y € 00:

(B)™(5) = iwomol T I)) — (CM): )+ 0 (50)
(B () = oo TIu(w) — (KM)u(y) 7y 210 (51)

(H)} () = iweol T ) + O uly) 735 07 52)
(~H")7 (9) = wzo(TM)0) + (CTle) + 735 170 (53)

La premiére équation intégrale est celle de type efie (voir la bibliographie de [6] pour la terminologie) qui est
exactement ’équation (51). On en obtient une formulation variationnelle en multipliant par une fonction test
J', selon le principe de Rumsey ( [1] [32]):

oo [ TI)T ) dv(y) — [ KM().T () drty) — / (7 M (2)).T"(z) dr(z)
o0 00 o0 (54)

= - E™e(2).J (z) dy(x)

La deuxieéme équation intégrale est celle de type mfie qui est obtenue en prenant la trace tangentielle de (53).
On en obtient aussi une formulation variationnelle, en multipliant par une fonction test J’. Cela s’exprime par:

iwzo [ (@0 <TI0 )+ [ @ KD ) -5 [T @) bl

(55)
_ / (72 AH(2))."(x) dr(z)
o0

Il est connu que les équations intégrales de type efie et mfie conduisent a des opérateurs intégraux non inversibles
pour certaines valeurs de w,e et u (les valeurs propres de l'opérateur de Helmholtz (A + w?eu Id) avec des
conditions de Dirichlet ou Neumann homogenes).

On a recours généralement pour remédier & ce probleme & "Vastuce de Brakhage et Werner” [32], qui utilise
une combinaison linéaire d’un potentiel de simple couche et de double couche dans le cas de la théorie du
potentiel (pour I'équation de Helmholtz). C’est une procédure analogue - dite cfie pour combined field integral
equation - que V'on utilise de maniére fréquente en électromagnétisme [12] [28] [33]. C’est cette méthode que
Pon choisit et qu’on expose ici: on choisit pour cela, parmi plusieurs possibilités (voir encore [28]), la trace
de Dirichlet intérieur pour obtenir I’équation intégrale suivante, dépendant d’un parametre réel n, 0 < n <1
et de la constante physique impédance du vide Z, en réalisant une combinaison convexe des relations (54) et (55):

n (E™); (y) + Z(1 —n) ny A(H™); (y) =0, Vye€dO. (56)
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Cette équation nous permet d’obtenir la formulation variationnelle:

iwpon | TJ(y).J'(y) dy(y) —n | KM(y).J'(y) dv(y)—g/ (M2 AM (x)).J" (2) dvy(x)
20 o0 20

+Z(1— n)mo/

(ny ATM)(y).J"(y) dy(y) + Z(1 — 77)/ (ny AKT) (). (y) dy(y) — ——F—=
o0

90 2

- /a B(@).0 (@) dy(w) = Z(1 =) /a (@) (@) d (o)

Soit enfin sous forme développée et explicite:

1

. / / By — o) {iwpo J(x) - J'(5) + —— divood(x) - diveo (y)} dr(x)dv(y)
a0 Joo iweg

/ n o N Tz "
1 /ao/ao(qu’(y—m)AM(@)-J(y) dy(z)dy(y) — 2/30( IAM(z)) - J'(x) dy(x)

—Z(1—mn) /O {iweo ®(y — )M (x) — Vy®(y — x)divoo M (x)} - (7, J' (y)) dry(x)dr(y) (58)

iwo

0 00
~2-n) [ ] (@80 0.06@) - @,0 W) @b - 25 [ ) 5@ ae

- /8 E"(a).0 (@) dofa) = Z(1 = 1) /a (7 ()0 (@) do(a)

Pour Pexistence et P'unicité du probleme issu de ’équation intégrale cfie ci-dessus, on se reportera a [26] et [32].

Remarque 6.5. Dans le cas de la théorie du potentiel, cela consiste a écrire le potentiel sous la forme suivante,
pour un réel 77 non nul, a bien choisir:

u(y) = /ao(‘b(w,y) + in%)«z(w)dv(m)

car alors ce potentiel u vérifie le probleme intérieur:
Au 4 w?epu =0
Ju
U+ in— =0
(u+in an)\ao

qui ne posséde pas de solutions autres que triviales quand n € R. Ce moyen est en fait utilisée pour prouver
I’existence et I'unicité du probleme de Dirichlet extérieur.

De la méme maniére suivant [12] [33], le potentiel sous la forme suivante, pour un réel :

ut) = [ (@) +in” Y S dr (o)
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ou Sy est le potentiel de simple couche associé a ’équation de Helmholtz dans le cas limite w = 0, ou si ’on veut
du Laplacien : So(y) = [, ‘x—iqu(x)dfy(m) (isomorphisme de H~/2(T") sur H'/?(T"), sauf aux valeurs critiques),
est solution du probléeme de Neumann extérieur des que la densité ¢ vérifie 'équation intégrale suivante:

a(y) @(z,y) : O(,y) oo _ .
B /ao i q(z)dy(z) —in /80 o So(y)q(x)dy(x) = —(donnée Neumann sur 90)

Comme dans la premiere partie de cette remarque, cette astuce (trick en anglais) est aussi utilisée pour prou-
ver l'existence et 1'unicité du probleme de Neumann extérieur. Pour ce résultat il est essentiel de noter que
contrairement & Maxwell, on n’exige pas de régularité des donnés sur le bord 9O.

Remarque 6.6. On voit apparaitre dans la relation (58) une des principales difficultés de la formulation cfie
dans la présence des termes (si on integre par parties):

/ / By — 2)divoo M () - diveo(T 0T (y) dy(a)dy(y) (59)
o0 JOO

puisque la quantité divso (7 AJ'(y) ne peut pas appartenir de maniére conforme & l’espace des courants qui est
H~Y2(divgo,T).

7. FORMULATION COUPLEE VOLUMIQUE ET SURFACIQUE DES EQUATIONS DE MAXWELL

La démarche de cette section est reprise des formulations des codes SUMER_C [3] et ARLAS [25], elles-
mémes fondées sur les textes [19] et [26].

7.1. Formulation couplée volumique et surfacique des équations de Maxwell dans R? [19]
[26]

On rappelle (voir [1] [23]) en géométrie 3d I'obtention de la formulation des équations de Maxwell couplées.
La solution de (25) d’abord dans le domaine O, s’écrit: pour tout E' € H(rot,O):

1
(— rotE -rotE’' +iwe E - E')dx +/ (HAE)- 7 dy=0
o W l0)

soit encore en utilisant les notations déduites de (43):

pour tout E' € H(rot,0), pour tout M' = E'\ ' définit sur 9O:

1
/ (— rotE -rotE' +iwe E - E')dx —|—/ (JAM') -7 dy=0 (60)
o 20

wh
De la méme manieére on déduit aussi:

pour tout H' € H(rot,0), pour tout J' = H\ 7 définit sur 0O:

1

/(— rotHorotH’+iwuH~H/)dx7/ (MAJ') -7 dy=0 (61)
o we 00

Le couplage se fait par le terme de bord de 1’équation ci-dessus (60) en identifiant ce terme avec celui de

Iéquation intégrale obtenue en prenant la trace tangentielle de (53) et en multipliant par une fonction test M’

(ou en fait 7, E’). On obtient alors la seconde formulation variationnelle du probléme (60), identique a la
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forme (S1) de la these de Levillain ( [26], p.21):

pour w € R donné, pour une fonction source donnée (E™¢, H"¢) localement dans H (rot,Q), il s’agit de trouver
un couple (E,J) dans H(rot,0) x Hfé(div,aO), tel que pour tout (E',J") € H(rot,O) x Hfé(div,(?O), on
ait:

1

1
—iwe/ E-FE dx — —/ rotE - rotE dx +
o Wit Jo 2

/ (JAM') - T dry(z)
o0

1% /ao /30 O(y — x) divoo (MW AE(x)) - divao (T AE'(y)) dy(x)dy(y)

e /6 ) /a 0y ) (FAE@) - (B ) dr(@)dr()

- / V, 8y — ) - (Jy)n(TAE'(2) dy(a)dy(y) = / H™ (@) - (7 E'(2)) dy(a)
o0 JOO o0

Remarque 7.1. Formulation efie et mfie.
Avec les formulations (58), (62) et pour n = 1, on obtient la formulation variationnelle efie du probléme (25).
Elle reprend exactement celle de [1]. Le probléme se pose comme suit:

pour w € R, pour une fonction source donnée (E, H™™¢) localement dans € H(rot,O), il s’agit de trou-
ver J et M dans H_%(div,aO), tels que pour tout J' et M’ € H_%(div, 00), on ait:

/ / D(y — z){iwpo J(x) - J'(y) + L divgoJ (x) - divaoJ' (y)} dy(x)dy(y)
80 J OO 1WeQ

—/ / O (y — x){iweg M(z) - M'(y) + divoo M (x) - divao M’ (y)} dy(x)dy(y)
90 J OO

iwo
[ Vet - @M )+ M) T )} dr@dae) 5 [ M@ (@) = T M (@)} T da(a)
00 JoO 00

1 , .
—/ (— rotE -rotE' +iwe E - E')dx = / {H™ - M'(x) — E"- J'(2)} dy(x)
o WH 20
(63)
La forme variationnelle (63) en (J, M) obtenue, est symétrique pour sa partie intégrale double et pour sa partie
intégrale simple. Ce n’est pas le cas dans la formulation cfie.

Pour n = 0, on obtient la formulation variationnelle mfie du probléeme (25).

7.2. Divers résultats en géométrie axisymétrique des équations de Maxwell

En géométrie axisymétrique, l'obtention de la formulation des équations de Maxwell couplées se déduit
immédiatement du remplacement dans (58),(62), des intégrales de T x T} sur I et en formulant les opérateurs
Vir et divp dans les variables (r,z). On définit la base orthonormée directe {e,,eq,e,}, du systeme de
coordonnées axisymétriques, :

cos —sinf 0
e, = | sinf | ,ep = cos ,e.=10 (64)

0 0 1
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On traduit maintenant cette formulation en coordonnées cylindriques. Pour cela il nous faut exprimer les
changements de mesure du 3d cartésien a l’axisymétrique. On introduit ’abscisse curviligne le long de I'. Pour

cela on pose:

©:[s1,82) CR — T C R,

65
5 = (o). pa(s)) = (r.2) (69)
@ [s1,82] % [0,27[C R? — O (66)
(37 9) - (@1(3)7 0, 502(8)) = (T7 9, Z)
On rappelle d’autre part le changement de variable:
v:0 — OCR3 (67)
(r,0,2) — (z,y,2) = (V1(r,0,2),Va(r,0,2),Vs(r,0,2)) = (rcosd, rsinb, z)
De telle sorte qu’un point (z,y, z) de la surface O est décrit par ’homéomorphisme suivant:
(2,y,2) = Wod(s,0) (68)

On en déduit une base (u,,,ug) de vecteurs base de la surface en tout point (s,), donné par la différentielle:

- or -
75 0 a—; cosf) —rsinf
cosf —rsinf O
D D = 3 S 1 =
d¥(p(s,0)) odg(s,H) 5189 Tcgbﬁ (1) 0 or sinf rcosd (69)
o 0s
z
— 0
L 0s J % 0
L Os i
soient les vecteurs:
[ & cos ]
ds
P —rsinf
Ul = ar sin 6 et up = 7 cos 0 (70)
88 0
0z
L Os _
Il s’ensuit que ’élément de mesure surfacique est le suivant:
ar\*  [92\?
s A ug|| dsdd :r\/<a:> + (az> dsdf (71)

Soit la mesure rdsdf, si I’on convient de prendre, puisqu’on le peut:

(BEER
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’ . —_— = —> o .
Une base orthonormée directe {7y, 7., T } est choisie sur la surface avec sa normale:

r or 1 [ Oz T
_ sind %COSG %cose
To = cos , Tra = %sine ) Tn = %sinﬁ
Os Os
0 9z _or
L Os i L  Os i

21

On détermine le changement d’expression pour chaque terme des équations intégrales, au passage coordonnées
cartésiennes coordonnées cylindriques. Soient M = (r,0,z) et M’ = (', 6, 2") deux points de la surface I' x T7.

: — = = A . . , iy
Solent {7y, Trs, Tn} €t {779,7,, 7, } deux bases orthonormées directes attachées en chacun de ces points a la

surface, comme sur la figure 1.
On définit angle ¢ de variation de rotation (comme dans [15]) de la maniére suivante:

d=0—10

La distance entre ces deux points est R, donnée par:

R=+/(r—r)2+ (z—2')2 4 2r1'(1 — cos ¢)

. — — — - o I sz .
La matrice de changement de base entre {e;, €, €; } et la base locale {7, 7/., 7, }, s’écrit:

z

—sin @’ cos &’ 0 ]
or' or' . 07
A — @ COS 0/ @ S1n 0, @
07 , 07 ., or'
I @0059 @st 95 |

Pour:

r' cos @ — rcos@

MM, = | r'sing —rsin6
2=z
—
on trouve 'expression de M M”:
i —rsin(6 — 6") |
- or’ or' 0z
A. MMé — 7"/@ —T@COS(H_QI)"_(Z/_Z)@
0z’ 0z’ or’
17 T _n _ !/ -
Ry cos(6 —8') — (= Z)as’ ]

(74)

(78)
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7 T T ke
Les composantes de MM’ dans la base {7, 7/, 7, }, s’écrivent:

—rsin ¢
or’ or’ 07
- _ - / _ -~
el cosg + (2 — 2) e (79)
0z 0z or'
1z 2T L S
L " 0s’ r@s’ cos ¢ — (2 Z)(?s’ i

Il nous faut encore calculer le gradient surfacique afin de déterminer la divergence surfacique. Soit u une fonction
scalaire de la variable (r, 6, z). Alors:

Ou_, 10u_,  Ou_,
VU—EBT‘F;%QQ—F@QZ (80)

On définit a partir de (80), le gradient surfacique Vr [8], par sa projection IIp sur I' x T3:
Vr u=TrV u (81)

On utilise 'abscisse curviligne, définie par (65), et on forme les produits scalaires:

or 0z
e -1=0, &g =1, e 17=0 (83)

Alors on a les relations suivantes:

Vu Trz — ar% ggza (84)
et: 5
- 1
Vu-w = (85)

D’ou l'on tire 'expression du gradient surfacique:

ou_, 10u_,
VF u = %TTZ + ;%TQ (86)

On en déduit Pexpression de la divergence surfacique, si j = (j,,,fy) est une fonction réguliere, si ¥ est une
fonction C* & support compact dans I'x T, en utilisant les crochets de la dualité H (div, I'xTy), H*(div, T xT}),
on a par définition:

(divr, ¥) = —(j, Vr¥) (87)
c’est-a-dire:
/ dZ"UF]"\I/d’}/:—/ j-VrU dy
I'xTy I'xTy
ou: ,
T 27
ov 10V
i - T _ (A 1ov,
/0 /1“ divrf rdsdf /0 /1“( P frn + 50 jo) rdsdf (88)

Soit en intégrant par parties:

27 27 : . 27
- Oy, 10r 10 / . / . on
d - U rdsdf = v - ——=) rdsdf — V) df — v
/0 /[‘ wr) ras /0 /I‘ ( 88 + r 8S]rz + N 89) ras 0 [r]rz ]I‘ r [7"]9 ]0 ds (89)
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et au final les deux termes tout intégrés sont nuls puisque le support de ¥ est compact dans T' x T3, (les poles
sont exclus):

2 2 : .
. Oj,, 10r 1 0jg
divrj - W rdsdf = ) ——j ——>) rdsdf 90
/0 /F torp: ®rds /0 /F (Bs T 785t T 7 ag) T8 (50)
C’est-a-dire que:
divpj = & + ——j - 91
= s + r 05" + r 00 (91)
Pour finir cette section, on rappelle un résultat élémentaire.
Soient 11,12 et @ les fonctions suivantes:
1R = R
92
z — d(2) =[] (52)
’(/)2 R—C
L ikt (93)
t = —¢
— 2(@) 47rte
et:
®:RP— C
L (94)
v = @) = by (e) = e
Ar||z||
Alors:
01y = Tt
O, [l
d’on, si M = (z1, 22, x3):
4D (z) = ——(ik — —) ®(x) .OM
] ] ™ '
Et donc la formule:
Vo d(@,2)) = — (k= — ) ®(x,a’) MM (95)
co [z — /|| [l — /|| ’
Au vu de (58),(62), il y a aussi la nécessité d’évaluer, d’une part les produits scalaires suivants:
T = T — T =
MM -7 | MM -7, et MM 7, (96)
et d’autre part les produits mixtes suivants:
R b= b=
MM (tgp1g) , MM - (Tgp7),) et MM - (T aT),). (97)

Pour cela on obtient les résultats suivants, qui rendent compte de la seule dépendance de ces quantités, en les
variables s, s’ et ¢:

— _, Oror 0z 02 - or' . — _,  0z0r or 07
T T = a9 S a1 T T Tpg e T Ta = 5 550080 T 5 e
Ty Trz = %qub i Ty - T = COSO S Te Th = Esm¢ (98)
- — 0roY 0z or' - 0z . — -, 0207 Oor Or'
TS sy O T asay 0T gt T T = 50 S0t By
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On a les expressions suivantes pour les produits mixtes:

_ 0
ToNT) = 0 ,
—sin ¢
0roz L 0zor
s 9s' > 9s 95
N / ’
mATﬁz: —%%ces@—i—%%ws@’ )
or or' .
L —%@blnﬁs i
P .
gcosﬁ
— 0
ToATrs = a—zsine’
| f%(zosqb |

. 7 . - 5 7 . Ve . .
Alors si MM’ s’exprime dans la base {7}, 7., 7, } selon (79), il nous faut évaluer les produits mixtes:

—  — — — — —
l.</—>)__—>./ t /.(—> /)_—>./
Trs ToNTrz) = —Trz " Ty, (§] Ty TOANTY) = TO - Tp-

On vérifie que ces termes de produits mixtes ne dépendent encore que des seules variables s, s’ et ¢.

7.3. Décomposition en séries de Fourier des courants surfaciques

On poursuit la démarche de Duruflé [15], avec une variante, toutefois, qui reprend les résultats de [18] et [23],
et on suppose que les courants J et M se décomposent sous la forme équivalente & (8), (9) et (10), en partie
symétrique (indice m) et antisymétrique (indice —m) en la variable 6, pour les champs vectoriels tangents:

J(z) = J(¥o@(s,0) =J(s,0) = Ziﬂ(s).cosm@ Trr +i0%(s).sinmé 75

m>0

+ iy (s). sinmb 72 +jg ™ (s). cosmb T
m>0

et:

M(z) = M(¥o@(s,0)) = M(s,0) = Zmﬂ(s).cosm@ Trs +my'(s).sinmé 75

m>0

—&—Zm;m(s). sinm 7, +my ™ (s).cosmb T4
m>0

(100)

(101)
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E.(r0,z2)
En effet si | E,(r,0,2) | est un champ symétrique donné par (4), alors on a une égalité des traces de la forme
EZ (7"’ 9’ Z)
du champ tangent anti-symétrique:
Uy
E\T, = —ugsinmf - 7, +cosmb(| 0 | .72(0=0)).75. (102)
U,

D’oui lexpression des décompositions précédentes si E est pris sous la forme (9) ou (10) dans la définition (4).

On définit successivement les fonctions suivantes (on ne les écrit que pour le courant J), pour m > 0:

J2(s) =i (s) Tl (103)
Jg"(s) =0 ™ (s) T (104)
pour m > 1:

J2(s) =i (s) Trs (105)
Jgt =15 (s) T (106)

de telle sorte que:
J(z) = J(s,0) = Z (J7%.cosmb + Jg*.sinmb) + Z (J.".sinm@ + J,; ™. cosmb) (107)

m>0 m>0

On va montrer que dans le cas du couplage volumique et surfacique des équations de Maxwell, le probleme
global se découple en des problemes élémentaires pour chaque mode de Fourier, de la maniére suivante: chaque
probléme élémentaire est posé en les inconnues (E™, J™) et ces simplifications résultent de la nullité des produits
L*(T') des courants M~ (= (E™n)r) et J™.

7.4. Formulation axisymétrique couplée volumique et surfacique des équations de Maxwell

On se donne quatre champs tangents au domaine O, sous la forme (103)-(106), pour les courants J et pour
les courants M: N .
JM =i cosml T, +ig’ sinmb g
(108)
J™m =i sinmb 7., +f, ™ cosmf Ty
et:
M™ =m!" cosmf 7., +my" sinmf 74
(109)
M=™ =m_™ sinmb 7, +m,™ cosmb T4

On va calculer maintenant I’expression variationnelle fournie par (58),(62).
Tout d’abord on détermine le premier terme de (58):

/ / iwpo Bz — y) J(z) - () dy(@)dy(y). (110)
00 JOO

On est amené a calculer les termes suivants (avec une notation abusive pour ® et en divisant par 7 chacune des
expressions):

T,(J,J") = l/ / iwpo ®(R) J(s,0) - J'(s',0") v’ dsds' dode’ (111)
T JrxTy JTXTy



26 MAXWELL AXISYMETRIQUE - Code FuMel

On choisit J donné par (107) et J’, pour m’ > 0, donné par J'(s',6') = J cosm’0/ + Jém/ sinm’6’.
On introduit ici la variable ¢ = 6 — #’. Comme R est une fonction des variables r,7’, z, 2/, ¢, chacune des
expressions

KA Y FLO0 AN KU /ALY F L0 /LU T L0 s NN pulL L0 NN L0 /LY ol (AL (112)

est une fonction 27-périodique en la variable ¢, ne dépendant sur I', que de s,s" et ¢. C’est le premier
argument de simplification des intégrales. On a (en lisant 8’ = 0 — ¢):

To(J, ') = =20

2T 9+5§r
Z/ [/ //@(R){JZ;J;Z‘ cosmb cosm’0’ + J*.J7 sinmb cosm’0" + J.Jg™ cosmb sinm'6’
0’0 o rJr

’ . . _ ’ . _ ’
+Jg . J" sinmf sinm/6 4+ J T sinmf cosm!6 + J,; T cos ml cosm'0’

+ Ty sinm@sinm'0' + J; T cosmfsinm/0'} v’ dsds' dg|do

(113)
L’intégrale en 6, permet de simplifier I’expression de Z. En effet, a ’aide des égalités simples:
ml+m'e’ = —m'¢p+ (m+m)o
(114)
mb —m'0 =m’¢+ (m—m')o
on a les relations suivantes:
cosmf. cosm’0’ = cosmb. cosm'f. cosm’p + cosml. sinm’6. sinm’ ¢ (115)
cosmf.sinm’0" = cosm#. sinm'f. cosm’p — cosmb. cosm’6. sinm’ ¢ (116)
sinmf. cosm’0’ = sinmf. cosm’0. cosm’$ + sinmb. sinm’0. sinm’ ¢ (117)
et enfin:
sinm#. sinm’0" = sin m#. sinm’0. cosm’$ — sin mé. cosm’f. sinm’¢ (118)

Or on a les résultats classiques, et pour tout m et tout m/':

™ us

d’une part / sinm@.cosm’0 df = 0 , et d’autre part / cosmb.cosm’0 df = / sinm@.sinm’0 dd = 76,m

—T —T —T
(119)
Et donc en fait on a les simplifications suivantes dans 'intégrale Z:

2 0+2m T
/ / cosm#.cosm'0’ dfdy’ — 7r/ cosme do
o Jo

—T

2 0427 T
/ / cosmf.sinm'¢’ dody’ — — 77/ sinme do
0 0 -7 (120)

™

2 0+2m
sinm@. cosm’¢’ dfdo’ — 7T/ sinm¢ do

—T

27 0+2m T
/ / sinm@.sinm’0’ dfdy’ — 7r/ cosmae do
o Jo

—T
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De telle sorte que, d’une part les annulations des intégrales pour m # m’, et d’autre part 'imparité en la
variable ¢ - c’est le second argument de simplification des intégrales - des fonctions suivantes, utilisant
aussi les résultats ci-dessus (98):

Jm T sinme , Jy T cosme , J TG cosme , J; TR sinmg (121)

conduisent a l’expression:

nu = [ / / iopo®(R) {(JI ()T (") + T () T (7)) cos m +

(122)
(Jg"(s).J; 2 (s") = J7%(s).Jg™ (")) sinme} rr'dsds’dg,
soit:
5 —
o5 7) / // iwpo®(R) {7202 (7o - 7.) + 156" (76 - 7)) cosmep +
(123)
— —/> m iIm _I) . , ,
(i (7o - 72.) — i (Trs - 7)) sinme} rr'dsds'dg
L’expression équivalente pour les courants M est donc aussi 'expression:
M M’ / // ZwEQ(I) ( )M/ m( /) +Me_m(5).Mé_m(Sl))COSm¢ +
h (124)
(Mrz ( ) M’ m( ) - Mg;m(s)'M;;m(S/))Sinqu} TT’deS/dQS
soit:
m (= ’/_) m.hm o — —/>
M M/ / / / ngo(b m.., ;‘z (TT‘Z 'Trz) + my my (7‘9 . TQ)) cosmeo —
a (125)

moIm (—> —/> _/> : / /
(my'm (75 - 71,) —mlimy" (7, - 7)) sinme} rr'dsds’dg

On développe l'intégrale double de (58),(62) relative aux divergences surfaciques de J et M. D’abord expression
en J:

T,(J,J) = / / &(R) divrJ (s, 0)divp J'(s',0')} rr'dsds’dode’ (126)
rxT; JoxT, WEo

L’expression des divergences surfaciques est la suivante, d’apres (91):

. m e, 153 1or,, m,.
divpJ™(s,0) = ( B (s) + ;&Im(s) + e (s)). cosmb (127)
et: 5 5
. —m _ l;zm 10r —m o m’fm .
divpJ "™ (s,0) = (735 (s)+ - " 831” (s) o (s)).sinmb (128)

Des calculs identiques a ceux qui précedent conduisent a 1’expression suivante:

8] 1 or m, o 10r m

A Tz - m rz - /m - Jm / A

v(J, J) /_ﬂ//rlwé‘o 2 T 5. im + 19 )(s).( B + 7 s i+ ]9 )(s") cosme} rr'dsds’de
(129)
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et a I'expression suivante pour les courants M:

, (M, M'") / / / m,." + - Lor m" — @m_m)(s) (8m;.;m + l&m'_m - Tm’_m)(s’) cosmao} rr’dsds'dg
o r zw,uo 0s r s r 0 ~ Os rds " Y
(130)
De la méme maniére on développe l'intégrale double de (58),(62) comportant des produits mixtes:

/ Vo(z —y) - (J(@)nM'(9)) dy(z)dr(y). (131)
00 J OO

La dépendance de la variable ¢ se trouve dans les produits scalaires (98) et d’autre part dans le module R donné
par (75). On note donc encore sans ambiguité:

B(s,o',0) = 1" (132)
et de méme:
1 1 —_—
O(s, s, ¢p) = E(Zk - E) D(s,s',0) .MM (133)

_
ou MM’ est fournit par (79).

Pour cela on pose, si gg, gr=, gn sont des fonctions des variables s, s’, ¢:

— — —
V (b - 7(8’ 8/7 QS) = 99(87 8/’ d))Té + 97'2(87 S/’ d))T;Z + gn(S? S/) QS)T’;L

On est amené a calculer les termes suivants:

/ / J(s,0)\M'(s',0")) rr'dsds' dOde’ (134)
IxTy JUxTy

On choisit J donné par (107) et M’, pour m/ > 0, donné par M'(s',0') = M ;™ sinm/0’ + Me_m, cosm’6’.

Tz
On a ici pour (134), en omettant les variables, et en notant ’ les fonctions de la variable s':

T.(J, M)
27 9+27T , ’
Z / / / /? { TZA _zm cos mf sin m/9/ + Jém/\M’r‘_zm sinm# sin m/e/ + J;,ZL/\ ;m cosmf cos mlel

— — — —_ — / 3
+J9 M, ™ sinm cos m'0 + J ™ M ™ sinmf sinm/0’ + +Jy " M™ cosmB sinm!6’

rZ A

+J2" A Q_m/ sin m@ cos m'60’" + Je_mAM@_ml cosml cosm/0'} rr'dsds’dg|dl

(135)
On peut vérifier a l'aide des relations ci-dessus, que la cinquieme somme ci-dessus fournit le terme impair
suivant:

—
g M Ysinmfsinm'0’ = x(—go(Fra7.) + g (Tra. TQ)).i;me,me cos me

Et donc encore a l’aide des simplifications (120) et de P'imparité des fonctions (annulant les intégrales):
g (Jg"

’ / ’
M) . cosmfsinm’6 5 g - (S My ™). sinmfcosm'8 5 g - (™ My ™). cosmf cosm'f’
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il vient ’expression suivante:

! m / m - ey d _/> m o,/ —m — e -
(S, M) / //{C%m(b (gn(Te T9) — 96(Té - 7,,)) +iramy

(grz(TTz . 7—7/1) - gn(772) : T/ )))

Tz

— — — —

st (<72 (gn (72 - 75) = 9ol - T2) G (90 (7 + 72) = 97 - 7)) rr'dsds'de
(136)

Remarque 7.2. Il faut noter que la forme Z.(J, M') est antisymétrique & cause des propriétés des fonctions

de base (m,;" =jg* et m,;™ =), et parce que d’autre part le gradient g change de signe

De méme on doit calculer ’expression:

I7(M,J) = / / (5,0)pJ"(s',0")) rr'dsds’dOde’ (137)
I'xTy JT'XTy
Il vient alors pour des raisons identiques:
oM " —mgm(, (= T - mom (= 7 i
Zo M) = [ [ feosmo (i (0 (70D = gn (2 720) 5 0 (- ) — a0l )
—nJITJT

— —
+sinmae (m sz]';g(gn(nz ) Trz

—90(7ez - 77,)) — mg "™ (9r2(T6 - ) = gu(Te - TN} 1 dsds'dg

(138)
Remarque 7.3. Pour m = 0, on peut vérifier que ’'on a

— —
T =2 [ OB 00T 7 = 005 )+ w72 1) — (2 7)) e

(139)
De la méme maniere on développe les intégrales simples de (58),(62) comportant des produits mixtes
1 , —
Za(J. M') = 5 (J(w)AM () - dy(x) (140)
et: 1
Iy (M J) =~ [ (M(z)pJ'(2)) - 7 dy() (141)
2 80
Si on choisit .J donné par (107) et M’, pour m’ > 0, donné par M’(s',0') = M sinm/0' + Mg_m/ cosm/0’,
alors I’expression (140) se développe sous la forme suivante:
/ / {imm ™ (7,2 :Tg) cosmb cosmb +jam/ " (Tg aTr2) sinm@sinmb} - 7, rdsdf (142)
soit encore l'expression, avec (TgaTrs) - 7n = 1:
4 1 o f—m rm —m
L) = 5 [ G = i) rds (143
r

et donc, de méme, il vient:

1
Z; 0T = 5 [ (i — w2 s (144)

29
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On détermine les différents termes de (58), i.e. la partie cfie, en commengant par:
T cpie(M,J) / / iweg ®(R) M(s,0) - (npJ'(s',0")) rr'dsds'dode’ (145)
I'xTy JI'XTy

Z,. cfze M JI) = ZWEO

27 0+27
/ / / / ) {M"(naJ) ) sinm@ cosm’0" + My ™ (naJ)T ) cosmb cosm/6’ (146)

M (na ) sinm@sinm’ @' + My ™. (naJy™ ) cosmf sinm/0'} v’ dsds' dg)df

soit encore:

Tacic(M,J) :/_ /F/F iweg ®(R) {(M" (naJ)l) — My ™. (npJdy™)) sinme

(147)
+(My ™ (A JT) + M (naJg™)) cosme} rr'dsds’dg
d’ou pour finir:
— 7 —
T,cric(M.T) / [ [ o ®(8) (sinmo (-2 7 - i - 7)
- (148)
N
+cosmae (—my ™ (75 - 7'0) +m e (T - T2))} rr'dsds’dg
La seconde expression de (58) est la suivante:
Ty cpie(M,J) / / V y®(R) divp M (s,0) - (naJ'(s',0")) 71’ dsds'd9de’ (149)
rxTy JoxT; WHo
soit encore avec le changement de variable ¢:
2 0427
1 8m 10r m
T, M / 7m St —m -,
ope) = 252 [T L e LG 9= om0 »

{(nAJ ) sinmb. cosm' + (naJy ) sinmé. sinm'0’)} v’ dsds’' dg)df

et finalement:

-1 8 10
Ty cpie(M, J") / // o ms + rar m_" ?me_m)( go i sinme + g fy" cosme)) rr'dsds’'de
—T I
(151)

La troisieme expression est la suivante:

Tecpie(J,J') / / J(5,0)a(npJ'(s',6'))) rr'dsds'dode’ (152)
I'xTy) JI'XTy
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soit encore avec le changement de variable ¢:

2 0427
Tectie(J, J") Z/ / // ATEA(MAT ) cosmb. cosm' 0" + T A(naJy" ) cosmb. sinm’6’

m>0

FIF A (AT Y sinmb. cosm!0 + Ty a(na g ) sinmf. sinm'6'} r'dsds' dg)do
(153)
et finalement (ou si 'on veut en changeant ce qu’il doit 1’étre dans (136)):

—

— m —
= wa J J / / / COSmQS{ lrz’ rz(gT‘Z(TT’Z : n) gn(’FT—Z) ! Tvl’z)) + igll’/e (799(7_—9) ’ T’I/L) + gn(T—e) : Té))}

— —
sinme{ 7 (g0 (7l - 7) + g (7t - 7)) — G (902 (7 - 72) — 97 - 7))} 1" dsds'd
(154)
enfin la derniére expression de (58):
1
TiepielJ) = 5 / (@) T (z) dy(a) (155)
T
qui vaut:
/ / {imim (7 -, ;z) cos mf cosmb + iy (76 - 7'0) sinmf sinmf} rdsdf (156)
soit encore 1’expression:
1
Licgie(J,J') = §/F (hi? +1ig'i") rds (157)

On démontre ainsi comme en dimension 3 des champs (éq.(15)), que les problemes se découplent pour chaque
mode de Fourier. C’est cette expression qui nous permet d’écrire chaque terme de 1’équation (58),(62), en
géométrie axisymétrique, en découplant le probleme global, en un probléme pour chaque mode de Fourier. En
géométrie axisymétrique, la formulation des équations de Maxwell couplées provient donc immédiatement du
remplacement dans (58),(62) des intégrales sur I" x T} par des intégrales sur I' et en formulant les opérateurs
V|r et divjp dans les variables (r,z). obtenus au paragraphe précédent. On utilise pour cela les différents
résultats (122) et (124), (129) et (130), (136) et (138), (143) et (144), (148), (151), (154) et (157), en divisant
par 7. Alors, la formulation variationnelle du probléeme couplé est finalement I’ensemble des deux expressions
suivantes, traductions des problémes (58) et (62):

?7{1'@(]7 J/) +Ib(J7 J/) - Ic_(M7 J,) _I;(Mv J/)}

_Z(l - ’r/){Ia,cfie(Ma J/) + Ib,cfie(Mv Jl) +Ic,cfie(<]; J/) + Id,cfie(‘]a JI)}

2 2
= / / H™e . (i3 sinmb 7,2 — 1 cosmf Tp)rdsdf — Q/ / Eme. (7 cosmf T+ sinmb 75) rdsdf
n r
(158)
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— T (M, M) — T, (M,M") — T.(J,M') + Tu(J, M) —/iwe(E:n.E;m + By .E)" + EM.E"™) rdrdz
Q

/

1 0E; 1 OE;™ 1 :
_ Z(E™ m Z(E.m Em
o ionor +r( 5+ mu))( B +r( o+ mE.™))rdrdz
1 QE™ QE™_ OE™ QE™ 1 m OE™ m . QE,"
o - ro_ z T o z drdz — - 7Em 6 7Em drd
qiwp " 0z or ) 0z or Jrdrdz /inu(r =t 0z )(r = F 0z Jrdrdz

1 27 ) o .
= */ /{Hmc ~(m'" sinm 7 +m'y" cosmb T5)} rdsdf
m™Jo Jr

(159)
C’est précisément ’ensemble d’équations (158)-(159) que I'on se propose d’approcher & ’aide de bases d’ éléments
finis de classe H(rot) pour Q et H(div) pour I', compatibles entre elles. On en détaille les calculs au paragraphe
10.2.

8. LES ELEMENTS FINIS H(rot) DE MAXWELL-FOURIER [24]

On s’intéresse dans ce paragraphe a la construction d’éléments finis unisolvents et conformes dans I'espace H™
pour le n-ieme mode de Fourier [20]. Pour déterminer de tels éléments, on choisit comme domaine géométrique
élémentaire un triangle K du plan rz. On cherche comme espace de polyndémes d’approximation un espace P de
dimension finie, et un ensemble de formes linéaires (les degrés de liberté) et vérifiant la propriété d’unisolvence.
Deux cas sont discutés: le cas général m > 1 et son équivalent immédiat m < —1, et le cas m = 0 correspondant
au mode fondamental Fourier. Pour «™ = (u”,uj", u7"), les inconnues initiales du probleme (6), on introduit
les deux vecteurs (voir (19) et la remarque 4.7),

U, + ug' L ouy’
Uy T or U
Um = = et u™, = (160)
ur ar |, oy
r 0z

On a évidemment la propositon suivante, résultant de la définition de H™

Proposition 8.1. une condition nécessaire et suffisante pour que u™ appartienne & H™(Q), pour un ouvert
ou™  oul

or

et U™ appartiennent a lespace vectoriel (L3(£2))?.

axisymétrique Q, est que les fonctions uy' et ( ) appartiennent a 'espace L3(SY), et que les champs

n

umer

A cette fin on introduit la notion d’inconnues principales.

Définition 8.2. les inconnues supposées polynomiales en les variables r et z, sont dites principales, si les autres
fonctions dont I'appartenance & L? est requise, sont aussi des polynomes & cause de leur propre expression en
les inconnues.

m
r

Ce n’est pas le cas des inconnues initiales (u
de rot,u.

uy, ul") a cause de la présence de la variable r au dénominateur
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8.1. Modes de rang autres que zéro

On choisit comme inconnues principales pour ces modes, les fonctions: (U™, ug*, UZ*). Pour m > 1, on a :

O(rug") 1 A(rug”)
m _ 1 m 0 m _ = mo_ 6
Ur - r(mur + (97’ ) ou ur m(rUr 87' )
(161)
w1 m . O(rug”) m m O(ruy’)
ur = r(muz + 5% ) ou ul' = m(rUz 5% )

m m
ou™  Oul

De plus on a les 3 conditions d’appartenance & L? et relative & u™, u™ et ( 5 o )
Pour u,u”, ces conditions se réduisent & 'appartenance a L? du gradient de (ruj'). Et pour la derniére
condition on a :

oul'  Ou 1 m
( or 0z )= mrot(rU )

Ces expressions sont polynomiales des que uy', U™, U" le sont elles mémes. C’est une situation analogue pour
le coefficient de rang m > 1, pour la partie antisymétrique. C’est naturellement encore la méme chose pour
m < —1.

8.2. Modes de rang zéro

Partie symétrique de U°. Pour ce mode le nombre d’inconnues initiales est deux (u2,u2). Elles sont princi-

ou? B 8u2)
or

Ici la situation pratique est la méme que dans le cas classique a une dimension en variable cartésienne, donc on

utilise des éléments finis standard.

Partie antisymétrique de U°. La solution unique du probleme est la fonction u) puisque u? = u? = 0, et le

r =

pales puisque la seule condition de carré sommable concerne (avec le poids ) la fonction scalaire (

0
s . - u R
champ du plan U° se réduit a V(ug). Cette inconnue n’est pas principale parce que le terme —2 apparait dans
T

UY. L’inconnue naturelle est donc

1
o_1 o0
U—Tue

1
puisque u) = rn® et U° = —V(r*n°) sont polynémiaux des que 1° est polynomial.
Il est clair que les résultats qui précedent fournissent une méthode générale de construction d’éléments finis
en les inconnues principales U™ et uy'. Pour chacune d’entre elles on utilise respectivement des éléments finis
standard pour les inconnues initiales 4™, seulement avec des polynémes d’ ordre inférieur ou égal a 2.

8.3. Construction des éléments finis pour le probleme de Maxwell-Fourier

Il résulte des paragraphes précédents que, dans un certain sens, on a séparé les variables du probleme, en
une inconnue scalaire ug et une inconnue vectorielle U. Par conséquent une étude d’éléments finis adaptés au
probleme, aboutit & I’ approximation de uy par utilisation d’éléments finis de classe H' et par I’approximation
de U par des éléments finis de classe H(rot). C’est ce que 'on propose de rappeler en utilisant des éléments
finis avec des polynomes en la variable rz de degré deux, mais qui peuvent étre généralisés a n’importe quel
degré.

On considere le premier cas | m |> 1. Soit K un triangle du plan rz. D’aprés ce qui précede, on est en
droit de considérer comme ensemble de degrés de liberté, agissant sur les fonctions de composantes u,., ug, u,
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pour un certain u € H™ (), ce qui suit (on a omis pour plus de clarté dans la suite les indices m pour u™ et U™):

op : u — up(a) (162)

si a est un sommet du triangle K, associé a:
P> polyndmes d’interpolation d’ ordre < 2 (163)

D’autre part si I' est une aréte de K et 7 un vecteur unité tangent a I', on peut considérer la circulation de U
le long de I'. C’est-a-dire que 1’on prend comme degrés de liberté ’ensemble des formes linéaires suivantes:

mu, +ug  Oug

r or
or:u— / 7dl (164)
ol ow
r 0z

En fait il apparait plus approprié (et nous semble t-il équivalent vis-a-vis de l'ordre d’approximation) d’utiliser
a la place des circulations ci-dessus, les suivantes:

mu, + Ug

r
or:u— / 7dl (165)
r mu,
r

De plus on sélectionne comme espace de polyndmes I'ensemble des polynémes d’ordre 2, de classe H(rot, (),
défini par Nédélec [31]:

eI GO S F D o

qui est un espace vectoriel polynomial de dimension 8.
On suppose que u, de composantes u,., ug, u,, et U comme au-dessus sont des polyndémes de degré 2, exactement
déterminés par 18 coefficients. On impose que:

U,
R 167
G (167
Alors un tel polynome est déterminé par 14 coefficients. Finalement en utilisant la proposition 4.11 et en prenant
en compte les conditions (22.1) et (22.ii), cela fournit cing autres relations sur les coefficients, on est conduit &
considérer I'espace de polynémes pour les équations de Maxwell-Fourier, les vecteurs u définis par 9 coefficients
et de la forme:

a1+ oyr + azz + a8z2 — Qgrz
u= | —ma + aar — masz + a7r? — magz? + agrz (168)
asT + a6r2 — Qgrz

ou les a; sont des constantes.

On peut donner maintenant le nouvel élément fini:

Proposition 8.3. éléments finis avec 9 d.d.l.,, pour |m|>1
Lélément fini swivant (3., K, P™) est unisolvent et conforme dans H™(Q):
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o K: triangle a trois sommets a;, avec les points milieux d’aréte b; et d’aréte T'; portant des vecteurs
tangents unitaires T;, pour 1 <1< 3

e P™: espace de polynémes défini par (168)

e > " ensemble des 9 formes linéaires, pour 1 <i <3 :

og, cu— ug(a;)
5—97‘, U — ’u,g(bl)
mu, + Ug (169)
r
or, 1 u— frv .1 dl;
‘ M,
r

Preuve. Par construction on n’a rien & démontrer, excepter de se référer a [9] et [31]. O

Si on impose a ’ensemble des polynémes de la proposition 8.3, les relations ay = ag = ag = 0, on obtient
le plus simple des éléments finis de Maxwell-Fourier pour | m |> 1:

Proposition 8.4. éléments finis avec 6 d.d.l., pour |m [> 1
Lélément fini suivant (3., K, P™) est unisolvent et conforme dans H™(Q):

o K: triangle a trois sommets a;, d’arétes notées I'; de vecteur tangent 7;, pour 1 <i <3
e P™: espace de polynomes défini par

a1 + oyur + 3z — Qgrz
U= —may + aer — Mgz (170)

asr + a6r2

e > " ensemble des 6 formes linéaires, pour 1 <i <3 :

og, cu— ug(a;)
mu, + Ug
T (a71)
or, 1 u — fF_ 1 dl;
‘ mu,
r

On définit maintenant un élément fini pour le mode fondamental de Fourier, le mode m = 0. Ce cas corre-
spond & un probléme purement axisymétrique, et conduit aux relations suivantes:
Uy
u = | up | est 'inconnue et u.,,uy,u, sont des fonctions des seules variables r et z. Ici on peut voir que
U,
I'inconnue u nous permet de séparer les équations de Maxwell (1), ou plus précisément notre probléme modéle
(2), en deux problemes distincts:
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. ug est une solution scalaire de 1’équation des ondes en les variables r et z

. (ur,uz) est un vecteur solution du systéme suivant:

—w3epu, — 2(% — 8uz) —iw
N T Hor
e+ 10 (aur B auz) I
Hitbe or 0z or’ ik
+conditions aux limites

L’élément fini se déduit facilement pour le cas m = 0. On a la

Proposition 8.5. éléments finis avec 6 d.d.l., pour m =0
Lélément fini suivant (3", K, P°) est unisolvent et conforme dans HO():

o K: triangle d’aréte I'; et de vecteur unité tangent 1;, pour 1 <i < 3
o P: espace de polynémes défini par
a1 — a3rz
u= | (04 + asr+ agz)r (172)

s + a3r2

) ZO: ensemble des 6 formes linéaires, pour 1 < <3 :

1
op, tu— —up(a;)

r
U
or, i u — / " 7 dly;
r; L U=

Remarque 8.6. Il est clair que suivant la présentation de ce paragraphe 8.3 et comme indiqué dans la remarque
4.8, on peut envisager plus généralement des éléments finis de degrés quelconques. On peur choisir, pour k, k’
entiers, d’ approximer:

e 1y, par I’élément fini (Z]z,K, PF),

(173)

mu, + Ug

71 !’ ’
o U= + V uy, par I’élément fini (ZI;V,K, P,

Uz

r

oll (ZIZ, K, P¥) est ’é1ément fini de Lagrange de degré k, si 'on reprend les notations de [9] et ot (Zf\;, K, P*)
est 1’élément fini de classe H(rot) de [31]. C’est ce point de vue qui est envisagé dans la these [7].

8.4. Utilisation des éléments finis de Maxwell-Fourier a 6 d.d.l.

Soit € un ouvert de R2 = {(r,z),r > 0}. Soit 75, = U, K; un maillage de Q en N, triangles. On présente ici
comment déterminer les bases de fonctions dans le cas du mode de Fourier modes m # 0. On réécrit 'ensemble
des d.d.1. définit par (173), > = {o; tel que o; = gy, et 0,43 = or, pour i = 1,3}, et on cherche des fonctions
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p; solutions du systeme linéaire 6 x 6 suivant:
0i(pj) = 65, (symbole de Kronecker qui vaut 0 si ¢ = j, 1 sinon), pour 1 <4,5 <6 (174)

Soit p; une fonction définie par (172) et pour laquelle on cherche 6 coefficients réels o/i, ag,aé, ai,ag, aé, tels
que cette fonction vérifie explicitement le systéme (174). On note (r;, ;) et I';, pour ¢ = 1, 3 respectivement les
trois sommets et les trois arétes du triangle K. On note aussi 7; = [ ;\Li } , le vecteur unité tangent a l’aréte T';

i
de K. On définit les trois matrices 3 x 3:

la premiere correspondant aux d.d.l. relatifs aux sommets:

-1 T1 —Zz1
M = *1 T2 —Z9 s
-1 rs —=Z3

la seconde correspond aux d.d.l. liés aux circulations:

o mj = Aj fFi dl';, et la troisieme:

! 1" m"r
1 1 1
ngo ny Ny
R /2 1/2 l//2
Nj=|n? n;i* ny
2 1" m"r
3 3 3
ngoonyT Ny

avec nj = A, fF dli, n;* = p; fF dli, nj " = fFi (ujr — N\jz)dL;.

Puis on résout pour chaque élément de numéro j, le systeme 6 x 6 ci-dessous:

N = (175)

dont la solution fournit les six fonctions de base dont le support rencontre le triangle K.

9. ELEMENTS FINIS DE BORD H (div)

On détermine maintenant une famille d’éléments finis pour la partie des variables de bord ne dépendant que
de I’abscisse curviligne s. Cela est rendu possible par la séparation des variables s et €, de la méme maniére
que pour la partie volumique du paragraphe 5, équation (24), entre les variables (7, z) et 6. A cette fin on va
déterminer (voir figure 3) la trace d'un @ de H™ sur le bord I' dans le plan méridien (6 = 0).
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9.1. Approximation de I’abscisse curviligne

On considere dans le plan R, le bord " de ouvert Q. On désigne par s, abscisse curviligne le long de T,
celle définie par (65). On discrétise I' en segments (ceux définis par les triangles de 'approximation de €2, qui

s’appuient sur T'), de telle sorte que:

avec s1 =0 et syy1 = I(T") = longueur(T) .
On considere aussi la suite de points du plan (7, z;) = ¢(s;), extrémités des segments T';.
Alors on définit I’abscisse curviligne approchée, par:

N
p: 0,00 CR — [ I R,

i=1

s — Z Xi(8)pi(s)

olu, en prenant nulle la somme des longueurs pour ¢ = 1,2

(176)
i—1 i—1
U — Tit1 —Ti Tig1 =T Ritl — Zi Zi+l — Zi
pi(s) = (r; (’;l(Fk))- ) ey F (kzzll(Fk))- iy STy )
i—1 %
sy =4 L ;zmc) <s< k:1l(1“k)
0 sinon.

9.2. Construction d’éléments finis de Maxwell-Fourier de bord a 3 d.d.l.

Les courants dans le cas général (géométrie cartésienne 3d) sont définis dans espace H~/2(div,T) si T est
la frontiére réguliere d’un ouvert Q de R3. On rappelle que :

H~Y%(div,T) = {j e TH™Y*(D), divpj € H~Y/?(T")}, (177)
ou: TH™YVT) = {j= naEpr tel que E € (H'(0))?}, ou encore [8]:
H™Y%(div,T) = {je (H"Y*())3, 7 -j = 0, divrj € HY*(I)}.

Il apparait clairement dans la pratique qu’il y a deux maniéres de construire des éléments finis courants dans
de tels espaces : soit directement & partir de fonctions polynémes définis sur la surface (les éléments finis de
Raviart-Thomas), soit indirectement comme traces de polynoémes (177) choisis dans les espaces de Sobolev &
partir desquels on définit ces courants (les éléments finis de Nédélec). Dans le cas axisymétrique et dans le cas
d’une équation intégrale pure (efie par exemple) on peut choisir de batir des éléments finis linéique directement.
On peut aussi les construire & partir des traces des éléments finis Fourier-Maxwell [25]. Néanmoins, la question
qui est posée dans le cas d’éléments finis de volume, est la possibilité de batir a partir de ces derniers, construits
sur le bord I, des relevements de fonctions définies sur le volume dont ils sont les traces. C’est ce qu’on présente
ci-dessous.
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9.2.1. Eléments finis linéiques de H=/?(div,T)

Conformément aux expressions issues des relations (102-106), on pose pour tout (s,0) € I' x [0, 27 :
T (5,0) = Ju(5,0) Tra(s,0) + Jo(s,0) .75 (s,0) (178)
On rappelle les correspondances et notations suivantes (voir figure4(b)):
00— 0 =Qx|0,2nx|
00 — 90" =T x [0,27]
(179)
| —>]81, SQ[X [0, 27T[

Ty — {s1} x [0,27]

-
L’appartenance & H(div,O") des courants J définies sur dO’, se traduit par la continuité du flux de courant

T,

(@) (b)

FIGURE 3

sur Ty et s’exprime, & Paide des sauts [ ]s et [ o, par:
7 —
[ 7@y = (s ) =0 (180)
Ty

et par la continuité (toujours assurée) du flux de courant sur I, qui s’exprime par:

/ 7 7] dy :/52[J9(s,9)}97"ds:0. (181)
T

S1

D’ou le choix des degrés de liberté pour des éléments finis de classe H(div). C’est la méme conséquence
qu’entraine aussi la formule de Green (89).

De la méme maniére que l'on définit les éléments finis H(rot) des champs définis par (9) et (10) a l'aide de
Iexpression simplifiée des champs (u, ug, u,) fournit par la définition (18) issue de la formulation variationnelle
(15), on utilise la formulation variationnelle (158)-(159) et les formes (122-130), etc., pour introduire comme
expression a discrétiser, le courant surfacique:

—

i (s) =ira(5) TrZ(s) +ig(s) 75 (s) (182)
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N
et de méme pour m. C’est-a-dire que la prise en compte de la variation en 6 se fait dans les formulations
intégrales. On choisit comme expression des courants surfaciques, une approximation avec des polynomes
d’ordre 1, en fonction de la variable s, abscisse curviligne donnée par (176):

_’>(5) = (B1+ 328).T + (B3 + Pus). € (183)

Il faut comme dans le cas du plan méridien (volume) distinguer selon que le segment s’appuie ou non sur ’axe
{r = 0}. Cela fait trois cas d’étude: le premier segment, correspondant au cas s = 0, le dernier segment
correspondant au cas s = [(I"), et enfin les autres segments, en position non axiale (torique). On obtient une
expression simplifiée lorsqu’on tient compte de la divergence de j sous les formes (127),(128), pour exiger en
r = 0, la nullité des termes constants, ce qui fixe les coefficients respectifs de (1, puisque la quantité:

1o0r,,

m,m o
S gghr(8) + g (s) =0, (184)

N
impose de choisir j , avec d’autres constantes 3;, sous la forme suivante:

W@:mm+@a?+v%@+@ga

Cette méme contrainte (184) en r = 0, mais s = [(T"), entraine également, pour la relation qui précede, la
nécessité suivante:
s

0
;(_87;& +mpB3) =0

S
Ces termes qui ne posent pas de problemes en s = 0, puisque le réel — est borné par régularité de I', impose
r

une relation entre s et f3 en s = I(I"), ce qui n’est pas compatible avec 3 degrés de liberté.
C’est pourquoi pour la deuxiéme extrémité de T'; on utilise la fonction qui vérifie (184) en s = [(T"):

10r, 1 1 N

- 83(7& + B2) + ——=3)s).€q

T (s) = (mBr + B25). T + (B5 — ( I(T) I(T)

Cela constitue ’élément fini frontiere de la proposition 9.1 ci-dessous.
Comme on désire prendre en compte 3 degrés de liberté par segment, on peut aussi poser - pour faire un choix
de degrés de liberté compatible avec le choix (171) - et pour des constantes ;:

— or

i(s)=(mpr+ Bas(s— Z(F)))? + (—%ﬁ1 + B3s(s — Z(F)))EJ (185)
D’ou les deux propositions suivantes:
Proposition 9.1. éléments finis frontiére avec 3 d.d.l., pour |m|>1

On définit comme éléments finis (3., T, P™) sur la frontiére T, dans H(div,T):

. . N
o I';: segment de sommets d’abscisse curviligne s;, s;4+1 de vecteur tangent T,

o P™: espace de polynomes en la variable réelle s, défini par:

T)(s) = (mBy + B28).T + (—%61 + B358).eq, sauf pour lextrémité de T, (186)
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ou par:
1or, 1

T)(s) = (mp +ﬁ28).? + (B3 — (E% I(T)

e > " ensemble des 3 formes linéaires suivantes:

rid - =
ooyt i — T (s4)
i - =
Ogy -} — ] - T (5i+1)
— Or —
meg + 5= T
Uri—i>—> /?.(%)ds
I';

(57 B1 + B2) + %ﬁg)s).e-g), sauf pour ’origine de T,

41

(187)

(188)

Puis la seconde proposition suivante qui tient compte des relations sur ’axe, en augmentant 'ordre des

polynémes (mais pas celui des d.d.1.):

Proposition 9.2. éléments finis frontiére avec 3 d.d.l., pour |m|>1

On définit comme éléments finis (3., T;, P™) sur la frontiére T, dans H(div,T):
o I';: segment de sommets d’abscisse curviligne s;,s;+1 de vecteur tangent T,
e P™: espace de polynomes en la variable réelle s, défini par:

—

-])(8) = (mﬁ1 + 528(8 — Z(F)))? + (—%51 + B3s(s — l(F))).eg

m . s .
o > . ensemble des 3 formes linéaires suivantes:

i - =
oo, i — T (si)
i i
oo, i — T (8i41)
o or —
meg + - T
o T [ T as
I;

Remarque 9.3. On a donc dans ce dernier cas:
—
ag, () =mpB1+ Basi(si — I(I)),
v
00,(§)=mpP1+ Basit1(si+1 — UT)),

or(7) = (%62 +mfs) /Sm(s — (1)) ds.

i

D’autre part on vérifie que:

-
le degré de liberté o, ( j ) correspond au d.d.l. de volume : wug(p(s;)),

(189)

(190)

(191)
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N
le degré de liberté oy, ( j ) correspond au d.d.l. de volume : wug(p(s;+1)),
mu, + ug
r
, . , — =
le degré de liberté op( j ) correspond au d.d.l. de volume : 0 LT dy.
r;
mau,
r

De la méme maniere on peut formuler la proposition suivante, qui fait un choix de degrés de liberté compatible
avec (173):

Proposition 9.4. éléments finis frontiére avec 3 d.d.l., pour m =0
On définit comme éléments finis (ZO,Fi,PO) sur la frontiére T, dans H(div,T'):
o I';: segment de sommets d’abscisse curviligne s;,s;+1 de vecteur tangent T,
o PY: espace de polynémes en la variable réelle s, défini par:
T = (B + Bos)s. T + Bae (192)

0 o .
e > ": ensemble des 3 formes linéaires suivantes:

-
- J
oo, — — T (s1)
s
-
- J
Og,t j — <7 (8i+1) (193)
- /—.> —
or: j — i -egds .
Iy

Remarque 9.5. On vérifie la aussi que:

. . . - u
le degré de liberté o, ( j ) correspond au d.d.l. de volume : —(p(s;)),
T

le degré de liberté 092(_[’)) correspond au d.d.l. de volume : %(SD(SZ'+1)),
r

Uy
) correspond au d.d.l. de volume : / 0 |.7dy.

T U,

i
J

le degré de liberté op(

9.2.2. Eléments finis de H=Y/?(div,T") comme traces d’éléments finis de classe H(rot, Q)

En vue du couplage, on peut envisager de définir des relevements polynémiaux H(rot) d’éléments finis de
classe H(div), pour des triangles par exemple. Il est plus aisé de déterminer des éléments finis H(rot), construits
sur un segment a partir de n’importe quel élément fini construit sur une triangle ou un quadrilatére, ayant ce
segment comme coté, en choisissant d’en prendre la trace tangentielle. 11 va de soi que la difficulté est de faire
coincider le nombre et la nature des degrés de liberté, avec les expressions et I'ordre des polynomes.

Pour % donné comme dans (4), on calcule:
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FiGure 4
Uy ny
AT = u | A 0
Uy n,
On pose:
— —n,
— - M1M2
F=7(0=0)= ——2 =| 0
([ My M| n,
Alors:
n,ug
-
UNANNT = | NpUy — NyUy
—N,rUp
avec
0
e=10=0=|1]/,
0
il vient (c’est le cas 6 = 0 de la relation (102)):
Uy
7/\%)‘1“ :—(Ug)‘r.?+( 0 .?)‘p.e_é
Uy
On pose pour tout (r,z) € I':
- —

i(r,2) =i (r,2). T (r,2) +ip(r, 2).e9(r, 2),
ol j,, et jo sont des polynomes 1 en 7, z.
On note aussi, de maniére abusive, avec (65), la fonction _1> o p(s):
T(5) = ina(9)- 7 () +io(5)-2 (s),

De méme on note aussi pour simplifier: 7(s) = r o ¢1(s) et 2(s) = z 0 pa(s).

43

(194)

(195)

(196)

(197)

(198)

(199)

On construit les éléments finis H(div,T"), comme trace des éléments finis H(rot,Q)) du paragraphe précédent,
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construits sur des triangles. On reprend Pexpression du champ (170):

a1 +oyr + a3z — agrz
u = —maoy + QT — magz
asT + a6r2

Si on calcule la trace de la composante tangentielle, on obtient des courants surfaciques qui ne dépendent plus
que des 5 constantes ag, ag, a3, g, 5. En effet les termes de degré 2, en «g, s’éliminent. On définit alors de
maniere identique aux éléments finis sur le triangle, un élément fini sur un co6té du triangle en imposant des
conditions suffisantes d’appartenance a l’espace H(div) des courants dont le support linéique rencontre ’axe
(cette condition est superflue pour les supports toriques, comme c’était déja le cas pour les éléments finis sur le
triangle). Pour cela on choisit de fixer:

10r,, m .,
——f —f = tant 200
. 85’”(8) + o (s) = constante, (200)

pour s extrémités de 'arete déterminée par les deux abscisses curvilignes s; et s;41.Cela procure une famille

a 2 parametres qui peuvent étre choisis égaux a 0 ou a 1. De telle sorte qu’au final, on obtient des courants
dépendants de 3 constantes. Et on énonce la

Proposition 9.6. éléments finis frontiére avec 3 d.d.l., pour |m|>1
On définit comme éléments finis (3., T;, P™) sur la frontiére T', dans H(div,T):
o I';: segment de sommets d’abscisse curviligne s;,s;+1 de vecteur tangent T,

o P™: espace de polynomes en la variable réelle s, défini par la trace tangentielle W A 1, du champ:

Uy a1 + agr(s) + azz(s) — agr(s)z(s)
-
U=\ u | = —maoy + aer(s) — magz(s)
Uy asr(s) + agr(s)?
Uy
et vérifiant les 2 relations (200) avec f,,(s) = —ug(s) etjo(s) = (| 0 |.7)r(s)
Uy

o > ensemble des 3 formes linéaires suivantes:

i - =
oo, f — f T (si)

- -
Oy = 1 — ]

— or —
meg + 5. T
Ty

T (sin) (201)

La premiere application de ce résultat est de faire le choix évident des traces des éléments de Maxwell-Fourier
des chapitres précédents. Les relations (200) sont alors contenues dans ce choix.
Il est encore évident que cette démarche est valable, rappelant la remarque 8.6, pour tout autre élément fini
bati pour H(rot, ), en partant du couple (U, ug) € (R¥, Py/). C’est ce qui est envisagé pour des éléments finis
d’ordre élevé dans [7].
De méme des éléments finis définis sur des quadrilateres, fournissent aussi par restriction a un c6té, des familles
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d’éléments finis dans H(div) a priori surdéterminées: c’est-a-dire qu’il faut imposer un certain nombre de
constantes pour identifier le nombre de d.d.l. et 'ordre des polynomes.

Quoiqu’il en soit, cette démarche, i.e. la détermination de d.d.l. du bord H(div) comme traces d’éléments finis
H(rot), nécessite la connaissance d’une maille du plan méridien rz. C’est bien sir le cas lors du couplage.

10. DISCRETISATION DE LA FORMULATION COUPLEE DES EQUATIONS DE MAXWELL

10.1. Ecriture du systéme linéaire couplée

On suppose que le champ électromagnétique et 'ouvert €2, et donc aussi le bord T, sont approchés par une
méthode d’éléments finis.
Le probleme (158)-(159) a pour inconnue le triplet (E,J, M). L’approximation des (158)-(159) utilise alors
les éléments finis (170)(171) et (172)(173) pour la partie volumique et (189)(188) et (192)(193) pour la partie
surfacique. Il en résulte un probléeme linéaire classique de la forme AX = B, auquel on s’intéresse maintenant.
C’est dire d’une part que le domaine 2 est maillé de tétraedres formant un ensemble de N, arétes et sommets,
que le bord T" est découpé en Ny segments I'; et Ny+ 1 sommets de bord, que d’autre part H (rot, ) est approché
par un espace vectoriel V}, et enfin 'espace H _%(div,F) est approché par un espace vectoriel W;. On définit
donc les espaces:

Vi = bon{p; }i=1,n, C H(rot,Q) (202)
et pour les courants .J et M:
Wi, = bn{j;}im1,n, C H % (div,T) (203)
avec les notations (73), sachant que pour le courant M on a identité des degrés de liberté:
[ama= [ Emmmas= [ @ (204)
I'; I; Iy

On définit 'ensemble Z des numéros de d.d.l. intérieurs, de cardinal N;, I’ensemble J des numéros de d.d.l. de
bord relatif a .J, de cardinal N, et I’ensemble M des numéros de d.d.l. de bord relatif & M de cardinal Nj.
On a en fait: N, = N; + Ng.

On a donc formellement pour le triplet (E, J, M) lexpression suivante, sur une base de Vj, x W), x Wp,:

(B M) =( > api, Y Bidrs > mit) (205)

i€TUM keJ leM

On a donc (o = y):

E=> api+ Y, up (206)
€T lemM
et aussi:

T =" B (207)

keJ

et donc la relation fondamentale du couplage (discret) des éléments finis de volume et de frontiere:

M= alpAn) =Y nlpAn) = i (208)

lemM lem leM

Le probleme continu (158)-(159) s’écrit sous la forme matricielle suivante:

champ E A Ay 0 «; b;
champ E ou courant M Ay Ay A | = | m b (209)
courant J 0 ‘tAx Ak Br b
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Dans D'expression ci-dessus, la matrice A est la somme de deux contributions:
Ay = Aj + Ajy (210)
ou A}, : représente la contribution éléments finis de volume,
et Ay, : représente la contribution éléments finis de bord.
Le syteéme (209) permet de déduire I'expression de:
o = —A Auy + At (211)

et d’autre part:
(Ay — A A Au)yi + A By = by — LA AL

(212)
FAev 4 AwrBr = b
Si on pose:
= A= Au At A (213)
alors finalement le code couplé se résume dans l'inversion du sytéme suivant:
Alcl +Alsl Alk :| [ Yi ] |: bl —t AilAﬁlbi
= w 214
A Agk Bk br (214)

10.2. Ecriture des matrices élémentaires

On reprend chacun des termes des équations (158)-(159) de maniére explicite. On consideére les termes avec
le courant j, les intégrales avec le courant m s’en déduisent. On choisit un triplet (E,j,m) comme dans (205).
Les différents types d’intégrales sont ’objet des paragraphes qui suivent.

10.2.1. Ecriture des matrices élémentaires volumes

Matrices av;. Ce sont les termes suivants, produits L?(Q):

avi = —/fzm((pi)?(pk)i” + (pi)g"-(p)g" + (po)7"-(pr)7") rdrdz (215)

Le résultat est la matrice assemblée:

Avy;  Avy
[ tAvy  Avy ] (216)
Matrices bvg,. Ce sont les termes suivants, produits de rotationels L?(Q):
1 0(pi)g 1 kg 1
bvgy = — T - )6 TN(—=—+ - 0 m drd
o= = [ R (07 + )G+ (0 + mp)p) rdrds
L O 0(pa)T Op) — O(pw)7 / Lom o m O)G m o O0k)g
/Q@ 0z or ) 0z or Jrdrdz Qm(7(pz)z + 0z ) pe)" + 0z Jrdrdz
(217)
Le résultat est la matrice assemblée:
Bv;; By
[ ‘Bvy  Buy } (218)
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10.2.2. Ecriture des matrices élémentaires surface
Matrices as;i, et asl;. On pose J = (J;)™, J' = (J;)™ dans (122), produits L?(I"), et dans (154), (157):

as;k = Ia(Ja J/> + -’Z.c,cfie(Ja J,) + Id,cfie(Ja J/) (219)

Le résultat est la matrice assemblée:

et on pose M = (M;)™, M' = (M;,)™ dans (124) pour obtenir les termes:
asiy, =Z, (M, M') (221)

Le résultat est la matrice assemblée:
[Asu] (222)

Matrices bs;i, et bsi.. On pose J = (J;)™ et J' = (Ji)™ dans (129). Ce sont les termes suivants produits de
divergences L?(T):
bsik = Iy (J, J') (223)

Le résultat est la matrice assemblée:
[Bsgs] (224)

et on pose M = (M;)™, M’ = (Mj)™ dans (130) pour obtenir les termes:
bsly, = T; (M, A1) (225)
Le résultat est la matrice assemblée:
[Bsu] (226)
Matrices ¢s;i, et csfy. On pose J = (J;)™ et M’ = (M},)™ dans (136) et dans (148), (151):
csik = Lo(J,M") (227)
Le résultat est la matrice assemblée:
[Cispal (228)

et on pose M = (M;)™ et J' = (Jx)™ dans (138) pour obtenir les termes:

csyy =T, (M, J) + Zacpic(M, J') + Ty _cpic(M, J) (229)
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Le résultat est la matrice assemblée:

[C’slk]

Matrices ds;i et d's;. On pose J = (J;)™ et M’ = (Mj)™ dans (143). Ce sont les termes suivants

dsik = Id(J, M/)

Le résultat est la matrice assemblée:
[Dslk]

et on pose M = (M;)™ et J' = (Ji)™ dans (144) pour obtenir les termes:

ds;k =1, (M, Jl)

Le résultat est la matrice assemblée:
[Dskl]

Vecteurs fsj. Ce sont les termes suivants, seconds membres

(230)

(231)

(232)

(233)

(234)

fsk= /{H’"C ((mg)™ sinm@ 7, + (mg)g* cosmb T5) — nE™ - (1) cosmb T + (jj)5" sinmé 75)
r

+ Z(1—n)H™ - ((j,)5* sinmb 7., — (jj,)™ cosmb 74)} rdsdo
Pour le champ incident on se reportera au paragraphe 11 et a la proposition 11.1.
Au final, on a les relations suivantes:
Ay = Avii + Boy
Ay = Avy + Buy
Ay =" Avy +' Buy
Ay = Avy + Boy + Asy + Bsy
Ak = Csig + Dsyy,

PAy, = Cspr + Dspy

Ay = Asp + Bspg,

(235)

(236)
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10.3. Intégration numérique des termes matriciels élémentaires

10.3.1. Méthode de Gay [2], [35]

On rappelle ici cette technique subtile, d’une part dans le cas le plus contraignant, i.e. lorsque on effectue
une intégration double sur des segments confondus et d’autre part dans le cas ou ces segments ont un point en
commun (segments adjacents).

Méthode de Gay pour segments confondus. Cette méthode de traitement des singularités en 2d et 3d
aussi bien qu’en axisymétrique, se préoccupe d’intégrer des expressions du type:

T TMEE Q)
I= / / Fetor dfdgdgo (237)

si & et & sont les abscisses curvilignes définissant les coordonnées (r1, z1), (12, 22) de deux segments portés par
I'et I, et ol:

R(&,€,0) = V/(r1(€) = r2(6) + (21(€) = 22(€))2 + 2r1(E)r2(€') (1 — cos p)

et M est une fonction réguliere de (€,¢’,¢). On a:

™ M(ty,ts,
I=(&-&a)E-¢€) / / tll t; dtydtstsdp, (238)

si 'on pose:
(=L -t +&
§=(G-&t+&

soit:
t = §—&
§—&
&6
& — &
et:

M(tlvt%@) = M((£2 - gl)tl + 517 (gé - fi)t2 +£1’§D)7
R(t17t27 SD) = é((f? - gl)tl + 51) (gé - 61)t2 + Ei? (10)7

Il nous faut donc évaluer l'intégrale:

1 1 ™
M( tl,tz,
I= / dt dtad 239

o Jo Jo Rtlat27 1atae ( )

M est régulier et:

R(t1,ta, ) = v/ (p1(t1) — pa(ta))? + (z1(t1) — 22(t2))2 + 201 (t1) pa(ta) (1 — cos )

ou (p1,21) et (p2, z2) définissent les segments ', T, paramétrés par t1 et to.

On suppose que les segments d’intégration sont confondus: ils correspondent au cas ou la singularité est
déterminée par la droite suivante:{(t1,t2,t3) € [0,1]3,¢1 = ta,t3 = 0)}.

On réécrit I sous la forme:

1

M(tq,t t: M(tq,t t:

[:W/ dts (/ Mdtldtg—i— M)dtldtz (240)
0 7, R(t1,t2,7t3) 7, R(t1,t2,7t3)
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avec: Ty = {(t1,t2)
Pour conclure on effectue alors, dans ’expressio

dans le triangle T7:

€ [0,1)2 avec to < t1} et Tp = {(t1,t2)

XISYMETRIQUE - Code FuMel

€ [0,1]2 avec t; < ta}.
n qui précede, les changements de variables suivant:

=(1—81)82 + 81

t21) (1— s1)s2 (241)
t( ) — sq
dans le triangle T5:
t(2) (]. — 81)82
t(2) =(1—=s1)s2+ 1 (242)
(2) —s
3 3
Ces deux transformations ont le méme jacobien (1 — sq).
Donc il vient:
1 (1 1 2) ,(2 2
o R D Dy R 48P ()
On réécrit ce qui precede sous la forme:
1) 1 1) (2) (2) (2
,t t M(ty7,t (2
_W/ dss / 2 oty ) MU T )y g, (244)
0,11

pour faire apparaitre la singularité en s; = s3.
(u1,us2,usz) € [0,1]3:
pour (s1,s3) € T7:

R(t?%t?),w é )

Et comme ci-dessus, on fait le changement de variable, pour

= U
sgl) = uy (245)
stV = u
3 = U1.U3
et pour (s1,s3) € To:
SgQ) = Uu1.us
s = ug (246)
s =u
3 1
Ces deux transformations ont le méme jacobien u;.
De telle sorte qu’au final I'intégrale I est la somme des quatre termes suivant:
M((1— 1-— .
I = ﬂ'/ (( U1)U2 + Y, ( UI)U27 ™ U3) (1 — ul) duldu2du?,
01 R((1—ur)ug +uy, (1 — ur)uz, muy.u3)
M((1 — uy.us)ug + uy.usz, (1 — uy.us)ug, Tu)
+ 1 — uj.ug)duidusdu
7T/[0,1]3 R((1 — wy.uz)ug + uy.uz, (1 — uy.uz)ug, muy) ( 1-us) o duincus
247)
M((1 - 1- . (
+7r/ (1= g, (1 =y Jup s, Ty ) (1 — uq)durdusdus
0,1 R((1 —w)uz, (1 —ur)uz +ur, mus.uz)

M((]. — ’U,1.’U,3)’LL2

s (1 — Ul.U3)’LL2 + ’LL1.’LL3,7T’LL1)

+7T/
[0,1]3

R((l — ul.ug)ug

, (1 — uqug)us + up.us, muq)

(]. — Ul.’LL3)dU1dU2dU3
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o1

Tous ces changements de variables ont pour objet de supprimer la singularité et rendent donc possible 'utilisation

de méthodes classiques d’intégration de fonctions régulieres (poids et points de Gauss).

Méthode de Gay pour segments adjacents. On est dans le cas de deux segments consécutifs (voir fig. 5)

et on doit évaluer une intégrale du type:

/&
&,=&)
B
FIGURE 5

I_/f2 /62 M;g dede'dy

(248)

si € et & sont des abscisses curvilignes de deux segments consécutifs, i.e. & = & et ol R est le méme qu’au

paragraphe précédent.

On a alors: )
T _ M tl, tg,
1= (52 - El 62 /0 /0 o tl,t27 30) dtldt2t2d<p,
ou:
§= (& — &)t + &
&= (& &)+ &
soit:
t = §—&
&1 &
LG
£ —&
et:

M (t1,t2, ) = M((& — &)t + Ea, (€ — E2)ta + £, ),
R(th t27 80) = R((gl - gQ)tl + §27 (fé - 52)752 + 527 sp)a

Il nous faut donc évaluer l'intégrale:

1
M(tq,ta, 7t
I—ﬂ'/ / 17 21Kl 3) dtldtgdt3
0o Jo R tlatQaﬂ—t3)

La singularité est centrée en t; = to = t3 = 0. Alors:

I=mn(

M (ty, ta, it M(ty, to, it M (ty, ta, it
(t1,t, t3) (t1, ta, t3) / M 2 703) s gy it
T3

1, R(t1,t2,7t3) 1, R(t1,t2,mt3) R(ty,tp, mt3)

ou:

(249)

(250)

(251)
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Ty = {to <t1, t3 <t1}, To = {t1 <to, t3 <to}, Ty = {t1 <3, ta <t3}.

On fait alors le changement de variables: dans 77:

t1 =51
t2 = 51852 (252)
t3 = s183

dans le triangle T5:
t1 = s152
t2 = 51 (253)
tg — S$1S83

et dans le triangle T3:
t1 = s183
t2 = S1S52 (254)
tg = 51

Le jacobien de ces transformations est: s2.

s2ds dsydss (255)

I— 71_/ M(Sl,slsg,ﬂ'Sng) T M(51$2,81,’/T8183) i M(slsg,slsg,wsl)
15  R(s1,s182,ms153)  R(s1s2,s1,75183)  R(s183,5152,751)

10.3.2. Méthode d’utilisation de points de Gauss bien choisis, de Duruflé [15], [16]

Termes as;y, asl,, bs;, et bs},. Ce sont des termes produits L?(I") qui sont formés a partir des définitions (65),
(75) et (132). Dans ces calculs interviennent des termes élémentaires du type suivant:

/7T B(s,5',p) sing dp = i O(s,5' ) sing cosme dp = i B(s,5",p) cosp sinme dp =0 (256)

—T —T —T

/77 O(s,s',p) cosgp dp = 2/7r (s, s, p) cos¢ do (257)

—m 0

/W O(s,5' p) cosp cosmep dp = 2/7r O(s,5',¢) cosp cosmep de (258)
o 0

/7T O(s,5',¢p) sing sinme dp = 2/7r O(s,5', ) sing sinme do (259)
o 0

Termes cs;y, et cs},. Dans ces calculs interviennent des termes élémentaires du type que les relations ci-dessus
(256)-(259), dans lesquelles on substitue ®(s, s’, @), la fonction V®(s, s, @).
Il nous faut donc calculer des termes de la forme suivante:

a; = 2/1“/1‘ {/) (5,5, p) cos dgb} Fi(s,s") rr'dsds’ (260)

C
as = 2AA {/0 D(s,s',¢) cosdp cosme dq’)} Fa(s,s") rr'dsds (261)

as = 2/1“/1“ {/07r O(s,5', p) singp sinme d(b} F3(s,8") rr'dsds’ (262)
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et ceux de la forme suivante:

= 2/1“/1“ {/0 Vo&(s,s',¢) cose qu} .G1(s,s") rr'dsds (263)

cy = 2/1‘/1‘ {/0 V®(s,s',¢) cos¢p cosmap d¢} .Ga(s,8") rr'dsds’ (264)

c3 = ZA/F {/07r V®(s,s',p) sing sinme d¢} .Gs(s,8") rr'dsds’ (265)

L’intégration numérique des termes ay,c;, se fait suivant Duruflé [15] & aide de formules de quadrature de
Gauss que l'on détaille ci-dessous. Il s’agit maintenant de définir plusieurs ensembles de poids et points de
Gauss, pour Papproximation de (260),(261),(262), d’une part, de (263),(264),(265) d’autre part. L’étude citée
permet de résumer le choix aux formes ci-dessous.

Intégrales régulieres. Les intégrales en la variable ¢ s’integrent a ’aide de Ny + 1 poids et points de Gauss
(¢T7 wr)r:17N¢+1 .

On choisit comme valeur de l'entier Ny = 2(n + 4f744), o m est le mode de Fourier, f la fréquence et 744,
la valeur maximum de la variable R.

Les intégrales en la variable s, intégrales extérieures, s’integrent a l'aide de k 4+ 1 poids et points de Gauss
(&p» Wp)p=1,(k+1)-

Les intégrales en la variable s’, intégrales intérieures, s’inteégrent & l’aide de k + 1 poids et points de Gauss
(€4 Wa)g=1,(k+1)-

Dans ces derniers on choisit U'entier k = 2 égal a 'ordre de I’approximation.

Intégrales singulieres. Les intégrales singulieres proviennent des cas ou les fonctions courants sur I' ont

des supports confondus (cas défavorables), des supports en contact par un point, enfin du cas ou les fonctions

courants ont des supports confondus et qu’un point se trouve sur 'axe r = 0 (cas les plus défavorables).
Intégrales singuliéres pour des supports confondus

Les intégrales en la variable ¢ s’integrent en deux parties, sur un intervalle [0, 7] = [0, ¢1] U [¢1, 7], olt on choisit:
T

Les intégrales en la variable ¢ s’integrent sur [¢1, 7] & I’aide de Ny +1 poids et points de Gauss (¢, wr)r=1,N,+1-
Les intégrales en la variable s, s, intégrales extérieures et intérieures, s’integrent & 1’aide de 2k + 1 poids et
points de Gauss (on surintegre): (&, wp)p=1,(2x+1) et (&, Wq)q=1,c2k+1)- Ces intégrales se calculent comme les
intégrales régulieres ci-dessus.

Pour le complément d’intervalle [0, ¢1], les intégrales en la variable ¢ s’intégrent sur un intervalle [0, ¢] &
I’aide de 2k + 1 poids et points de Gauss, pour cette variable on utilise de plus, un méthode dite de Gauss-
squared (voir ci-apres). Les intégrales en la variable s, intégrales extérieures, s’integrent a l’aide de 2k + 1 poids
et points de Gauss (&, wp)p=1,(2k+1)- Les intégrales en la variable s’, intégrales intérieures, s’intégrent comme
suit (méthode dite Gauss-squared):

chaque valeur &, est une valeur singuliere de l'intégrale. On découpe l'intervalle [0, 1] en 'union des trois inter-
valles [0,&,], [€p, 2€p] et [2€p,1].0n prend autour de cette valeur les poids et points (d’accumulation) de Gauss
suivants, sur l'intervalle [0,&,], et pour ¢ = 1, (2k + 1), a 'aide de transformations simples:

5; = gp(l - 52) et wg = 2équ‘:fq
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et les points suivants, sur l'intervalle [€,,2¢,], et pour ¢ =1, (2k + 1) :

51/1 = gp(l + 53) et wg = Qéqu‘f)q
enfin pour terminer l'intégration, sur I'intervalle [2¢,,1], et pour ¢ = 1, (2k + 1) :

(f;, wq)q:l,(2k+1)

Intégrales singuliéres pour des supports en contact, ou joints
Les intégrales en la variable ¢ s’integrent a I’aide de poids et points de Gauss (¢, wr)r=1,n,-
On choisit comme valeur de 'entier Ny = 2k + 1,
Les intégrales en la variable s, intégrales extérieures, s’intéegrent a l'aide de 2k + 1 poids et points de Gauss

(fpawp)p:1,(2/c+1)-
Les intégrales en la variable s’, intégrales intérieures, s’integrent & 1’aide de 2k + 1 poids et points de Gauss

(€4 Wa)g=1,(2k+1)-

Intégrales singuliéres pour des supports supports confondus et ariaux
Les intégrales en la variable ¢ s’integrent & 1’aide de Ny + 1 poids et points de Gauss (¢r7wr)r:1,N¢+1-
On choisit comme valeur de 'entier Ny = maz(3k,2m + 1), o m est le mode de Fourier.
Les intégrales en la variable s, intégrales extérieures, s’integrent a l'aide de 3k + 1 poids et points de Gauss
(§ps wp)p=1,(3k+1)- Mais on fait le choix en plus de prendre 0 comme point d’acccumulation:

& = E2 et wy, = 26,y

Les intégrales en la variable s’, intégrales intérieures, s’intégrent (méthode Gauss-squarred) comme suit:
chaque valeur &, est une valeur singuliere de I'intégrale, et on prend autour de cette valeur les poids et points
(d’accumulation) de Gauss suivants, sur l'intervalle [0,&,], et pour ¢ = 1, (2k + 1):

5; = gp(l - 53) et wg = Qéqu@q
et les points suivants, sur l'intervalle [€,,2¢,], et pour ¢ =1, (2k + 1) :
5:1 =&(1+ 53) et wg = 2511517‘:}!1
enfin pour terminer I'intégration, sur l'intervalle [2&,,1], et pour ¢ =1, (2k + 1) :

(5;? wq)q:17(2k+1)

Au final le calcul des termes matriciels conduit & des expressions d’approximation du type suivant, pour des
ensembles de points et poids de Gauss (&, wp), (§;, W), (®r,wy):

a1 =23 D) wpwawr (&6, br). cos by Fi(6p, €)) T(€p)r(E)) (266)
p q s
Gy =2 Y > wpwewr (&, 8, dr) cos, cosmey Fa&p, &) 1(&)r () (267)
P q r
3 =20 Y > wpwewr. (&, &, bp) Sing, sinme, Fa(&p, &) (&) (E)) (268)
r q r

et:
G =2 > wwwr V(5,8 ¢r) cosdr G1(&,&) r(&)r (&) (269)
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G2 =2 3 wpwew, V(.60 ¢p) cosdy cosmey Ga(&p, &) 1(6)r(€]) (270)
P q r

G =20) Y wywewr V&, &, ¢r) sing, sinme, Ga(&, &) 1(&)r(E)) (271)
p q r

11. CAS TEST ET COMPARAISONS

Le premier des paragraphes qui suivent est particulierement destiné & la vérification algébrique des termes
matriciels. Les autres concernent la vérification du calcul de champ proprement dit.

11.1. Etude des valeurs propres de ’opérateur efie sur la sphére conductrice.

On reprend I'exposé proposé dans les textes, et les notations pour cette section, de [10] ou [36]. On définit
les fonctions classiques suivantes:

J,

w1 () fonction de Bessel d’ordre n + i
jn(x): fonction sphérique de Bessel d’ordre n.
¥ (x): fonction de Ricatti-Bessel d’ordre n.
Y, 41 (2): fonction de Neumann d’ordre n + i
yn(x): fonction sphérique de Neumann d’ordre n.
Cn(@):

n(z): fonction de Ricatti-Neumann d’ordre n.
(1)
H

n+%

(z): fonction de Hankel de premiere espece d’ordre n + 3.

° hsll)(a:): fonction sphérique de Hankel de premiere espece d’ordre n.
) &(11) (x): fonction sphérique de Ricatti-Hankel de premiere espece d’ordre n.

On a les relations suivantes:

in) =T 4 (2) (272)
un(0) =[5 Yar s (@) (273)

D) =[5 HL) ) (@) (274)

et d’autre part:

Un(@) = aju(x) (275)
Gal(@) = wyn(2) (276)
&0 (@) = 2 (@) (277)

enfin on peut montrer aisément les relations:
Uh(@) = 5 (0 D (@) = nga(2) (278)
60 () = gy (4 DAY, (@) = bl (@) (279)

Soit S2 la sphere de rayon a. On désigne par 7 le vecteur unitaire radial, normal & la sphere. On définit
TLy(S?) comme I'ensemble des champs tangents complexes de carré intégrable:

TLy(S2) = {J(aT) € Ly(S2)?,J(a7). 7 =0} (280)
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Cette variété possede une base de fonctions: les harmoniques sphériques Y,)”, que 'on définit comme suit:

Y™ = Pl™l(cos0)e™? n > 0,|m| <n (281)

n

et:
d™ P, (z)

mm

Pli(z) = (1—-a*)% ,m >0, (282)

On définit aussi les scalaires:
1 (n—|m|)!(2n+1)

dnm = — 283
’ 4 (n+ |m|)!n(n + 1) (283)
ou (6, ) sont les angles usuels des coordonnées sphériques. On introduit alors les fonctions:
uShh (@) = dilh V2V (7)
(284)
— ~
usn(@T) = dil T AV 52V (T)
o L ofp) 5 1 0f(rb.p)
- _ - U,p)p mU,9)—
VS%(Taea‘P)— 'I"( 39 6 +Sin0 aso w)
(285)
- o 1 8f(7’"9a§0)—> 1 3f(1“ 0730)_)
\Y% 0,p) = - — 0
AV s2 (7’, ’ 90) r ( 90 ¥ sin 6 8@ )
et:
sin 6 cos ¢ - cos 6 cos —singp
7 = | sinfsingp 0 = | cosfsingp g = cos @ (286)
cosf —sind 0

Alors tout champ J de TLy(S?) peut étre décomposé en:

f: Z > k), (@7) (287)

n=1m=—ne==%

Dans la suite D, désigne un domaine sphérique délimité par S2, et par D}, I'ouvert complémentaire de D; .
Soit J(z) un courant de surface sur S2, on définit pour y € D, U D,

TJ(y)=k [ (®(z,y)J(z)+

~ 1
k2
53

V. ®(x,y) divg: J(x)) do(x) (288)

ou divgz est la divergence surfacique et ot @ est la fonction de Green donnée par (28). On définit d’autre part,
a partir de ce qui précede les deux opérateurs suivants (revoir (48)(49)):

TJ(y) = KTJ() = lim n(y)r (P (2)n(y)) (289)
et:
KJ(y) = KJ(y) = ( / () (F o8 (2, )0 T (2))dT(2)) () (200)

On peut alors démontrer que ’action sur la base complete déterminée ci-dessus des opérateurs T' et K, conduit
d’une part a:

iT VeV (T) = =€V (ka)i, (ka) ¥ 52 V" (7), (291)
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K V¥ (F) = ka(Ta V2 V(T)), (202)
avec: )
b = L& (ks (k) + €0 (k) (k)

et d’autre part a:

iT (Fa VeV (T)) = =D (ka)u(ka) (Fa VsV (T)), (293)
K (Fa Vg V7(T)) = kn V2 V(7). (294)

C’est-a-dire en particulier que uﬁﬁ% et ugfgl sont les fonctions propres de T avec respectivement, les valeurs

propres t%t)n =9 fgll)/(ka)w;l(ka) et tgﬁ)n =9 fgll)(ka)wn(ka). Et (u%ﬁ% + ugf%) et (uﬁﬁ% — uﬁ@) sont les

fonctions propres de K avec respectivement, les valeurs propres +k, et —k,.

On cherchera a valider ces résultats en comparant les valeurs de t%‘f}%, tg;,%, +k, et —k, avec les valeurs propres

respectives de la matrice d’assemblage du probleme linéaire associé a la diffraction d’onde par une sphére
conductrice

11.2. Calcul de la surface équivalente radar, la SER.

11.2.1. Calcul de la SER pour m # 0.

On peut évaluer la SER a ’aide de la quantité champ a I'infini définit sur un pourtour I', pour toute direction
de l’espace &, par:

S(€) = iwpo(i(€)) — £(&,i(€))) — ik(EAm(E)),

ol:
(= [ i) dry),
80
et:
m(¢) = / ™" Vm(y) dy(y).
80
On prend de plus (on omet les indices m):

_]') = f,., cos(m) T, + fg sin(mb) 7y,

m=m,, sin(m)7,, + mg cos(mb) 7y,

-9 -

a—Zcosﬁ
—sinf
— 87“ . —

avec : Tp, = — sin @ , To = cos 6
88 O
or

L Os J
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sin v rcosf
D’autre part si: £ = 0 ety=| rsinfd |,
cos o z

alors :
e—zk&y — Ce—zx(r) cos 6

si: x(r) = krsina, et: O = e~ thzcosa,

Alors on a:

27 27
i(€) :/Cirz/ efiX(r)Cosecos(mG)@ Td9d$+/0f9/ 67’%(’”)Cosesin(mﬁ)T—g> rdfds,
r 0 r 0

et:
27 27
m(¢) :/Cmm/ e~ XM eosVgin (m@)7, Td9d5+/cm9/ e~ XM 088 eo5(mh) 7y rdds.
r 0 r 0

Si on utilise les relations classiques des fonctions de Bessel B,, (voir infra relation (299)), on obtient finalement
les 3 composantes de j(£):

() = im / Cly O Bon1 (X(r)) — Bonsa (x(r))] ds — i / Cior[Bun—1(x(r)) + Bunsa (x(r))] ds

(1(§)2=0

((6))s = 2™ / 02 B (x(r))] ds

et les 3 composantes de m(€):

((€))s = i / Oy O Bons (X(1)) + By (x(r))] ds + ™ / Cmor[Bon—1(x(r)) — Bonya (x(r))] ds

On est donc a méme de déterminer le vecteur S(§) avec lequel on forme le nombre réel SER.

11.2.2. Calcul de la SER pour m = 0.

On consideére toujours le champ a l'infini de la section précédente avec les quantités déja définies. On prend

dans le cas du mode m =0 :
_

i =T,
- 0
m = mng.
Alors:
~ 27T .
€3] :/C’i,.z/ e~ X(r)cosO0=7 1 d0ds
r 0
et:

27
m() = / Cmy / e~ X(r)cos O 110 d s
T 0
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et donc:

(&) = 2ir / 0, ror By (x(r)) ds

(1(€)2 =0

((6))s = 2n / C1R.r0=Bo(x(r)) ds

et les 3 composantes de m(€):

(m(&)1=0

(m(§))2 = QiWACmgrBl(X(r)) ds

11.3. Diffraction de la sphére conductrice.

La formulation mathématique du probléme couplé et non borné, des équations de Maxwell en volume et en
surface, qui résout le probleme de la diffraction d’ondes planes par un objet borné quelconque, a été codée. Les
tests de la mise au point informatique sont de plusieurs sortes:

e D’abord des cas élémentaires de vérifications locales du calcul des intégrales singulieres, des termes
matriciels.

e Des cas analytiques comme la diffraction de spheres et les calculs a I’aide des séries de Mie. On teste
la nouvelle formulation sur les solutions analytiques de la spheére conductrice ou diélectrique, diffractée
par une onde plane.

e On compare les résultats de la nouvelle formulation avec les solutions obtenues avec SHF89 et SHFC,
sur certains cas bien choisis.

A cette fin on présente pour terminer la décomposition de 'onde incidente en modes de Fourier. On reprend
pour cela les calculs de [23].

Dans la suite on désigne par ¢, la vitesse de la lumiére et par 1 'impédance caractéristique du vide. On considére
classiquement deux polarisations des champs incidents E*"¢ et H™°, que I'on définit selon une polarisation 1
et polarisation 2 et que l'on note E;-"C et H'"% respectivement: si j = 1,2 est la polarisation, si @ désigne le
vecteur (z,y, z), on écrit le champ électromagnétique sous la forme suivante (voir figure 5):

. = —
=T

B (r,,2) = B ¢ (209
et
inc P icug- T
Hj"(x,y,2) = Hojho; e (296)

ol les vecteurs unitaires eg; et ho; vérifient ug = egjaho;. On prend d’autre part le vecteur incident ug dans le

.
plan 20z et on note a = angle(ug, Oz).
Pour la polarisation 1, le champ incident est dans le plan Oz orthogonal au vecteur ug:

_ —cosa : Eo, 0
Ei"(z,y,2) = Eo 0 s Hi"(x,y,2) = - -1 (297)
sino ! 0
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FIGURE 6

et pour la polarisation 2, le champ incident est orthogonal au plan zOz:

SN 0 SN E —cosa
E%nc(x7ya Z) = E02 1 5 Hénc(xuq% Z) = =2 0 (298)
0 sin «
On introduit les fonctions de Bessel suivantes, pour m € N, z € R :
. (7Z)m o iz cos 6
B (2) = —— e cos(mb) do (299)
27T 0

Alors suivant [23] (proposition I1.4 et annexe 2), on propose la décomposition suivante:

I -
Proposition 11.1. Si x(r) = crsina, le champ incident E*(r,0,z) et H"(r,0,2), pour j = 1,2, se
décompose en modes de Fourier selon les expressions suivantes:

Bim-1(x(r)) = Bmy1(x(r))

imtleosa | 5 ] cosm@
_ _ —icosa By(x(r))
P (0,0,2) = By 6oseone 0 $302 | s gy (Boa ) B )
sina Bo(x(r)) m>0 2
| i sina By, (x(r)) cosm@ ]
(300)

[ im—l [Bm—l(X(r)) +Bm+1(X(T))} sin mé 1
2
m 0 _ EOl icz cos « i B 0 B ( ( >—B )
H{"(r,0,2) = ——— ¢ i 1(Ox(r)) +m§>:02 jm—1 [Bm=1 x(7) . m1 (x( )] cosmi
I 0

(301)
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B—1(x(r)) + Bm+1(x(r))

| | sinmé
2
Tine iCcz COS ; ) B B
Ey*(r,0,z) = Ega € ) B1(Ox(r)) +mz>02 im-1 | m,l(x(r)); m+1(x(r))] cosmf
L 0
(302)
[ Bm—1(x(r)) = Bma1(x(r
—icosa Bi(x(r)) imtlcosa [ 10dr) 5 410 ))] cos mb
nc _ E02 1CZ COS &
H3"(r,0,2) = € 0 - 202 1 cos g [Bm_l(x(r)) ;Bm+1(x(r))] b
sina By (x(r)
olx(r) i "™ sina By, (x(r)) cosmé
(303)

12. APERQUS NUMERIQUES.

On présente, trés rapidement, trois types de résultats qui rendent compte de la bonne qualité des calculs

menés dans cette étude.

12.1. Calcul de valeurs propres: validité des matrices de la discrétisation.

On compare dans les deux tableaux suivants , les valeurs propres calculées & ’aide du code FuMel (la sphere
de rayon 1 m est maillée avec seulement 32 éléments), aux valeurs propres analytiques des relations (291) et
(293), c’est la figure 7, et les relations (292) et (294), c’est la figure 8. La représentation des valeurs propres sur
la figure est la suivante: les parties réelles et imaginaires des valeurs propres de C, sont respectivement ’abscisse

et 'ordonnée. L’accord est bon.

Comparaison valeurs propres exactes-calculées - Matrice A_JJ, A_MM
MODE 0 - Maillages sph_diel, TH_FIN

T
15

*0

VP exact
sph_diel
TH_FIN (A_JJ)
TH_FIN (A_MM)

0.5

A m ek ot o L S .

ETTT TR TE Iy AT T e R e S
Sid LESE

e ER L

7]

;
i)
"

£

-2

-1

FIGURE 7
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SPHERE KA=6.28 (r=1m, f=300Mhz)
Resultats de JJMM - mode m=1
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FIGURE 8

12.2. Diffraction d’une sphére conductrice et série de Mie.

On compare le calcul de la SER réalisé a laide du code FuMel (figure 9), d’une sphere conductrice de rayon
R = 0.25m, a incidence 0 degré, a la SER calculée avec les séries de Mie. L’accord est excellent.

SPHERE CONDUCTRICE R=0.25m - inc=0
Comparaison: Code FuMel - Série de Mie - 200 elements

FuMel
FuMel
—— FuMel
- MIE
FuMel (1000 elem)

o1

ser

~

N RIS A A
(YAVAVAVIV AV N NI
(VARVARVIRY) QN NG

-10 -

| | | | |
0 1000 2000 3000 4000 5000
fréquence (Mhz)

FIGURE 9

12.3. Diffraction d’une sphére diélectrique et série de Mie.

On compare le calcul de la SER réalisé a I’aide du code FuMel (figure 10), d’une sphére conductrice de rayon
R = 0.245m, recouverte par bmm de diélectrique homogene (¢ = 3., = 2.), & incidence 0 degré, a la SER
calculée avec les séries de Mie. Chacun des calculs est réalisé bien siir, sur un maillage identique. La encore
I’accord est excellent avec 'analytique, comme on peut le constater sur le grossissement de la figure 11.
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Compare: MIE / FuMel
sphere245_diel5_OF.mail - eps=(3,0),mu=(2,0) - Angle d’incidence=0°"
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Compare Zoom: MIE /FuMel
sphere245_diel5_OF.mail - eps=(3,0),mu=(2,0) - Angle d’incidence=0°
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13. CONCLUSIONS

Cette nouvelle approche a 'avantage d’étre compléte en ce sens qu’elle fait intervenir le champ électromagnétique
dans toutes ses composantes, celui qui est naturel a calculer dans la physique de la diffraction d’onde. Cet aspect
de robustesse de la méthode est tres important: il est nécessaire, pour la facilité de mise en oeuvre des solutions
techniques, pour I’étude et la réduction de la SER, de disposer d’un outil fiable dans les nouvelles conditions
de son utilisation: tres hautes fréquences, maillages tres fins et tres peuplés. C’est le but poursuivi par cette
nouvelle présentation de calculs et sa mise en forme informatique, sous la forme du nouveau code de calcul
FuMel. La mise au point de ’élément fini de bord et son codage représentent la partie non classique de cette
étude. Leur couplage avec des éléments finis de volume déja codés est plus aisé, mais a nécessité d’intenses
efforts de développement informatique.

La formulation et le code FuMel fonctionnent aussi bien en formulation efie, mfie que cfie. Cette derniere
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formulation, bien qu’ayant des qualités d’approximation moindre que la efie, présente l'avantage d’éviter les
problemes liés aux fréquences de résonance. Il est trés aisé de modéliser les matériaux anisotropes. Il suffit
pour cela de remplacer les constantes électriques € et p, par les matrices 3 x 3 qui représentent ces tenseurs, ex-
primés dans la géométrie axisymétrique. Les calculs dans le nouveau code sont effectués avec des éléments finis
d’ordre 1. L’intérét de cette nouvelle formulation est aussi la possibilité, dans un second temps [7], de faire des
approximations a des ordres supérieurs, 2 ou 3, et aussi d’introduire des éléments finis courbes, mieux & méme
de décrire des formes quelconques. On peut espérer certainement une aussi bonne ou meilleure approximation
pour un ordre donné que ce que l’on connaissait auparavant.

Un rapport de présentation des différents aspects de la résolution et du codage, prolongera cette étude théorique.
En particulier on s’attardera sur la résolution d’algebre linéaire du probleme. On donnera un ensemble exhaustif
des possibilités et des réalisations de calcul possible avec le code FuMel.

[6]
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